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VORWORT 


Das Buch, das wir dem Leser vorlegen, ist das Ergebnis einer wesentlichen Um- 
arbeitung. des im Jahre 1950 unter dem Titel ‚Direkte Methoden der mathe- 
matischen Physik“ erschienenen Buches des Verfassers. Die Überarbeitung wurde im 
wesentlichen in zwei Richtungen durchgeführt. Vor allem wurde die wichtigste 
der Variationsmethoden, die energetische, für die Grundaufgaben der mathe- 
matischen Physik von einem elementaren Standpunkt aus behandelt, ohne Ver- 
wendung der Theorie der Operatoren im HILBErT-Raum. Ein allgemeiner Gesichts- 
punkt, der sich auf Grund des schon gesammelten Materials ganz natürlich ergibt, 
wird nur in Kapitel VI gegeben. Der Verfasser hofft, daß diese Umgestaltung der 
Darstellung das Buch für einen breiteren Leserkreis zugänglich macht. 

Eine weitere Änderung, die dem Verfasser als sehr wichtig erscheint, besteht 
in folgendem. In den letzten Jahren erschienen sowohl bei uns als auch im Ausland 
viele Arbeiten, in denen der Fehler der Näherungslösung untersucht wird. Das - 
Vorhandensein dieser Arbeiten gestattet es, das Problem der. Fehlerabschätzung 
der Näherungslösung, die von der energetischen Methode geliefert wird, mit der 
für den Praktiker nötigen Vollständigkeit zu -behandeln. 

Dieser Frage, die in dem Buch ‚Direkte Methoden“ nur vermerkt ist in 
dem vorliegenden Buch ein besonderes Kapitel gewidmet. 

Außer den erwähnten durchgreifenden Änderungen wurde noch eine ganze Reihe 
weiterer wichtiger, wenn auch nicht so bedeutender Änderungen vorgenommen: 


1. Es wurde ein Kapitel über die Aufstellung der Grundaufgaben der mathe- 
matischen Physik und über die wichtigsten Eigenschaften der am häu- 
figsten auftretenden Operatoren der mathematischen Physik eingefügt; 

. die Frage der natürlichen Randbedingungen wird ausführlich erörtert; 

. die Theorie der. Eigenwerte wird besonders eingehend behandelt; ihr ist 
ein besonderes Kapitel gewidmet; 

4. die Zahl der numerischen Beispiele ist gekürzt, dafür aber in der Mehrzahl 
der verbliebenen Berpiele die Rechnung bis zur Fehlerabschätzung durch- 
geführt; 

5. die Begründung des GALERKINschen Vertähtens wird ohne Benutzung der 
Theorie unendlicher Systeme durchgeführt; 

6. das wesentlichste Material der Kapitel II (‚„Variationsprinzipien der 
mathematischen Physik“) und III (‚‚Methoden zur Lösung von Variations- 
problemen‘‘) des Buches ‚Direkte Methoden“ sind im Kapitel IV des vor- 
liegenden Buches zusammengefaßt; 

7. um eine merkliche Vergrößerung des Umfanges zu vermeiden, sind einige 
Paragraphen des Buches ‚Direkte Methoden“ fortgelassen worden. 
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vI . Vorwort 


Der Autor entschloß sich, den Titel des Buches zu ändern, da es fast ganz den 
Variationsmethoden gewidmet ist: der energetischen, der der kleinsten Quadrate, 
der Methode der orthogonalen Projektionen, dem Trerrrzschen Verfahren und 
der eng mit der energetischen zusammenhängenden GALERKInschen Methode. 
Den direkten Methoden, ‚welche nicht zu den Variationsmethoden gehören, vor 
allem der Methode endlicher Differenzen, ist einiger Platz eingeräumt; bezüglich 
der Netzmethode, die in der monographischen Literatur gut beleuchtet wird, 
beschränkte sich der Verfasser auf die Aufzählung der wichtigsten Ergebnisse und 
auf Literaturhinweise; was die Geradenmethode angeht, so ist sie für die 
LarLaczsche und für die biharmonische Gleichung dargestellt. In dieser Hinsicht - 
ist die Geradenmethode, soweit dem Verfasser bekannt ist, nur in Zeitschriften- 
artikeln dargestellt; deshalb behielt der Verfasser das entsprechende Kapitel bei, 
obgleich es den übrigen Kapiteln etwas ferner steht. 

Für das Verständnis des grundlegenden Materials des vorliegenden Buches 
(Kap. I—-V) wird vom Leser die Vertrautheit mit den ersten beiden Bänden des 
„Lehrgang der höheren Mathematik“ von W.I. Smrnow gefordert, mit Aus- 
nahme von Kap. V, Bd.II („Grundlagen der Differentialgeometrie‘‘). An ein- ' 
zelnen. Stellen werden einige Kenntnisse aus der Theorie der Funktionen einer 
komplexen Veränderlichen und der Theorie der Integralgleichungen verlangt. In 
diesen Fällen finden sich im Text die nötigen Literaturhinweise. 

Zu besonderem Dank verpflichtet ist der Verfasser K. E. TscHErNIN, der für 
das vorliegende Buch eine Reihe neuer Berechnungen vortrefflich ausgeführt hat, 
und G. P. AkıLow, welcher das ganze Buch im Manuskript las und viele wichtige 
Bemerkungen machte. u 
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EINFÜHRUNG 


- Historischer Überblick 


Die Probleme der mathematischen Physik, insbesondere der Hydrodynamik, 
der Elastizitätstheorie usw. führen gewöhnlich auf partielle Differential- 
gleichungen, seltener auf gewöhnliche Differentialgleichungen, welche bei ge- 
eigneten Anfangs- oder Randbedingungen zu integrieren sind. Im Hinblick auf die 
Anwendungen ist die numerische, wenn vielleicht auch nur angenäherte, Berech- 
nung der gesuchten Größen von besonderem Interesse. Diesem Ziel sind die 
sogenannten direkten Methoden wohl am besten angepaßt. Es ist schwer, eine 
Definition zu geben, welche diese Gruppe von Methoden genau umgrenzen würde. 
Nach der Definition von 8. L. SOoBOLEW bezeichnet man als direkte Methoden solche 
Näherungsverfahren zur Lösung von Aufgaben aus der Theorie der Differential--und 
Integralgleichungen, welche diese Aufgaben auf Systeme endlicher algebraischer 
Gleichungen zurückführen. Diese Definition erscheint uns von allen am allge- 
meinsten und vollständigsten; wir wollen sie auch für uns beibehalten, obgleich 
einige der Methoden, von denen weiter unten die Rede sein. wird, und welche wir 
zu den direkten zählen, nur schwer. unter die oben gegebene Definition einzu- 
ordnen sind. Eine solche Methode ist z.B. die von L. W. KANToRowITscH 
(vgl. $ 15). 

In Theorie und Praxis der Anwendung der direkten Methoden werden wir oft 
auf einen Sachverhalt von größter Bedeutung stoßen. Dieser besteht darin, daß 
es in vielen Fällen möglich ist, das Problem der Integration einer Differential- 
gleichung durch ein damit gleichbedeutendes Problem zu ersetzen, das-im Auf- 
‚suchen einer Funktion besteht, die einem gewissen Integral einen kleinstenWert 
erteilt. Aufgaben dieses Typs werden als Variationsaufgaben bezeichnet; der oben 
erwähnte Sachverhalt besteht also darin, daß man in vielen Fällen das Problem 
der Integration einer Differentialgleichung durch ein diesem 'äquivalentes Va- 
riationsproblem ersetzen kann. So ist es z.B. bei den gewöhnlichen Rand- 
bedingungen möglich, die Integration der Gleichungen der statischen Elastizitäts- 
theorie auf die Bestimmung des Minimums der potentiellen Energie des elastischen 
Körpers zurückzuführen. Verfahren, die es erlauben, die Integration einer Diffe- 
rentialgleichung auf ein damit gleichbedeutendes Variationsproblem zurück- 
zuführen, tragen allgemein die Bezeichnung Variationsmethoden. Die wichtigste 
der Variationsmethoden ist in der technischen Literatur unter der Bezeichnung 
energetische Methode bekannt. Diese Bezeichnung erscheint uns treffend, und 
wir werden sie beibehalten. Ausführlich ist in den Kapiteln IIT—VI von der 
energetischen Methode die Rede. 

Es zeigt sich, daß viele direkte Verfahren nicht bequem unmittelbar auf eine 
Differentialgleichung anzuwenden sind, wohl aber auf das äquivalente Variations- 
problem. Das bezieht sich vor allem auf das bekannte Rırzsche Verfahren, 


1, Variationsmethoden 


2 ; Einführung 


welches ein Näherungsverfahren zur Lösung von Variationsproblemen ist. Mit 
dem Gesagten erklärt sich der enge Zusammenhang, der zwischen den direkten 
und den Variationsmethoden besteht. 

Historisch zum ersten Male wurde eine Variationsmethode in Gestalt des so- 
genannten „Drrıcauetschen Prinzips“ formuliert. Nach diesem Prinzip ist unter 
allen Funktionen, welche auf dem Rand eines gewissen Gebietes 2 vorgegebene 
Werte annehmen, diejenige Funktion, welche dem sogenannten „DIRICHLETSchen 


feel m 


den kleinsten Wert erteilt, in Q harmonisch .!) 

Das Diricaurtsche Prinzip wurde von RIEMANN in seinen Arbeiten über die 
Theorie der Funktionen einer komplexen Veränderlichen ausgiebig verwendet. 
RisMmAnn hielt es für offensichtlich, daß eine Funktion, die dem DiricHuertschen 
Integral ein Minimum erteilt, existiert. Das rief eine kritische Bemerkung von 
WEIERSTRASS hervor, der an einem einfachen Beispiel zeigte, daß das Integral 
. wicht unbedingt einen kleinsten Wert anzunehmen braucht. 

Und zwar betrachtete WEIERSTRASS folgende Aufgabe?): Unter allen im Inter- 
val -1<x@<1 stetigen und stetig differenzierbaren Funktionen, die an den 
Intervallenden den Bedingungen 


yeah ya @) 


genügen, ist die Funktion zu finden, welche das Integral 
+1 
R Iy = [a’y? de (3) 
= 


zum Minimum macht. Der Wert des Integrals J(y) hängt von der Wahl der 
Funktion y(x) ab; offensichtlich ist J(y) > 0, so daß das Integral (3) nach unten 
beschränkt ist (SmIRNow [1], Punkt 39) und daher eine wohldefinierte untere 
Grenze (SMIRNow [1], Punkt 42) besitzt. Wir zeigen, daß, diese Grenze gleich 
Null ist; hinreichend dafür ist der Nachweis, daß es eine den oben angeführten 
Bedingungen genügende Funktion y(x) gibt, die dem Integral J(y) einen Wert 
kleiner als eine beliebig vorgegebene positive Zahl erteilt. Wir geben ein e>0 
vor und setzen 


x 
to — 
arctg r 


Yy. = i 
arctg — 
za 


1) Der Einfachheit halber betrachten wir den Fall des ebenen Problems. 
2) Das WEIERSTRAsssche Beispiel wurde von uns in unwesentlichen Einzelheiten etwas ver- _ 
einfacht. 
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Die Funktion y, ist im Intervall ee <x<1 offensichtlich stetig und stetig 
differenzierbar und m den Bedingungen (2). Ferner gilt 


1 


2 
J(y.) = u dx < (x? + 2) ya dx 2 = ey A 
; x “ E 1 
arobg arcig 


Daraus ist ersichtlich, daß J (y,) beliebig klein wird, wenn e hinreichend klein ist. 
Nach Definition ist dann die untere Grenze des Integrals J(y) genau gleich Null. . 
' Allein es existiert keine den Bedingungen (2) genügende und im Intervall 
—1<x2<1 stetige und stetig differenzierbare Funktion, die das Integral J (y) 
zu Null machen würde. Nehmen wir einmal an, es wäre J (y}) = 0. Da die Funktion 
"unter dem Integral nicht negativ ist, muß sie identisch verschwinden. Dann ist 
y =0 undy = const, was den Bedingungen (2) widerspricht. 

Es kann also vorkommen, daß das Integral seine untere Grenze nicht annimmt, 
das entsprechende Variationsproblem hat dann keine Lösung. Dieser Umstand 
stellt das DIRICHLETsche Prinzip in Zweifel. 

Bekanntlich gab später HADAMARD ein Beispiel von anderer Art an, das zeigte, 
daß das DiricHuetsche Prinzip aus dem einfachen Grunde nicht galt, weil die 
harmonische Funktion das DIRICHLETsche Integral unendlich werden ließ. Wir 
bringen dieses Beispiel. . 

Es ist unschwer zu sehen, daß die Reihe 


oo „am 
uw, y) = I 5, cos (2229); = ocosd, y=osin® (4) 
n=1 
in dem Kreis o < 1 gleichmäßig konvergiert; ihre Summe ist im Innern dieses 
Kreises harmonisch und stetig einschließlich des Bandes. Das DieichLersche 
Integral dieser Funktion jedoch, genommen über den Kreis oe <r <41, ist gleich 


oo 
ad rl>oo. 
nl sol 


Deshalb kann man die harmonische Funktion (4) nicht als Lösung einer Variations- 
aufgabe auf der Grundlage des DIRICHLETschen Prinzips erhalten. 

Die Einwände von WEIERSTRAsS führten dazu, daß das Dirtcauetsche Prinzip 
lange Zeit vernachlässigt wurde. Das Interesse an diesem Prinzip und an den 
Variationsmethoden im allgemeinen erwachte aufs neue zu Anfang des 20. Jahr- 
hunderts im Zusammenhang mit den Arbeiten HiLBErTs, und besonders nachdem 
W.Rırz [1] im Jahre 1909 sein Verfahren zur angenäherten Lösung von Minimal- 
problemien publizierte; dieses Interesse war bei den Vertretern der angewandten 
Wissenschaften besonders offenkundig, denn das Rırzsche Verfahren gab ihnen 
ein geeignetes Mittel zur Lösung von Problemen, die bis dahin völlig unzugänglich 
waren, in die Hand. Viele Arbeiten erschienen, in denen unter Verwendung des 
Rırzschen Verfahrens eine Näherungslösung dieser oder jener Aufgabe der 
mathematischen Physik konstruiert wurde. In den Fällen, wo die Möglichkeit 
bestand, eine solche Näherungslösung mit der exakten oder mit experimentellen 
Ergebnissen zu vergleichen, ergab sich gewöhnlich eine zufriedenstellende Über- 


1* 
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einstimmung. Besonders gute Resultate wurden dann erzielt, wenn man Rand- 
wertaufgaben für gewöhnliche Differentialgleichungen zu lösen hatte. 

Rırz formulierte seine Methode wie folgt. Es sei die Variationsaufgabe für das 
Integral 


gestellt. 

Diese. Aufgabe besteht bekanntlich in folgendem. Man betrachtet eine gewisse 
Klasse von Funktionen, die meistens als-zulässige Funktionen bezeichnet werden; 
in dieser Klasse ist diejenige Funktion zu finden, welche dem Integral (5) einen 
kleineren Wert erteilt als eine beliebige andere zulässige Funktion. 

Ks sei eine gewisse Folge von Funktionen 


Yo Y Ya Yme-- . (6) 


gegeben, welche den folgenden zwei Forderungen genügen: 1. Für beliebige Zahlen- 
koeffizienten 4,, 3, . . ., @, gehöre die Funktion 


= YA Ppı + Pa tt Amy m 
zur Klasse der zulässigen Funktionen; 2. für jede beliebige zulässige Funktion w 
sei es möglich, eine ganze Zahl n und Zahlenkoeffizienten @, dg, - . -, @, derart zu 


wählen, daß die durch die Formel (7) bestimmte Funktion w, sich von der Funk- 
tion w hinreichend. wenig unterscheidet. Wir merken hier gleich an, daß die 
Forderung 2, gewöhnlich als Vollständigkeitsbedingung bezeichnet, noch einer 
genaueren Formulierung bedarf. Rıtz führte die notwendige Präzisierung für die 
konkreten Aufgaben (siehe unten), auf welche er seine Methode anwendet, durch. 
. Die Funktionen (6) nannte Rıtz Koordinatenfunktionen. 

Ersetzen wir im Integral (5) w durch w,, dann wird J eine Funktion der Zahlen 


Gy; &a5 - -., Gy. Wir wählen diese Zahlen so, daß J (w,) seinen kleinsten: Wert erhält; 
bekanntlich ist dafür notwendig, daß «,, @,, . - -, @, den Gleichungen 
9J (u) 5I (u) 8.J (1) 
= = Kate - = 8 
day " . 0a, u da, 2 (8) 


genügen. Wenn man die Gleichungen (8) auflöst und die erhaltenen Werte a,, 
Ges. - -, %n in (7) einsetzt, erhalten wir eine Funktion w,, welche Rrrz als Nähe- 
rungslösung des Variationsproblems ansieht. 

Der Umstand, daß w nur von einer Veränderlichen x abhängt, spielt offensicht- 
lich keine Rolle. Die Rechnung verläuft genauso, wenn w eine Funktion einer 
beliebigen Zahl von unabhängigen. Veränderlichen und J(w) dementsprechend 
ein. mehrfaches Integral ist. 

Im allgemeinen Fall stößt die Konkiedktien der Näherungslösung w, auf recht 
erhebliche Schwierigkeiten, und zwar wegen der Notwendigkeit, das System (8) 
zu lösen. Wenn jedoch die Funktion f unter dem Integralzeichen in (5) homogen 
vom zweiten Grade bezüglich w und seiner Ableitungen ist, dann werden die 
Gleichungen (8) linear und ihre Lösung stellt eine verhältnismäßig einfache Auf- 
gabe dar. Das ist immer dann der Fall, wenn sich das Variationsproblem auf eine 
beliebige lineare Aufgabe der mathematischen Physik bezieht. 


b 
— [ fe, ww, w",...,w®) de 5) 
[4 
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Im Zusammenhang mit dem Rırzschen Verfahren erhebt sich die folgende 
Fräge: Inwieweit kann w, als Näherung für die wahre Lösung des Variations- 
problems betrachtet werden? Diese Frage nach der Begründung der Methode kann 
kaum in allgemeiner Sicht gelöst werden. Weiter unten, in den Kapiteln III— VI, 
: wird eine Begründung des Rırzschen Verfahrens für die hinreichend weite Klasse 

der linearen Aufgaben der mathematischen Physik und der Elastizitätstheorie 
‚gegeben. 

Rırz selbst verstand die Notwendigkeit einer Begründung für sein Verfahren 
sehr wohl. In der. erwähnten Arbeit [1] formuliert Rırtz sein Verfahren kurz in 
‚allgemeiner Hinsicht und untersucht dann ausführlich dessen Konvergenz für 
drei Aufgaben: 1. die Biegung einer am Rande fest eingespannten elastischen 
Platte unter der Wirkung einer normal gerichteten Belastung; 2. das DIRICHLET- 
sche Problem für die LarzAcz-Gleichung; 3. das Randwertproblem für die ge- 
wöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung. Am Schluß der Arbeit wird das 
Verfahren auf das Problem der Eigenschwingungen einer Saite angewandt. Hier 
verweilt der Verfasser nicht bei der Frage nach der Berechtigung der Anwendung 

‚seines Verfahrens, sondern sagt nur, daß die nach diesem Verfahren gewonnenen 
Näherungswerte für die Eigenfrequenzen der Saite sehr nahe bei den wohlbe- 
kannten exakten Werten liegen. Wir bemerken gleich, daß das Rırzsche Ver- 
fahren sich in den Anwendungen auf Probleme aus der Schwingungslehre als eine 

‚weitgehende Verallgemeinerung des sogenannten „RAYLEigH-Verfahrens“ (vgl. 
RAYLEIGH [1]) erweist. Das hinsichtlich der Berechnungen schwierigere Problem 
der Eigenschwingungen einer quadratischen Platte wird von Rırz in seiner Arbeit 
[2] behandelt. 

Ausführlich bringen wir eines der von RıTz untersuchten Probleme, nämlich das 
Plattenproblem. An einzelnen Stellen werden wir unwesentliche Änderungen an 
den Überlegungen oder Bezeichnungen von Rırz vornehmen. Außerdem kommt 
dann und wann eine Präzisierung der von ihm gemachten Annahmen hinzu. Auch 
werden wir einige an sich nicht auf der Hand liegende Einzelheiten des Beweises 
übergehen, um die Möglichkeit zu haben, die Grundidee ganz klar herauszu- 
arbeiten. 

Die Platte möge im Gleichgewichtszustand das Gebiet 2 der xy-Ebene ein- 
nehmen, 8 sei der Rand dieses Gebietes. Die Platte sei am Rand fest eingespannt 
und der Wirkung einer Normalbelastung der Intensität g(&, y) unterworfen. Die 
Normalausbiegung der Platte, die wir mit w(x, y) bezeichnen, genügt im Innern. 
des Gebietes 2 der bekannten Differentialgleichung von SOPHIE GERMAIN 


Au=fay: Fuy)= za) (9) 
und auf dem Rand $ den Randbedingungen 
ne u, (10) 


Hier bedeutet » die Richtung der Normalen des Randes und D die Biegefestigkeit 
der Platte. Es ist hekannen): daß die Aufgabe, die Gleichung (9) mit den Rand- 


+) Genauer siehe hinten, $ 27. 
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bedingungen (10) zu integrieren, auf das folgende Variationsproblem zurück- 
geführt werden kann: Unter den Funktionen, die den Randbedingungen (10) 
genügen!), ist diejenige zu finden, welche das el 


o-[/[ ur 1u]an ea 


zum Minimum macht. Das Integral (11) unterscheidet sich nur durch einen kon- 
stanten Faktor von der potentiellen Energie der gebogenen Platte. Um das eben 
gestellte Variationsproblem zu lösen, nehmen wir an, daß f(x, y) im Innern und 
auf dem Rand des Plattengebietes stetig und stetig differenzierbar ist. 

Es seien (2, y) und (&,n) zwei Punkte dieses Gebietes, und r die Entfernung 
zwischen ihnen. 

Wir setzen in (11) w = w, + ws, wobei 


1. 
AR al ?lnrf(&,n)d&dn (12) 


ist. Durch eine einfache identische Umformung läßt Seh zeigen, daß für eine 
beliebige zulässige Funktion w die Identität 


Ko =ht+ ’ [awsrazay (13) 
j | 


gilt, wo J, eine gewisse Konstante ist. Da das Integral in (13) offensichtlich nicht 
negativ ist, so ist 


J(w) 2 Jo: (14). 


Demnach ist das Integral J(w) nach unten beschränkt, wenn die Funktion 
w(x,y) zur Klasse der zulässigen Funktionen gehört, und daher hat dieses Integral 
eine wohldefinierte untere Grenze. Unser Variationsproblem besteht in der 
Bestimmung einer solchen zulässigen Funktion, welche dem Integral J (w) einen 
Wert erteilt, der genau gleich seiner unteren Grenze ist. 

Um eine Näherungslösung des Problems zu bilden, wählen wir eine Folge von 
. Koordinatenfunktionen 


v®, Y); Y5(®, Y); * 2) Un; N); are, (15) 


die folgenden Forderungen unterworfen seien: 1. Die Funktionen y,(x,y) und ihre . 
Ableitungen der Form?) 


aa + I<3 


seien stetig im Innern und auf dem Rand des Gebietes 2; 2. die Koordinaten- 
funktionen mögen den Randbedingungen (10) genügen; 3. sei Z eine willkürliche 


2) Das sind die zulässigen Funktionen unseres Variationsproblems. 
2) Diese Ableitungen nennt Rırz wesentliche. 
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Funktion, die zusammen mit ihren wesentlichen Ableitungen im Innern und. auf 

dem Rand des Gebietes 2 stetig ist, und die außerhalb eines gewissen Rechtecks o 

identisch. verschwindet; dieses Rechteck möge einschließlich seines Randes im 

Innern von Q'liegen. Dann sei es möglich, eine ganze Zahl m und Konstanten 
&1, 89: &%7 derart zu wählen, daß die Ungleichung 


m OR m Hl, 
e-Eomı <8, | 2 Wil <a, k<3, 1<3 (16) 


dat dy! P3 rd Y| 


gilt, wo & eine beliebig kleine vorgegebene Bakiye Zahl ist (Vollständigkeits- 
bedingung). 
Wir suchen eine Näherungslösung in. der Form 


W = MY 4 My 4 nn; 


wo die Gliederzahl » willkürlich, die Konstanten «,, @,,.. .,@, jedoch aus der 
Bedingung bestimmt werden, daß die Größe 


J = If B (Aw)? — fun dxdy 
2 


ein Minimum annimmt. In dem hier betrachteten Fall haben die Gleichungen (8) 
die Form 


N 
3: Ad = Bu, ıi= 1, 2, N, (17) 
k=1 


An = [[ Ay: Ayı da dy, B; = [[ iv de dy 8) 
2 2 2 


ist. Unter Bezugnahme auf die Theorie der quadratischen Formen zeigt Rırz, daß 
das System (17) eine Lösung besitzt, und zwar genau eine. Wenn wir diese Lösung 
in den Ausdruck für w, einsetzen, erhalten wir nach Rırz eine Näherungslösung 
des Problems. 

Es seien b,, by, ..., d„ irgendwelche geeigneten konstanten Zahlen. Wir setzen 


In = bdiyı 4 Bapa + + Dun Pr- 


Wir multiplizieren die Gleichungen (17) mit 5; und summieren anschließend über 
alle :: Unter Verwendung der Formel (18) kann man der erhaltenen Gleichung die 
Form 


Sf Awnatn — fu) da. dy = 0 9) 
Q . 


geben. Die Lösung der Gleichungen (17) erteilt, in das Integral J, eingesetzt, 
diesem seinen kleinsten Wert, den wir mit J® bezeichnen wollen. Man kann ohne 


Mühe zeigen, daß 
JO = - 3 | [amdzay 
I 
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gilt. Mit wachsendem rn nimmt die Größe JO ab oder doch wenigstens nicht zut); 
gleichzeitig ist diese Größe nach unten beschränkt, da sie nicht kleiner als die ge- 
naue untere Grenze des Integrals (11) ist. Nach einem bekannten Satz über mono- 
tone Veränderliche strebt die Größe J‘® gegen einen gewissen Grenzwert. Auf 
Grund des Kriteriums von CAUcHY über die Existenz eines Grenzwertes (SMIR- 
wow [1], Punkt 42) kann man für eine vorgegebene positive Größe n, wie klein sie - 
auch sei, eine solche Zahl n finden, daß für n > N und für beliebiges m die Un- 
gleichung 

0<mw— nn <n (20) 
erfüllt ist. Wir setzen (w, .n — wn) | Yn =_(x,y). Wenn wir die Identität (19) 
mit m + n an Stelle von n benutzen und eine identische Umformung vornehmen, 
dann erhält die Ungleichung (20) die Form 


[Apr deay<1. (21) 
2 
Auf die Funktion p(z, y) wenden wir die bekannte Formel?) 
1 olnr dp 1 Ä 
ey) = le ns ir sP)ası+,. [| av Inrd&dn 
fr} 


an. Wie man unschwer sieht, ist 9 (x, y) eine Linearkombination der Koordinaten- 
funktionen und erfüllt daher die Bedingungen (10). Infolgedessen verschwindet 
in der letzten Formel das Randintegral, und wir erhalten 


o(&, y) = 3, [[ AP mrasan. (22) 
a 


Auf das Integral (22) wenden wir die Ungleichung von BUNJAKOWSKI?) an, in 


. unserem Falle folgt 


Inte < 5,4 [Ftanrasan)" (ffintrasan!". 


Das erste Integral ist kleiner als Eins wegen der Ungleichung (21), das zweite hin- 
gegen übersteigt, wie leicht zu zeigen ist (wir halten uns damit nicht auf) eine 
gewisse konstante Zahl nicht. Aber dann übersteigt auch |p(x, y)| eine gewisse 
Konstante nicht; wir bezeichnen diese mit dem Buchstaben K und erhalten 


IP y)I<K. 
Jetzt ist 


Wn4nla un y)|<Kyn, n>N; 


1) Siehe dazu ausführlich $ 14. 
2) Siehe z. B. Smrexow [2], S. 520, Formel (11). 
3) Über die Ungleichung von BUNJAKowsKI siehe $3. Anm.d. Red.: In der deutschen Literatur 
ist die Bezeichnung „ScHwarzsche Ungleichung“ üblich. 
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nach dem Cavcnvschen Kriterium (Smrvow [1], Punkt 42) konvergiert die 
Näherungslösung w, gleichmäßig gegen eine gewisse Grenzfunktion im ab- 
geschlossenen Gebiet!) Q + 8. Diese Grenzfunktion, die wir mit w(x,y) be- 
zeichnen wollen, ist in @ + 8 stetig als Grenzwert der gleichmäßig konvergenten 
'Folge stetiger Funktionen w, (Smrnow [1], Punkt 145) und auf dem Rand 8 _ 
gleich Null. 

Rıtz bemerkt, daß es nicht möglich sei, die gleichmäßige Konvergenz der Ab- 
leitungen von w, zu bestätigen; nichtsdestoweniger zeigt er, daß die Grenzfunktion 
w(z,y) im Innern des Gebietes 2 Ableitungen bis zur vierten Ordnung einschließ- 
lich hat und der Gleichung von SorHIE. GERMAIN genügt. Wir haben schon ge- 
sehen, daß w(x,y) die erste der Randbedingungen (10) erfüllt; in der zitierten 
Arbeit versucht Rırz zu beweisen, daß die Funktion w (x, y) auch die zweite der . 
Randbedingungen (10) erfüllt, jedoch ist seine Schlußweise ungenau. Anschlie- 
Bende Überlegungen von R. CovRAnT, K. Frreprıcas und 8. L. SoBoLEWw führten 
zu. der Feststellung, daß es bei allgemeiner Behandlung des Gleichgewichts- 
problems für die Platte unmöglich ist, zu fordern, daß die Bedingung 


ey 
öv Ss 
im gewöhnlichen Sinne erfüllt ist; in Wirklichkeit ist diese Bedingung nur in 
einem gewissen verallgemeinerten Sinne?) erfüllt. 
Wir wollen noch kurz über die von Rrrz gegebene Lösung des DIRICHLETschen 
Problems sprechen. Er betrachtete die Poıssonsche Gleichung 
Aw= fm, Yy); (23) 
die in einem endlichen Gebiet 2 der xy-Ebene mit der Bedingung zu integrieren 
ist, daß auf dem Rand 8 dieses Gebietes die Beziehung 


ws=0 (24) 


erfüllt ist. Indem er wiederum sein Verfahren anwendet, konstruiert RıTz eine 
Folge von Näherungslösungen w,n = 1,2,.... Aber diesmal: kann man im 


allgemeinen Falle nicht behaupten, daß diese Folge gleichmäßig konvergiert. Es 
gelingt lediglich, die Existenz einer Funktion w, zu beweisen, die die aha 
hat, daß die Integrale 


IE &,Y )dE, ont (©, )dn 
gleichmäßig gegen die Integrale 


Y 
[wenas, [we man 
“ 8 


konvergieren. Weiter wird bewiesen, daß die Funktion w(x, y) der Gleichung (23) 
genügt. Was die Randbedingung (24) angeht, so unterläuft Rırz hier eine Unge- 
nauigkeit, analog der oben erwähnten. 


1) Als abgeschlossenes. Gebiet bezeichnet man eine Punktmenge, welche aus den Punkten eines 
Gebietes und. den Punkten seiner Begrenzung besteht. j 
2) Siehe R. CourAnT und D. HiLserr [2] und 8. L. Sogouew [2]. 
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‚In den Arbeiten von FRIEDRICHS, RELLICH und COURANT wurde die energetische 
Methode und das Problem ihrer Begründung weiterentwickelt. Diese Verfasser 
untersuchten Variationsprobleme, die Gleichungen allgemeineren Typs .entspre- 
chen; die Untersuchung der Konvergenz der Näherungslösung nach. Rırz er- 

. setzen sie durch die Untersuchung des allgemeineren Problems der Konvergenz 
einer Minimalfolget). Ferner tritt in den Arbeiten der genannten Autoren die 
Lösung des Eigenwertproblems für den LAPLACE-Operator und einige andere, 
ihm verwandte, auf, und zwar in strenger, genügend vollständiger Behandlung. 
Viele Ergebnisse der genannten Gelehrten sind in dem Buch von R. COURANT und 
D. Hırzerr [1, 2] dargestellt. 

Eine bedeutende Rolle bei der Begründung der Variationsmethoden spielten 
die bekannten ‚„Einbettungssätze“ von 8. L. SoBoLEw. Diese Sätze und ihre An- 
wendung auf die Probleme der mathematischen Physik wurden von 8. L. SoBo- 
LEW in seiner Monographie [2]. geliefert. 

In Arbeiten des Verfassers des vorliegenden Buches wurde eine Darstellung der 


Lösung von Variationsproblemen, auf welche die üblichen Aufgaben der mathe- 


matischen Physik führen, in Form einer Reihe gegeben, und der Zusammen- 
hang des Rrrzschen Verfahrens mit dieser Darstellung aufgezeigt; es wurde eine 
Begründung der Variationsmethode für einige neue Klassen von Funktionen 
gegeben, insbesondere für Gleichungen, deren elliptischer Charakter auf dem Rand 
des Gebietes gestört ist; es wurden Bedingungen für die Konvergenz der höheren 
Ableitungen im Rırzschen Verfahren untersucht. Die Ergebnisse des Verfassers 
sind in dem Buch ‚‚Direkte Methoden der mathematischen Physik“, in der Mono- 
. graphie [11] und in einer Reihe von. Veröffentlichungen, die im Literaturver- 
zeichnis am Schluß des Buches genannt werden, enthalten. 

Zugleich mit der energetischen wurde die eng. mit ihr zusammenhängende 
„GALERKINsche Methode“ entwickelt, oder genauer, die „Methode von BUBNOW- 
GALERKIN“, 

Im Jahre 1913 erschien eine Rezension von I. G. Buswow über die Arbeiten von 
S. P. Tımostrenko, in denen das Rırzsche Verfahren auf die Untersuchung der 
Stabilität von Platten und Balken angewandt wurde. I. G. Bugxow bemerkt in 
dieser Rezension, daß man die Gleichungen, auf die das Rıtzsche Verfahren führt, 
erhalten kann, ohne den Ausdruck für die potentielle Energie des Systems zur 
Hilfe zu nehmen, und ohne ein Variationsproblem lösen zu müssen. Buvsnow be- 
merkt, daß TımoscHEenko einen Ausdruck der Form 


W=a,9 + MP 449 + (25) 
sucht, wo @,, 3, ... gegebene Funktionen und @,,@,,... noch zu bestimmende 
Koeffizienten sind, und schreibt: ‚,... Eine sehr einfache Lösung kann man auch _ 


auf dem üblichen Weg erhalten, d.h. ohne sich auf die Betrachtung der Energie 
des Systems zu stützen, wenn nur die Konvergenz der Reihe für W hinreichend 
gut ist. Durch einfache Substitution der Darstellung für W im allgemeinen 
Differentialausdruck für das Gleichgewicht, anschließende Multiplikation der ge- 
wonnenen Beziehung mit 9, dzdy und Integration über das ganze Körpergebiet 
erhalten wir nämlich eine Gleichung, die die Koeffizienten a, mit allen andern ver- 


1) Siehe $ 13. 
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knüpft, wenn nur die Funktionen » so gewählt werden, daß 


[rm de dy = 0 für nk 


- ist. Diese Gleichung gilt für beinahe alle Probleme der betrachteten Arbeit, da der 
“ Autor den Ausdruck W gewöhnlich in Form einer trigonometrischen Reihe wählt, 
‚wo diese Bedingung erfüllt ist; wenn aber aus irgendeinem Grunde eine Entwick- 
lung nach ganzen rationalen Funktionen wünschenswert ist, kann man jene durch 
Kugelfunktionen ersetzen. Wenn wir von den gewonnenen Gleichungen nur so 
viele hinschreiben, wie wir Glieder in der Reihe beibehalten wollen und die Deter- 
minante aus den Faktoren bei den Koeffizienten gleich Null setzen, dann führen 
wir damit die Aufgabe, die kritische Last zu bestimmen, auf die Berechnung der 
kleinsten Wurzel einer ganzen rationalen Funktion zurück, deren höchste Potenz 
gleich der Zahl der beibehaltenen Glieder ist.‘“ Weiter schreibt I. G. Busvow: 
„Wir bemerken, daß die Ergebnisse, die man so erhält, nicht die Lösung der 
Differentialgleichung für das Gleichgewicht erfordern... und mit den von Prof. Tı- 
MOSHENKO gefundenen identisch sind.“ 

Wenn man die zitierten Ausführungen BUBNOws in die Sprache der Formeln 
überträgt, dann ergibt sich folgendes. Die Lösung des Stabilitätsproblems führt 
gewöhnlich auf die Integration einer Differentialgleichung der Form 


Lw— AMw=0, . (26) 


wo w die Variable ist, Z und M gewisse Differentialoperatoren sind und 4 ein un- 
bekannter Parameter ist. Die Veränderliche w genügt außer der Differential- 
gleichung (26) noch gewissen homogenen Randbedingungen. Wenn es sich 2. B. 
um die Stabilität einer am Rand fest eingespannten Platte handelt, so muß die 
Veränderliche w noch den Bedingungen (10) genügen. Bei willkürlicher Wahl von 
} hat die gestellte Aufgabe nur die triviale Lösung w = 0; es kommt darauf an, 
solche Werte A zu finden, für die die Gleichung (26) eine ‚nicht identisch ver- 
schwindende Lösung hat; das kleinste dieser A bestimmt dann die kritische Last, 
bei der die Platte ihre Stabilität verliert. Wie wir später sehen werden ($ 31), ist 
dieses kleinste A bei den bekannten Bedingungen gleich dem Minimum des Aus- 
drucks 


[[w- Lwdxdy 
2 


Dr —; eo) 
-Mwdad 
ie wdazdy 


mit Hilfe der Randbedingungen kann man den Ausdruck (27) gewöhnlich in einer 
etwas anderen Form darstellen, die auch W. Rıtz und S. P. TImMostENko in ihren 
Arbeiten benutzen. Das Minimum des Ausdrucks (27) kann man nach dem Rırz- 
schen Verfahren bestimmen, was auf ein Gleichungssystem der Form 


R 
N (Ar —- IB) =0, ı—1,2,...,0 . (28) ; 


k=1 


führt, wo a, die Koeffizienten des Ausdrucks (25) sind, wenn man n Glieder 
nimmt; die A;, und B,, sind gewisse Zahlen, die in bestimmter Weise von den 
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Koordinatenfunktionen 9, abhängen. Damit die Näherungslösung (25) nicht 
identisch verschwindet, ist notwendig und hinreichend, daß die dem System. (28) 
genügenden Zahlen a, nicht sämtlich gleich Null sind; dafür wiederum ist not- 
wendig und hinreichend, daß die Determinante des Systems (28) verschwindet: 


Ay =. AB: As 5 AB, ...;) Ayn F ABın 
BED AED N AS EIBE 


Auges ABaıs Ana — ABa2: +; Ann — Ban 


—=0. (29) 


Offensichtlich ist (29) eine algebraische Gleichung r-ten Grades in A; die kleinste 

Wurzel dieser Gleichung liefert einen Näherungswert für das Minimum des Aus- 
- drucks (27). Im wesentlichen wandte auch Tımosuenko das hier beschriebene 
Verfahren in der Arbeit an, die von BUBNow rezensiert wurde. Letzterer be- 
merkte jedoch, daß man das System (28) auf anderem, einfacheremW eg erhalten kann: 
Es genügt, in die Gleichung (26) an Stelle von w seinen Näherungswert (25) ein- 
zusetzen, in welchem. man n. Glieder beibehält, den erhaltenen Ausdruck mit 
9, zu multiplizieren, über das von der Platte eingenommene Gebiet zu integrieren 
(bzw. über die Länge des Stabes, wenn das Stabilitätsproblem für den Stab zu 
lösen ist, usw.) und das Resultat gleich Null zu setzen. Als Bedingung für die 
Anwendbarkeit seines Verfahrens stellt I. G. Buswow die Forderung nach der 
Orthogonalität der Koordinatenfunktionen, was von der Natur der Sache her 
keineswegs notwendig ist. 

Die Feststellung I. G. Bugnows war der Ausgangspunkt einer neuen direkten 
Methode, deren Entwicklung und ausgedehnte Anwendung eng mit dem Namen 
B. G. GALERKIN zusammenhängt. In einer im Jahre 1915 erschienenen Arbeit [1] 
löst B. G. GALERKIN eine Reihe von Gleichgewichts- und Stabilitätsproblemen für 
Stäbe und Platten. Das von ihm angewandte Verfahren fällt formal mit dem zu- 
sammen, das I. G. Brgnow bei der oben erwähnten Rezension der Gleichungen 
von TIMOSHENKo formulierte; das wesentlich neue war jedoch, daß GALERKIN 
seine Methode nicht mit irgendwelchen Variationsproblemen verknüpfte, so daß er 
sie auf beliebige Differentialgleichungen (und nicht nur auf Differentialgleichungen) _ 
anwenden konnte, und daß er nicht die Orthogonalität der Koordinatenfunktionen 
forderte. 

Wie schon erwähnt wurde, veröffentlichte GALERKIN seine Arbeit im Jahre 1915. 
Seitdem erschien eine große Zahl von Arbeiten, in denen das Verfahren von 
BUBNOW—GALERKIN in weitem Maße bei der praktischen Lösung der verschie- 
densten Anwendungsprobleme benutzt wurde. Ferner erschienen Arbeiten, in 
denen dieses Verfahren, und nicht ohne Erfolg, bei der Lösung nichtlinearer 
Probleme angewandt wurde, Jedoch die Rechtfertigung der Methode erwies 
sich als eine recht schwierige Angelegenheit. Erst 25 Jahre nach derVeröffentlichung 
des Artikels von GALERKIN, im Jahre 1940, begründete G. W. Repman [1] das 
Verfahren von BUBNOW—GALERKIN bei der Anwendung auf Integralgleichungen 
vom FREDHoLMschen Typ; im selben Jahr gewann G. I. PerRow [1] ein analoges 
Ergebnis für eine spezielle gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
Bald darauf verallgemeinerte M. W. KerıvyscH [1] die Ergebnisse von G.1. P&- 
TROW auf den Fall gewöhnlicher Differentialgleichungen von gerader Ordnung und 


Historischer Überblick 13 


bewies auch die Konvergenz des BuBNow— GALERKInschen Verfahrens bei den 
einfachsten Randwertproblemen für die allgemeine Gleichung zweiter Ordnung vom 
elliptischen Typ. Vom. Verfasser [4,8] wurde ein genügend allgemeines hin- 
reichendes Kriterium für die Konvergenz des BUBNOowW—GALERKInNschen Ver- 
fahrens gefunden und Anwendungen dieses Kriteriums auf eine Reihe von Pro- 
blemen gegeben; insbesondere wurde klargestellt, daß alle.oben angeführten Er- 
gebnisse unter das erwähnte Kriterium fallen. Erwähnung verdienen auch die 
Arbeiten von I. N. Pouskt [1, 2], in denen die von G. I. PETROw [1] gegebene Ver- 
allgemeinerung des BUBNOW—GALERKInschen Verfahrens untersucht wird. 
Schließlich. begründete M. A. KrasnosEuskı [1, 3] das BUBNOW— GALERKINsche 
Verfahren für eine gewisse Klasse nichtlinearer Gleichungen. Das Verfahren von 
M. A. Krasnoszrskr wurde von I. I. WoRowItscH in seiner Arbeit [1] über die 
Schalentheorie untersucht. Dem Verfahren von BUBNOw— GALERKIN ist Kap. IX 
gewidmet. 

Von den anderen ditektan Methoden verdienen die Methode der Elsnstan 
Quadrate und besonders die Netzmethode hervorgehoben zu werden. Die Methode 
der kleinsten Quadrate wurde von M. Pıcons [1] zur Lösung des DIRICHLETschen 
Problems verwandt; andere Untersuchungen darüber finden sich in den Arbeiten 
von N. M. Krytow, M. F. Krawrscuuk und anderer:!) Allgemeine Bedingungen 
für die Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate und eine Reihe von An- 
wendungen davon wurden in Arbeiten des Verfassers [3, 6] gegeben. Eine aus- 
führliche Darstellung der Methode der kleinsten Quadrate findet sich in Kap. X. 
. Große Bedeutung hat die Netzmethode. Über sie gibt es eine umfangreiche 

Literatur; wir werden uns hier kurz damit beschäftigen. Eine Darstellung der 
Netzmethode kann man in.den Büchern von L.W. KANTOROWITSCH und W.1I. 
Kryıow [1], D. I. Pawow [1] und anderen finden. 

Eine sehr wichtige Rolle spielt die Frage der Fehlerabschätzung der Näherungs- 
lösung, die man nach dieser oder jener direkten Methode gewonnen hat. In diesem 
Zusammenhang spielt die in Abhandlungen von S. ZARUMBA [1,2] und H. Weyı 
[2] ausgearbeitete sogenannte Methode der orthogonalen Projektionen?) eine 
besondere Rolle. Diese Methode gehört zu den Variationsmethoden und gestattet 
es, Näherungslösungen von Randwertaufgaben zu bilden. Dabei zeigt sich eine 
wichtige Besonderheit: Kennt man zwei Näherungslösungen eines Problems, von 
denen die eine nach der energetischen Methode gebildet ist, die andere aber nach 
dem Verfahren der orthogonalen Projektion, dann kann man den Fehler der beiden 
‘ Näherungslösungen abschätzen. Es gibt auch andere Methoden, die für die Fehler- 
abschätzung dieselbe Rolle spielen, wie es hier für das Verfahren der orthogonalen 
Projektionen erwähnt wurde; das gilt z. B. für das Verfahren von TRrerrTz [1], 
das seine Weiterentwicklung in Arbeiten von M. 8. Bırman [3, 5, 6] fand. Wir er- 
wähnen noch die auf dasselbe Ziel gerichtete Darstellung von FRIEDRICHS; eine 
genügend ausführliche Darstellung findet der Leser in dem Buch von R. COURANT 
und D. HiıLserr [1]. 

In den Kapiteln I—V werden, falls nicht ausdrücklich etwas anderes gesagt 
wird, nur reelle Funktionen einer oder mehrerer reeller Veränderlicher betrachtet. 


!) Näheres darüber siehe bei M. F. KrawrscHux [1]. 
2) Siehe auch M. I. Wıscauk [1]—[3]. 


KAPITELI 


ÜBER DIE OPERATOREN DER MATHEMATISCHEN PHYSIK 


$1. Auistellung der Grundauigaben: 


Die partiellen Differentialgleichungen der mathematischen Physik zerfallen in 
zwei große Klassen. Die Gleichungen der ersten Klasse beschreiben Prozesse, in 
denen die den Forscher interessierenden unbekannten Größen sich im Laufe der 
Zeit merklich ändern, so daß diese Unbekannten Funktionen der Koordinaten 
und der Zeit sind. Das einfachste und. wichtigste Beispiel dieser Klasse ist die 
Wellengleichung (Smırwow [2], Punkt 171), wovon die Gleichung der Saiten- 
schwingung. einen Spezialfall darstellt. Ein anderes Beispiel für die Gleichungen 
, dieser Klasse stellt die Wärmeleitungsgleichung dar (SmIRNow [2], Punkt 203). 
Mit diesen Gleichungen werden wir uns im vorliegenden Buch nicht befassen. 
Die Gleichungen der zweiten Klasse beschreiben stationäre Vorgänge, bei denen 
die den Forscher interessierenden Größen sich im Laufe der Zeit nicht ändern, 
oder doch wenigstens nur vernachlässigbar wenig. Die am häufigsten vor- 
kommenden derartigen Gleichungen gehören zum sogenannten elliptischen Typ.!) 
Wir betrachten eins der wichtigsten stationären Probleme der mathematischen 
Physik. 

Ein gewisser Körper sei ungleichmäßig erwärmt, so daß seine Temperatur, die 
wir mit U bezeichnen, eine Funktion der Koordinaten eines veränderlichen Punktes 
des Körpers ist. Wenn sich im Innern des Körpers keine Wärmequelle befindet, 
dann genügt diese Funktion der LarLack-Gleichung in drei unabhängigen Ver- 
änderlichen (SmıRNnow [2], Punkt 112) i 

U RU, RU 

| AU=,5+ DT 32 0. a (1) 
Wenn wir die Temperaturverteilung im Innern des Körpers kennen lernen wollen, 
dann muß man diese Gleichung integrieren, d.h. man muß eine Funktion finden, 
die dieser Gleichung genügt. Es ist jedoch unschwer zu sehen, daß eine mehr als 
abzählbare Menge von Funktionen der LarLaor-Gleichung genügt; indessen ist es 
physikalisch klar, daß für einen gegebenen Körper, der sich in einem. gegebenen 
Zustand befindet, die Temperaturverteilung vollständig bestimmt sein muß. 
Das bedeutet, daß wir bei der Lösung unserer Aufgabe nicht nur von der LAPLAck- 
Gleichung ausgehen können: Es müssen noch ergänzende Bedingungen hinzu- 
kommen. Zu diesen Bedingungen kann man z.B. auf folgende Weise gelangen: 
Wir haben die Möglichkeit, die Temperatur in einem beliebigen Punkt der Ober- 
fläche des gegebenen Körpers unmittelbar zu messen. Wir nehmen an, daß wir die 
Temperatur in vielen Punkten gemessen haben, die hinreichend dicht auf der 
Oberfläche des Körpers verteilt sind. Man kann dann praktisch annehmen, daß 


1) Vgl. z.B. I. G. Perrowskı [2]. 
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uns die Temperatur in jedem beliebigen Punkt der Körperoberfläche bekannt ist, 
und das kann uns als Zusatzbedingung bei der Integration der LArLAcz-Gleichung 
dienen. Wir bezeichnen mit dem Buchstaben 2 das Raumgebiet, daß von dem 
erwärmten Körper eingenommen wird, mit dem Buchstaben 8 seine Oberfläche. 
Ferner möge P einen willkürlichen Punkt auf der Fläche $ bezeichnen und f (P) 
die uns bekannte Temperatur des Körpers im Punkte P seiner Oberfläche. Unsere 
Zusatzbedingung kann man wie folgt schreiben: 


\ U=f(P) auf 8, 
oder etwas kürzer 
x Uls=fP). (2) 


Das Problem der Temperaturverteilung kann man jetzt wie folgt mathematisch 
formulieren: Es ist eine Funktion U (x, y,z) zu bestimmen, welche der LAPLACE- 
Gleichung im Innern eines Gebietes Q genügt und auf seinem Rand S vorgegebene 
Werte. annimmt; in der mathematischen Physik ist diese Aufgabe unter dem 
Namen DirRIcHLrTsches Problem bekannt. Die Bedingung, daß die gesuchte Funk- 
tion auf S vorgegebene Werte annimmt, wird Grenz- oder Randbedingung ge- 
nannt, da sie sich auf das Verhalten der gesuchten Funktion auf der Begrenzung 
des Gebietes bezieht. FusE 

Die Randbedingungen können auch von anderer Art als beim Diricauertschen 
Problem sein. So wollen wir einmal annehmen, daß uns die Temperatur U‘, des 
den Körper umgebenden Mediums bekannt sei, und es möge durch die Ober- 
fläche $ des Körpers Wärme in dieses Medium abfließen. Nach dem von Nuwron 
angegebenen Wärmeleitungsgesetz ist der Wärmefluß durch die Oberfläche der 
Temperaturdifferenz zwischen dem äußeren Medium und der Körperoberfläche . 
proportional. Dieses Gesetz führt uns zu einer Randbedingung der Form 


A + AU—U, =0aufS$, 


wo » die Außennormale zur Fläche $8, A ein gewisser Koeffizient ist. Mit 
khU, = p(P) kann man die neue Randbedingung in der Form 


au 
# + au| - e(P) (3) 


‚schreiben. Die Aufgabe, die Lartao#-Gleichung mit den Randbedingungen (3) zu 
integrieren, wird gemischtes Problem genannt. 

Wenn man auf der linken Seite der Bedingung (3) formal h = 0 setzt, dann er- 
hält man eine neue Randbedingung der Form 


au) 


„|, rR: (4) 


Ss 


“ die Aufgabe, die LarLacz-Gleichung mit dieser Randbedingung zu integrieren, 
wird gewöhnlich als Neumannsches Problem bezeichnet. Wir kamen hier aus sehr 
formalen Überlegungen zu diesem Problem, und das so gewonnene NEUMAnNsche 
Problem kann in der Theorie der Wärmeleitung kaum große Bedeutung haben; 
aber in vielen anderen Fällen spielt dieses Problem eine wichtige Rolle. So führt 
z. B. das Torsionsproblem für einen elastischen Stab auf die Bestimmung einer 


F 
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Funktion (x, y) zweier Veränderlicher, welche der „zweidimensionalen‘“ LAPLACH- 
Gleichung 

A DE AN 

DE 77 
im Grundflächengebiet des Stabes und der Bedingung 


or = ycos(#, x) —x c08 (vr, Y) 

auf dem Rand dieses Gebietes genügt. Auf das NeumAnnsche Problem führt auch 
das Problem der Biegung eines elastischen Stabes durch Querkräfte, das Problem 
der Umströmung eines festen Körpers durch eine ideale Flüssigkeit und vieles 
andere. 

- Wir haben also klargestellt, daß es bezüglich. der LartAoz-Gleichung zweck- 
mäßig ist, drei Aufgaben zu stellen und zu lösen, welche sich nur in den Rand- 
bedingungen unterscheiden, die die Gleichung ergänzen; das sind das DieicH- _ 
LErTsche, das NEUMANSsche und das gemischte Problem. Manchmal bezeichnet 
man sie auch als das erste, zweite und dritte Randwertproblem. 

Die Laruace-Gleichung ist das einfachste und wichtigste Beispiel aus der 
Klasse der elliptischen Gleiehungen. Oft treten in der mathematischen Physik 
auch andere Gleichungen dieser Klasse auf. Wenn z. B. im Innern eines ungleich- 
mäßig erwärmten Körpers Wärmequellen der Intensität f(x, y, 2) verteilt sind, 


‘ dann genügt die Temperatur U(x, y, 2) dieses Körpers nicht mehr der LAPLACH- . 


Gleichung, wohl aber der sogenannten Poıssonschen Gleichung 
1 . 
AU=——f8y 2), (5) 


wo k.der Koeffizient der Wärmeleitfähigkeit im Innern ist. Wenn der Körper in- 
homogen ist, dann ist k nicht konstant, sondern eine Funktion der Koordinaten, 
die Gleichung (5) geht dann in folgende Form. über: 


8 (, U 8 (, U 9 /, dU 


die -Koeffizienten dieser Gleichung sind veränderlich. Zu Gleichung (5) oder (6) 
kann man Randbedingungen eines der Typen (2), (3) oder (4) hinzufügen. Man 
kann für die genannten Gleichungen auch andere Randbedingungen aufstellen, 
aber diese haben keine so große Bedeutung, daher werden wir sie nicht betrachten; 
wir weisen nur auf folgenden in der Praxis vorkommenden Fall hin, wo. die 
Grenzen des Gebietes in mehrere Teile zerfallen, und auf jedem dieser Teile eine 
der Bedingungen der Form (2), (3) oder (4) gegeben ist. Die Aufgabe, eine Differen- 
tialgleichung bei diesen oder jenen Randbedingungen zu integrieren, wird Rand- 
wertaufgabe genannt. 

In Anwendungsproblemen hat man oft eine Differentialgleichung von ellip- 
tischem Typ in zwei oder drei’ unabhängigen Veränderlichen zu intregrieren, die 
gewöhnlich als kartesische Koordinaten eines veränderlichen Raumpunktes auf- 
treten. Wie.wir sehen werden, hängen sowohl die Formulierung der Grundaufgaben, 
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. als auch die im vorliegenden Buch entwickelten Methoden zu deren Lösung nur 
unwesentlich von der Dimension des betrachteten Raumes ab. Deshalb werden 
wir, um die Darstellung zu vereinfachen, von einem Raum der Dimension m 
sprechen, und. dabei zulassen, daß m gleich zwei oder drei wird; in vielen Fällen 
hängt die gesuchte Funktion sogar nur von einer- unabhängigen Veränderlichen 
ab, dann ist m = 1. Wir bemerken noch, daß vom theoretischen Standpunkt aus 
die Zahl m der Dimensionen des Raumes ganz beliebig sein kann. 

Die Gleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typ reichen selbst dafür 


nicht aus, um wichtige stationäre Vorgänge zu beschreiben. So führt die Theorie . 


der Biegung einer dünnen Platte auf die Gleichung vierter Ordnung 


tw otw tw 
ZT FEST dp = f®,y); 


A(dw) = Atw — 


bei der Integration ist die gesuchte Funktion w(x, y) noch irgendeiner Rand- 
bedingung zu unterwerfen, je nach der Art der Befestigung der Platte am Rande. 
Diese Bedingungen werden in $27 ausführlich betrachtet. In einer Reihe von 
Fällen muß man Systeme von partiellen Differentialgleichungen behandeln. So 
haben wir es in der Elastizitätstheorie mit einem System von drei Gleichungen 
zweiter Ordnung mit drei unabhängigen Veränderlichen zu tun; drei Gleichungen 
zweiter Ordnung mit veränderlichen Koeffizienten, aber mit nur zwei unabhän- 
gigen Veränderlichen, bestimmen die Verschiebung eines Punktes einer elastischen 
Schale. Die Zahl solcher Beispiele läßt sich leicht vermehren. 

Wir werden uns hier nicht näher mit der Analyse der Randbedingungen be- 
fassen, die zu partiellen Differentialgleichungen höherer Ordnung oder zu Systemen 


solcher Gleichungen gehören, das wäre schwierig und außerdem von geringem 


praktischem Nutzen. Im folgenden werden von Fall zu Fall die einfachsten Rand- 
bedingungen formuliert, die sich zwanglos aus den gestellten Problemen ergeben. 


$ 2. Einige Hilisbegriffe und -formeln 


Das @ebiet. Wie wir dem Stoff des $1 entnehmen konnten, ist der Gegenstand 
der mathematischen Physik das Aufsuchen unbekannter Funktionen, die einer 
gegebenen (im allgemeinen partiellen), Differentialgleichung genügen sowie 
ergänzenden Randbedingungen. Diese Funktionen müssen in einem gewissen 
Gebiet bestimmt werden; dieses Gebiet ist eben, wenn die gesuchte Funktion. von 
zwei unabhängigen Veränderlichen abhängt, und es ist räumlich, wenn die Zabl 
der unabhängigen Veränderlichen drei beträgt; das Gebiet artet in ein Intervall 
einer Geraden aus, wenn eine Funktion von nur einer unabhängigen Veränderlichen 
gesucht wird!); in diesem Fall rechnet man die Enden des Intervalls nicht mit zu 
dem Gebiet. Wenn also etwa das Torsionsproblem für einen prismatischen: oder 
im allgemeinsten Fall für einen zylindrischen Stab zu lösen ist, dann muß die ge- 
suchte ‚Torsionsfunktion‘ für ein ebenes Gebiet bestimmt werden, das aus dem 
normalen Querschnitt des Stabes besteht; dieses Gebiet kann ein Kreis sein, ein 


1) Hinge die gesuchte Funktion von vier oder mehr unabhängigen Veränderlichen ab, so wäre 


das Gebiet, in dem diese Funktion zu bestimmen ist, ein. entsprechend mehrdimensionaler 


Raum. 


2 Variationsmethoden 
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Rechteck, ein Kreisring usw., je nach der Form des Stäbes. Beim Problem der 
Plattenbiegung stellt die gesuchte Funktion die Ausbiegung der Platte dar; 
das Gebiet, in welchem sie bestimmt werden muß, ist der von der Platte heraus- 
geschnittene Teil ihrer Mittelebene. Wenn die Temperaturverteilung in einem un- 
- gleichmäßig erwärmten Körper untersucht wird, dann ergibt sich als Gebiet, in 
welchem die gesuchte Funktion — die Temperatur des Körpers — bestimmt 
werden muß, dasjenige Raumgebiet, welches von dem erwärmten Körper ein- 
genommen wird. MAR 
Nach der allgemeinen Definition ist ein Gebiet eine Punktmenge im Raum, die 
durch zwei Eigenschaften charakterisiert wird: 1. Wenn ein Punkt P zum Gebiet 
gehört, dann gehören alle Punkte, die hinreichend nahe bei P liegen, ebenfalls zu 
dem Gebiet; 2. zwei beliebige Punkte des Gebietes können durch ein ganz im 
Innern des Gebietes verlaufendes Polygon verbunden werden. Die erste Eigen- 
schaft drückt man aus, indem man sagt, das Gebiet bestehe nur aus inneren 
Punkten, die zweite, indem man sagt, das Gebiet sei zusammenhängend. ö 


Abb.1 


Der Rand eines Gebietes ist definiert als die Punktmenge mit der Eigenschaft, 
daß in beliebiger Nähe jedes ihrer Punkte sowohl ein Punkt liegt, der zum Gebiet 
gehört, als auch einer, der nicht dazu gehört. Aus der Eigenschaft 1 für Gebiete 
folgt, daß Randpunkte nicht zum Gebiet gehören. Das Gebiet, in welchem die ge- 
suchte Funktion bestimmt werden muß, werden wir im allgemeinen mit dem 
Buchstaben 2 bezeichnen, den Rand dieses Gebietes mit dem Buchstaben S. Der 

. Rand eines ebenen Gebietes kann eine geschlossene Kurve sein (Abb. 1) oder die 
Vereinigung mehrerer geschlossener Kurven (Abb. 2), entsprechend kann der 
Rand eines räumlichen Gebietes aus einer oder mehreren geschlossenen Flächen 
bestehen.!) Für die Ziele des vorliegenden Buches sind die Fälle von Bedeutung, 
wo die Kurven oder Flächen, die den Rand des Gebietes bilden, entweder glatt 
sind, d.h. bei Bewegung entlang einer solchen Kurve (oder Fläche) ändert sich 
ihre Tangente (bzw. ihre Tangentialebene) stetig, ‚oder wenigstens stückweise 
glatt sind, d. h. aus einer endlichen Zahl glatter Stücke bestehen. Als Beispieleiner _ 
geschlossenen glatten Kurve kann der Kreis oder die Ellipse dienen, als Beispiel 
für eine stückweise glatte Kurve die Kontur eines Vielecks oder eines Halbkreises. 

Im einfachsten Falle, wenn die gesuchte Funktion nur von einer Veränderlichen 
abhängt und das Gebiet in ein Intervall ausartet, besteht der Rand des Gebietes 


1) Wir lassen Fälle, wo der Rand eine kompliziertere Struktur hat, beiseite. 
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nurauseinerMengevonzwei Punkten, nämlich den Enden desIntervalls. DiePunkte 


des Gebietes oder ihres Randes werden wir meistens mit den Buchstaben P oder 
Q bezeichnen. 

Wie wir schon sagten, zählt man die Randpunkte nicht mit zum Gebiet. Die 
Punktmenge, die man erhält, wenn man zu einem Gebiet seinen Rand hinzu- 
nimmt, heißt abgeschlossenes Gebiet. Man bezeichnet sie gewöhnlich mit demselben 
Buchstaben, wie wie das ; gegebene Gebiet, aber mit einem darübergesetzten Strich, so 
daßz.B.2=2 = S ist. Manchmal bezeichnet man ein Gebiet als offenes Gebiet, 
um den Gegensatz zum abgeschlossenen Gebiet auszudrücken. Im folgenden wer- 
den wir nur endliche Gebiete betrachten, d. h. solche Gebiete, deren jedes man in 
eine hinreichend große Kugel einschließen kann. Als Beispiel eines endlichen Ge- 
bietes kann das Innere einer Kugel, eines Würfels oder eines Torus dienen, als 
Beispiel eines unendlichen Gebietes das Äußere der genannten Flächen. 

Die Formel für partielle Integration bei mehrfachen Integralen erhält man als 
einfache Folgerung aus der Formel von OstrocrADskı (SmmNnow [2], Punkt 63). 

. Für Doppelintegrale geht sie in die Grsunsche Formel (vgl. Smmxow [2], 
Punkt em über. Die Formel von OSTROGRADSKI hat folgendes Aussehen: 


ww j ö 5 
& Ev + =) da = | (weosh, x) + wcos(v, y) + wcos(», 2) dS; 
2 S. 


das Gebiet 2 wird als dreidimensional vorausgesetzt. Dabei ist dS .das Flächen- 
element der Bandfläche 8 (bzw. das Bogenelement der Randkurve S, wenn das 
Gebiet eben ist), » bezeichnet die Außennormale zu 8. Wenn man 9,y, w als 
Komponenten eines Vektors m auffaßt, kann man der Formel von ÖSTROGRADSKI 
die Form 


[divwdn = [w,ds 
2 S 


geben, die wir als Vektorform der Formel von OSTROGRADSKI bezeichnen wollen; 
w, bedeutet die Projektion des Vektors m auf die Richtung der äußeren Normale 
zu S. Wir setzen jetzt y=w=(, 9=uv. Wenn wir unter dem Integralzeichen 
differenzieren und einen der Summanden auf die rechte Seite bringen, erhalten 
wir die Formel für die partielle Integration 


Ov u j 
ne d2 ie SE 42 - fr cos (», x) dS. 
P} 2 5 


Wenn das Gebiet 2 nicht notwendig dreidimensional, sondern ganz allgemein m- 
dimensional ist, wo m kleiner oder größer als drei sein darf, und wenn die kar- 
tesischen Koordinaten mit x, %a, ..., % bzeichnet werden, dann kann man die 
Formel für die partielle Integration im allgemeinen Falle wie folgt schreiben: 


dv u 
[2 a0 = - [v5202 + [weosß, =)8 -(1) 
2 2 8 


2x 
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Die Formel für die partielle Integration verwenden wir zur Herleitung der 
sogenannten GreEnschen Formeln, die in der mathematischen Physik eine große 
Rolle spielen. Es seien v(P) und v(P) Funktionen, die zusammen mit ihren ersten 
und zweiten Ableitungen im abgeschlossenen Gebiet @ stetig, sonst aber will- 
kürlich sind. Es seien ferner A, (P), i, k, = 12, ..., m, gegebene Funktionen, die 
einschließlich ihrer Ableitungen im selben abgeschlossenen Gebiet stetig sind; 
mit dem Buchstaben m bezeichnen wir wie gewöhnlich die Dimensionszahl des 
Raumes. Wir nehmen noch an, daß... 


Ar{P) = Arı(P) 
für beliebige Werte von # und %k gilt. Wir betrachten den Differentialausdruck!) 


ou 
2) +0(P)u, 


wo ('(P) eine im abgeschlossenen Gebiet stetige Funktion bedeutet. Wir werden 
das kurz in der Form 


m od du 
LILu= ; 1 . 2 
u-- 85 (Au ) -Ou ®) 
schreiben. Wir bilden das Integral 
v- LudQ = _y ° (4, a2 [owan (8) 
= i, bei, rr ik 0% ' 
2 B 2 


\ 


In Formel (1) ersetzen wir u durch v und v durch A;; ° S . Wir erhalten dann 
k 


eine Formel, die wir die erste GreEnsche Formel nennen: 


[»:zuae= [| S 4, 2e an+ [os 
Pe dx, d 
Q 2 


_ > Aue cos (v,0)dS. - (4) 
x. 


Wenn wirv(P)= u(P) setzen, erhalten wir die zweite GreENsche Formel 


k 
. mi 0,0 
g 8 


fe LudQ = SA um [m Auı 5 cos(n. u) d8. (5) 
#2 1 


4) Warum wir in dem Ausdruck Lu das Minuszeichen gesetzt haben, wird in $ 24 erklärt. 
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In der ersten Grexrnschen Formel vertauschen wir die Buchstaben und v und 
subtrahieren das gRaene Ergebnis von (4): 


m Baba m. du 0% 
ji (wbu — ulv)dR = [ RL BERGES E Az di je 
2 


BR} 


\ 


m ou m 
-[ v3 Ay cos (w, %;) u Zi se 5 (, x)y dS. 
br 0% 


‘ Wir zeigen, daß das Volumenintegral rechts gleich Null ist. In der zweiten Summe 
unter dem Integralzeichen schreiben wir i statt k und k statt i, was offensichtlich 
erlaubt ist. Dann hat der Integrand die Gestalt 


m a 
BR 
%k=1 
da Ay; = A;; ist. Setzt man jetzt der Kürze halber 
> 4 er) = Nu, (6) 
is 73 
dann erhält man die dritte Eee Formel 


ven — u10)d2 = fe Nv —»Nu)dß.. cd) 


Wir betrachten einen Spezialfall. Es sei 


Dann ist Lu = — Au (A ist der LAarLAcek-Operator) und Nu = 23 Wir er- 
halten so die GREENschen Formeln für den Bun 07 
mu dv du 
ee 2 dm. 9.40 In 48, (8). 
Ss a 
m (du\? 9% 
_ Aud2 = j 
f u 2 (2) dQ2 IK a8, | (9) 
2 2 S 
| Au — uwAv)d2 = ee a IS. (10) 
öv Ov 
6} 8 


- Ähnliche Formeln, die man gewöhnlich ebenfalls als Greznsche Formeln be- 
zeichnet, kann man auch für Differentialoperatoren höherer als zweiter Ordnung 
aufstellen. Wir werden solche Formeln weiter unten ableiten, soweit das not- 
wendig ist.. 
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$ 3. Das Skalarprodukt von Funktionen: 


Im gegebenen Gebiet haben wir nicht nur die gesuchte Funktion zu betrachten, 

sondern auch andere Funktionen, z. B. das freie Glied einer Gleichung, welches bei 
Elastizitätsproblemen gewöhnlich durch die Art der Belastung bestimmt ist, der 
der Körper unterworfen ist, die „Koordinatenfunktionen“, aus denen wir die 
Näherungslösung unserer Probleme aufbauen, die Näherungslösung selbst, und 
viele andere mehr. Für diese Funktionen können wir gewisse einfache Operationen 
"einführen, von denen wir die Operation der skalaren Multiplikation zweier Funk- 
tionen besonders hervorheben. Wir werden vorläufig voraussetzen, daß die be- 
trachteten Funktionen im abgeschlossenen Gebiet @ = 2 + 8 .stetig sind. 
“ Definition. Als Skalarprodukt zweier Funktionen bezüglich eines gegebenen Ge- 
bietes bezeichnen wir das über dieses Gebiet erstreckte Integral über das Produkt dieser 
Funktionen. Die Operation der Bildung des Skalarproduktes bezeichnet man, als 
skalare Multiplikation der betreffenden Funktionen. 

So ist beispielsweise das Skalarprodukt zweier Funktionen w(P) und v(P) be- 
züglich des Gebietes 2 gleich dem Integral 


eteyei v(P)dxdy, . 


wenn Q ein ebenes Gebiet, gleich 
[ff ® v(P)dxedyda,. 
2 


wenn Q ein räumliches Gebiet ist. Der Kürze wegen werden wir, wie schon im 
vorigen Paragraphen, die Integration über ein. Gebiet 2 nur durch ein Integral- 
zeichen andeuten, und das Flächen--oder Volumenelement (je nach der. Dimension 
des Gebietes) durch das Symbold 2 bezeichnen. Das Skalarprodukt der Funktionen 
u(P) und v(P) bezeichnet man gewöhnlich durch das Symbol (w, v), so daß 


(u,0)= ] u(P)o(P)dQ © 2.) 
gilt. z 


Beispiele. 1..Das Gebiet 2 sei das Quadrat O<x<1, 0<y<1i; u(P)= 
"+ 9,v(P)=x + y. Dann ist 


11 
5. 
wv)=(a Hy, e+n= [| e+mernday-z- 
68 
2. Das Gebiet 2 sei die Kugel 2 + 2? +22 <1; uw P)=3,v(P)=1. 
Dann ist 
(u, v) = (#2, 1) = dxdyda. 


Zur Berechnung des Integrals führen wir sphärische Kooriinalen ein 


x=rsin®cose, y=rsindsinp, 2=rcosd, 


dedyd2= r?sin® dr dd de; 
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man erhält dann 
2% 


(vw, v) - fr [* sin?d a0 [ct pan 3° 


0 


3. Das Gebiet Q sei das Intervall - 1 <xr< 1; u(P) = =i, o(R) = 322 —1. 
Hier ist 


ee Nee! 
—1 


Wenn bei einem gegebenen Problem nur ein Gebiet in Frage kommt, so daß es 
keine Verwechslungen geben kann, dann pflegt man die Wörter „bezüglich des 
gegebenen Gebietes‘ in der Definition des Skalarproduktes Wegen und 
spricht schlechthin von dem Skalarprodukt zweier Funktionen. 


Wir vermerken noch einige einfache, aber sehr wichtige Eigenschaften des 


Skalarproduktes, auf die wir uns im folgenden oft berufen werden. 
A. Das Skalarprodukt ändert sich nicht bei Vertauschung der Faktoren, so daß 


(u, e% —= (v, u) j x (2) 
gilt. 

Diese Eigenschaft folgt sofort aus Formel (1). 

B. Wenn die Faktoren sich aus mehreren Summanden zusammensetzen, kann man 
das Skalarprodukt nach der gewöhnlichen Multiplikationsregel für mehrgliedrige 
Ausdrücke berechnen, wobei konstante Faktoren vor das Symbol für die skalare 
Multiplikation gezogen werden können. 

Wenn also a,, as, b,, b, konstante Zahlen sind, dann ist 


(am z Ayd%y, 610, + p 29%) = ıbi(%1,-dı) 
+ aba (ur, v3) + Qgb1 (Us, v1) + @adz(üs, v5). (3) 


lich 
(1%, + Ay, 619%, + bz%,) = J [4% (P) + @u,(P)] Pin) + 5% (P)]@2. 


Wir lösen die Kanne unter dem Integral auf und integrieren glied weise. Das 
ergibt 


(0%, + azu,, dv + bar) = abı | (P) IK (P) 42 
+ a,b, u) v%(P)d2Q+ ad [ÜalP) v(P)E2+ abe | W(P) %(P)d 


Wegen Formel (1) fällt die rechte Seite der letzten Gleichung mit der rechten Seite 
von Formel (3) zusammen, welche damit bewiesen ist. 

C. Das Skalarprodukt einer beliebigen Funktion mit sich selbst ist nicht negativ. 
In der Tat ist 


(wu) = [uP)d0>0. (4) 
2 


Der Beweis ist sehr einfach. Nach der Definition des Skalarproduktes ist näm- 
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D. Das Skalarprodukt einer Funktion mit sich selbst verschwindet dannnnd nur dann, 
wenn die Funktion identisch gleich Null ist. Diese Eigenschaft des Skalarproduktes 
ergibt sich unmittelbar aus der Beziehung (4). 

Das Skalarprodukt von Funktionen ist dem aus der Vektorrechnung wohl- 
bekannten Skalarprodukt von Vektoren sehr ähnlich, welches die Eigenschaften 
A bis D offensichtlich besitzt. 

Diese Analogie legt es nahe, noch einen weiteren Begriff, analog der Länge eines 
Vektors, einzuführen. Wir erinnern daran, daß die Länge eines Vektors A mit 
Hilfe des Skalarproduktes nach der Formel 


IA] = YA 


ausgedrückt werden kann. Wir bezeichnen als N orm einer Funktion die Quadrat- 
wurzel aus dem Skalarprodukt dieser Funktion mit sich selbst. Die Norm einer 


- Funktion #(P) bezeichnet man gewöhnlich mit dem Symbol |||, so daß 


Iul= Yw,u) . (5) 


oder, nach Formel (4), REISEN: 
u] = V} [wiP) a0 (6) 


gilt. 
Wir die einfachsten Eigenschaften der Norm an; sie ergeben sich leicht 


aus der Definition der Norm und den Eigenschaften A bis D des Skalarproduktes. 

a) Die Norm einer Funktion ist dann und nur dann gleich Null, wenn die Funktion 
identisch verschwindei. Diese Eigenschaft der Norm ist eine einfache Abwandlung 
der Eigenschaft D des Skalarproduktes. 


b) Es gilt 
law = |a|- |ul; @= const. (7) 
Denn nach Formel (3) ist | 
(au, au) = a?(u, u). 

Zieht man die Wurzel, so erhält man (7). 

Bevor wir die nächste Eigenschaft der Norm formulieren, erinnern wir daran, 
daß das Skalarprodukt zweier Vektoren durch die Formel (4, 8) = |W|- 18] 
- cos«& definiert wird, wo « der Winkel zwischen den Vektoren X und Bist. Da 


|eos&| < 1 ist, so besteht zwischen dem Skalarprodukt zweier Vektoren und 
ihrer Länge die Ungleichung 


U BI<IA- 18T. 
Eine analoge Ungleichung gilt auch für Funktionen, nämlich 
6) @v)|<S 1wl- lol. (8) 


Zum Beweis wählen wir eine willkürliche reelle Zahl A und bilden die Funktion 
u(P) + A v(P). Nach der Eigenschaft D des skalaren Produktes ist 


(v+Mw,u+4)>0O 
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Wenn man die Klammern nach Formel (3) auflöst, kommt man zu folgender Un- 


. gleichung: 
(u, u) + 2A(u, v) + 220,0) > 0; (9) 


dabei haben wir die Eigenschaft A benutzt, nach der (w, v) = (v, u) ist. 

Die linke Seite der Ungleichung (9) ist eine quadratische Gleichung bezüglich A, 
dessen sämtliche Werte nicht negativ sind. Daraus folgt, daß seine Diskriminante 
kleiner oder gleich Null ist: 


(u, v)? — (u, u)(v, v) <.0 
oder, was dasselbe bedeutet 
|, v)| < Yu, u) Y@ 2). 


Die letzte Ungleichung fällt wegen der Definition der Norm mit der Ungleichung 
(8) zusammen. Wenn man an die Definition des Skalarproduktes und der Norm 
zurückdenkt, dann kann man die Ungleichung (8) in der er Fassung 


(se )v(P) = < [wi ae (Plda (8.) 


schreiben. Die Ungleichung (8;) wurdezuerst von BUNJAKOWSKI aufgestellt und trägt 
seinen Namen. Noch früher war eine analoge Ungleichung für Summen (ob es 
sich dabei um endliche oder unendliche Summen handelte, ist gleichgültig) von 
CAucHY aufgestellt worden. Die Cavchxsche Ungleichung hat die Form 


Fab®< Nas. (8,) 


Die Ungleichung (8) werden wir Cauc#y-BUNJARowskische Ungleichung nennen. 
Beispiel. Es sei 2 das Interval0O <xz <1,u = x, v = x*. Dann ist 


1 
(wv)= ie dz = 0,25; 
ö 


_— 
=] [eu 
. Ö 


_— 
!v| = ade = ea 
y5 


j 
und offensichtlich 


w Abb. 3 
0 < a en 
. Wir kommen nun zur vierten Grundeigenschaft der Norm und bemerken, daß sie 
ebenfalls ein einfaches Analogon in der Vektorrechnung hat. Es seien zwei Vek- 
toren X und ® gegeben. Zusammen mit ihrer SummeX + 3 bilden sie ein Dreieck 
° (Abb. 3) und daher ist [X + B!< [A| + |B|. Die analoge Eigenschaft besitzt 
auch die Norm: 
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. d) Die Norm einer Summe von Funktionen übersteigt nichi. die Summe der A ormen 
der einzelnen Summanden: 


la +1 < ul + lol. (10) 

Zum Beweis betrachten wir die Größe u 
lu+oP=Ww+nutn). 

Auflösung der Klammern ergibt 
I + 2]? = (u, 0) + 2(u, 0) + (0,0) = Il? + 2(w, v) + 1ol®. 


Nach der CavcHyY-BunJaXkowskiıschen Ungleichung ist (u, v) < = tal" lv ||. Setzt 
man das in die letzte Gleichung ein, so erhält man 


1a +0 < ful®+ 2] - 1vl + [ol = (el + 101%, 
was gleichbedeutend mit der Beziehung (10) ist. 


Die Ungleichung (10) heißt Dreiecksungleichung. 
Beispiel. Es sei wie vorher 2 das IntervalO <= <1,u= x, v = @?. Wie wir 


gesehen haben, ist |w|| = = jo] = z: Ferner ist 
y3 73 
1 . 
ju+v]|= fe+ 2) de — = 09 = 1,0165... 
Fr 
und offensichtlich auch 
ja + v1 < ul + lvl = ren 1,0246 ..... 


wir 


In vielen Fällen haben die zu. behandelnden Funktionen Vektorcharakter. So 
spielt in Problemen der Elastizitätstheorie der Vektor der Verschiebungen eine 
wichtige Rolle, bei hydrodynamischen Problemen der Geschwindigkeitsvektor 
eines sich bewegenden Teilchens. In beiden Fällen hat man es mit. Vektoren zu 
tun, die von den Koordinaten eines veränderlichen Punktes abhängen, oder kürzer 
mit Vektorfunktionen eines Punktes. Es seien u(P) und v(P) zwei solche Vektor- . 


funktionen, die im abgeschlossenen Gebiet 2 stetig sind; ihre Komponenten 


bezüglich der Koordinatenachsen bezeichnen wir mit w,, u,, %, und v,, d,, d,. Als 
Skalarprodukt der Vektorfunktionen u(P) und v(P) bezeichnet man das Integral 


(u,0)=[u:0d9, j (11) 
2 i 


wo ıı » das „gewöhnliche“ Skalarprodukt der Vektoren u und v ist: 


Urd = ud 4 Uydy t Urdz, 
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so daß ausführlicher 


(4,0) = [ (un0a + ud + u0,) 4Q (14,) 
2 
gilt. 
Die Norm einer Vektorfunktion wird in Übereinstimmung mit Formel (5) durch 
‚die Gleichung 


ul? — (u, u) = [ (u + w+ w)dQ . 12) 
2 


(definiert, der man auch die Gestalt 
IuP= [ud (124) 
2 


‚geben kann. 

Das. Skalarprodukt und die Norm von Vektorfunktionen besitzen die oben auf- 
gezählten Eigenschaften A bis D und a) bis d). Den Beweis überlassen wir ge 
Leser. 

Im vorhergehenden haben wir angenommen, daß die betrachteten Runkiionen 
im abgeschlossenen Gebiet stetig sind. Jedoch oft hat man auch unstetige Funk- 
tionen zu betrachten; von besonderem Interesse ist die Klasse der Funktionen, 
die im Innern eines Gebietes stetig, aber auf seinem Rand unstetig sind, z. B. bei 
Annäherung an einen gewissen Punkt des Randes unendlich werden. Wir werden 
annehmen, daß die uns interessierenden Funktionen im abgeschlossenen Gebiet 2 
stetig sind mit Ausnahme gewisser Punkte, Linien und Flächen; dabei werden wir 
Unstetigkeiten nur so voraussetzen, daß das Integral!) über das Quadrat der 
betrachteten Funktionen existiert. Wenn u(P) und v(P) zwei solche Funktionen 
sind, daß die Integrale 


[wP)ae, [vP)aa 
2 2 


existieren, dann existiert, wie man zeigen kann, auch das Integral 
[w(P) v(P) a2. 
2 


Für Funktionen der von uns hervorgehobenen Klasse behalten wir die Defi- 
nition des Skalarproduktes und der Norm entsprechend den Formeln (1) und (5) 
bei. Die Eigenschaften A bis D des Skalarproduktes und die Eigenschaften a) bis 4) 
(der Norm bleiben dabei offensichtlich erhalten. 


$4. Die Begriffe des Operators und des Funktionals 


Die Gleichungen der mathematischen Physik, die in $1 betrachtet wurden, 
haben wir so geschrieben, daß auf der rechten Seite der Gleichung eine bekannte 


Funktion (als Spezialfall die Null) stand, während die linke Seite einen. Ausdruck - 


4) Verstanden als uneigentliches Integral im Rısmansschen 'Sinne (siehe Smknow [1], 
Punkt 116 und [2], Punkt.82). Der Leser, der mit den Grundlagen der Theorie des LEBEs- 
Guzschen Integrals vertraut ist, mag annehmen, daß es sich um Funktionen handelt, diein 
dem gegebenen Gebiet quadratisch integrabel im Lesrsevzschen Sinne sind. 
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enthielt, der sich aus der gesuchten Funktion nach Ausführung gewisser Ope- 
rationen — Addition, Multiplikation, Differentiation usw. — ergab, wobei das . 
Ergebnis dieser auf die gesuchte Funktion angewandten Operationen wieder eine 

gewisse Funktion ist. Für die Lösung der Aufgaben der mathematischen Physik 

ist die Untersuchung :der Eigenschaften. der erwähnten Ausdrücke besonders 

wichtig; dabei erweist es sich als zweckmäßig, die Operationen nicht nur auf die 

gesuchte Funktion des gegebenen Problems zu beschränken, sondern die Ergeb- 

nisse der besagten Operationen auch für mehr oder weniger willkürliche Funktionen 

zu betrachten. Das Gesagte führt zu dem für alles folgende grundlegenden Begriff 
des Operators, welchen wir wie folgt definieren: 

"Wir wollen sagen, daß auf einer Menge von Funktionen ein Operator definiert 

sei, wenn eine Vorschrift gegeben ist, auf Grund welcher jeder Funktion der gegebenen 

Menge eine und nur eine Funktion zugeordnet ist. 

Wie man sieht, stimmt die Definition des Operators im wesentlichen mit der 
Definition der Funktion überein (siehe Smi&wow [1], Punkt 5). 

Wir werden manchmal sagen, ein Operator wirke auf die Funktionen der 
Menge, auf der er definiert ist. Diese Menge heißt Definitionsbereich des Operators; 
die Funktionen, welche der Operator den Funktionen seines Definitionsbereiches 
zuordnet, heißen Werte des Operators; die Gesamtheit aller Werte des Operators 
heißt sein Wertebereich. Die Funktionen, die zum Definitionsbereich oder zum Werte- 
bereich eines gewissen Operators gehören, werden oft Elemente des entsprechenden 
Bereiches genannt. 

Einen Operator bezeichnet man im. allgemeinen mit einem Buchstaben, zu dem 
man häufig die Bezeichnung der Funktionen hinzufügt, auf welche der Operator 
wirkt. So bedeutet z. B. das Symbol Au, daß der Operator A auf die Funktion 
u = u(P) seines Definitionsbereiches wirkt. 

Der Definitionsbereich eines Operators A soll mit D, sein Wertebereich mit R,, 
bezeichnet werden. 

Ein für das folgende wichtiges Beispiel stellt der LAPLACE-Operator 


Ru, Ru o%u 
0 Toy! 922 


Au= 


‘dar, wo x, y, 2 die kartesischen Koordinaten eines Punktes im dreidimensionalen 
Raum sind; im allgemeinen Fall, im m-dimensionalen Raum mit den kartesischen 
Koordinaten z,, %3, - . -, %, hat der LarLAcz-Operator die Gestalt 

02277 02 0?’u 


— RS: 
au dx} r da} ' 


Definitionsbereich des LAPLAcH-Operators ist die Gesamtheit der zweimal stetig 
differenzierbaren Funktionen. In einer Reihe von Fällen ist es jedoch zweckmäßig, 
den LAPLACE-Operator mit einem engeren Definitionsbereich zu betrachten. 
Wenn wir etwa eine Lösung für die Poissoxsche Gleichung 


Au = f(x, y, 2) 
suchen, welche der Randbedingung 


us=0 
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genügt, dann ist es zweckmäßig, den Operator A von Anfang an nicht für alle 
möglichen Funktionen zu betrachten, sondern nur für diejenigen, welche auf dem 
Rand des Gebietes verschwinden. In anderen Fällen verfährt man entsprechend: 
‚Wenn die gesuchte Funktion der Randbedingung des NeumAannxschen Problems, 


‚ genügen soll, so wird man als Definitionsbereich des LAPLACE-Operators diejenigen 
Funktionen nehmen, deren Normalableitung auf dem Rand des Gebietes ver- 
schwindet. 

Im folgenden werden wir Operatoren, die auf verschiedenen Ehaktieneniengeh 
definiert sind, als verschieden betrachten, selbst wenn dabei die Operationen, 
denen die Funktionen unterworfen werden, dieselben sein sollten. So werden wir 
die folgenden beiden Operatoren als verschieden ansehen: einmal den LAPrLAcH- 
Operator, definiert auf allen zweimal differenzierbaren Funktionen, und zum 
andern den LAPLACE-Operator, definiert auf allen denjenigen zweimal differenzier- 
baren Funktionen, die außerdem auf dem Rand des Gebietes verschwinden. 

Der LartLAcH-Operator gehört zu den Differentialoperatoren; das sind solche 


Operatoren, die die Operation des Differenzierens enthalten. In der mathe- . 


matischen Physik spielen auch Integraloperatoren eine Rolle, die also die Operation 
des Integrierens enthalten; seltener kommen Integrodifferentialoperatoren vor: 
Einer der einfachsten Integraloperatoren ist der FREDHOLMsche Operator 


Ku = [K(P,Q) Q)u(0) dRg, 


wo K(P,Q) eine gegebene Funktion der beiden Punkte P und Q& ist, welche 
gewissen Regularitätsforderungen genügt; man kann z.B. fordern, daß die 


Funktion K (P, Q), der sogenannte Kern, des Integraloperators, im abgeschlossenen 


Gebiet 2 stetig von den Punkten P und Q abhängt. 

Mit den genannten drei Klassen ist die Gesamtheit aller möglichen Operatoren 
natürlich keineswegs erschöpft. 

Ein Operator, welcher jede Funktion sich selbst zuordnet, heißt der identische 
Operator. Wir werden ihn mit dem Buchstaben E bezeichnen, so daß Eu=u(P) 
für jede beliebige Funktion « (P) ist. Ein Operator, der jeder Funktion die identisch 
verschwindende Funktion zuordnet, heißt Nulloperator oder annullierender Operator. 

Die Summe A + Bund das Produkt AB bezeichnen Operatoren, die durch die 


Formeln 


(A+B)u=Au-+ Bu, ABu= A(Bu) 


definiert werden. Als Definitionsbereich der Operatoren A + B und AB nimmt 
man die Menge der Funktionen, für welche die rechten Seiten der letzten. Glei- 
chungen Sinn haben. Es ist offensichtlich A + B= B+ A, aber im allgemeinen 
AB== BA. Wenn AB= BA ist, dann heißen die Operatoren A und B vertausch- 
bar. Wenn die Operatoren A und B die Eigenschaft haben, daß für beliebige 
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Funktionen u e D,!) und v e Dy die Identitäten . 
 BAu=u, ABv=v 


gelten, dann heißt ie Er Operatoren A und B invers in bezug auf den anderen. 
Man schreibt in diesem Falle B= 44, A= BH. 

Bei den linearen Aufgaben der mathematischen Physik, mit welchen wir uns 
jetzt ausschließlich beschäftigen werden, spielt der Begriff des linearen Operators 
eine besonders wichtige Rolle. Um ihn zu definieren, führen wir als Vorbereitung 
den Begriff der linearen Funktionenmenge ein: 

Eine Menge von Funktionen wird linear genannt, wenn sie folgende Eigenschaften 

besitzt: Wenn die Funktionen u und v zu der gegebenen Menge gehören, dann gehören 
auch die Funktionen u + v und a - u dazu, wo a eine beliebige Konstante ist. Eine 
lineare Menge nennen wir Lineal?). 
‘ Einfache Beispiele linearer Funktionenmengen®) sind: 1. die Menge Aller 
Funktionen, 2. die Menge aller stetigen Funktionen, 3. die Menge aller Polynome, 
4. die Menge aller Polynome, deren Grad nicht höher als ein gegebener ist, 5. die 
Menge aller Funktionen, die auf dem Rand eines Gebietes gleich Null sind. Die 
Zahl dieser Beispiele läßt sich leicht vermehren. 

Wir bringen noch ein weniger einfaches Beispiel: Als linear erweist sich die 
Menge aller in einem gegebenen Gebiet @ definierten Funktionen, für die die 
Integrale über die Quadrate der Funktionen existieren. Es mögen nämlich a(P) 
und v(P) die Eigenschaft haben, daß die Integrale 


)d2, a )aQ 


existieren. Wenn a eine Konstante ist, dann kommt dieselbe Eigenschaft auch 
der Funktion « -w(P) zu, da 


[ww?a2 = a [udQ 
2 2 


gilt. Ferner folgt aus der Ungleichung‘) 
wo? <2W +), 
daß f (u + v)? dQ2 existiert, wobei 
2 % 
[ur an<2[wdo+ 2 [win 
ı 2 2 2 
ist, 


1) Das Symbol e ersetzt die Worte „ist enthalten in‘. Die Formel u € D, bedeutet demnach, 
daß die Funktion « in dem Definitionsbereich des Operators A enthalten ist (zu ihm dazu- 
gehört). 

2) In der deutschen Literatur ist an Stelle von Lineal der Begriff lineare Mannigfaltigkeit 
gebräuchlich. Der Kürze wegen soll jedoch die in der sowjetischen Literatur übliche Be- 
zeichnung Lineal verwendet werden (Anm. d. Red.). 

8) In jedem der unten aufgezählten Beispiele handelt es sich um Funktionen, die in ein und 
demselben Gebiet definiert sind. 

%) Es ist nämlich u-+v)? < u+v)? + (u—v)? < 2(uR +0). 
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Wir bringen einige Beispiele für nichtlineare Mengen. Eine solche ist z. B. die 
Menge aller Funktionen, die der Ungleichung 


WB) < 0 Mm 


genügen, wo ( eine positive Konstante ist. Wenn nämlich die Funktion u(P) im 
re P, von Null verschieden ist, dann erfüllt die Funktion a u(P) bei «= 
or, -) die Bedingung (1) schon nicht, da dort Jau(P,)|=2C0>C ist. Als 
weiteres Beispiel kann die Menge aller Funktionen dienen, die in einem festen 
Punkt eines Gebietes ungleich Null sind. 


Wir erwähnen zwei offenkundige Eigenschaften einer linearen Menge: 1. Eine 


beliebige lineare Funktionenmenge enthält die identisch verschwindende Funk- 
tion; 2. wenn eine lineare Menge die Funktionen u,(P),w(P), ..., w(P) enthält 
und Q,,.4,, ...,@, beliebige Konstanten sind, dann enthält diese Menge auch die 
Funktion 

um(P) + Ru(P) ++ Ann (P). 


Wir geben jetzt die Definition eines linearen Operators.. Ein Operator A heißt 
linear, wenn sein Definitionsbereich eine lineare Menge ist und wenn die Gleichung 


Aw + hut. + PR) = a, Au + Gy Ag + + + 0. AUn 2) 


für eine beliebige natürliche Zahl n, für beliebige Konstanten a,, Qy, ..., 4, und für 
beliebige Funktionen u, Uy -:., Un aus dem Definitionsbereich des Operators A gilt. 

Es ist leicht zu sehen, daß jeder der Differentialoperatoren, der in den Glei- 
chungen des $1 links steht, linear ist, wenn er auf einer linearen Menge ge- 
geben ist; so ist der LAPLACE-Operator linear bei Anwendung auf Funktionen, die 
stetige erste und zweite Ableitungen im Innern eines Gebietes besitzen, und die 
auf dem Rand des Gebietes verschwinden. Linear sind auch der identische und der 
Nulloperator. 

Wenn wir in der Gleichung (2) n=1 und a, = 0 setzen, dann erhalten wir 
AO = 0. Also ordnet jeder lineare Operator der identisch verschwindenden Funk- 
tion wieder die identisch verschwindende Funktion zu. 


Es kann vorkommen, daß ein Operator jeder Funktion seines Definitions- 


bereiches eine Funktion zuordnet, die identisch konstant ist. Derartige Operatoren 
heißen Funktionale. Nach Definition ordnet also ein Funktional jeder Funktion 
eine gewisse Konstante zu. Eins der einfachsten Beispiele eines Funktionals stellt 
das Skalarprodukt dar: Wenn die Funktion v(P) festgehalten wird, dann ist das 
Skalarprodukt (vw, v) ein Funktional über u (P). Umgekehrt ist (u, v) ein Funktional 
über v(P), wenn u(P) festgehalten wird. Ein anderes einfaches Beispiel eines 
Funktionals bildet die Norm einer Funktion. 

In Übereinstimmung mit der allgemeinen Definition eines linearen Operators 
heißt ein Funktional ! linear, wenn sein Definitionsbereich ein Lineal ist, und wenn 


Kara Ag + 4 nn) = Arbüı 4 Aplüg + + Anlün 


gilt, wo a, gs ...,@, Konstanten und 4, %,, ..., 4, Funktionen aus dem Definitions- 
bereich des Funktionals i sind. Hält man die Funktionen v fest, dann ist das 
Skalarprodukt (u, v) ein lineares Funktional bezüglich «. 
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Eine bedeutende Rolle werden im folgenden Funktionale der Form 
Fu) = (Au, u) +lu +0 8) 


spielen, wo A ein linearer Operator, Lein lineares Funktional und C eine Konstante 
ist. Solche Funktionale bezeichnet man als quadratisch. 


$ 5. Symmetrische Operatoren 


. Wir unterwerfen jetzt die Operatoren, die wir im folgenden untersuchen werden, 
einer wesentlichen Beschränkung. Und zwar werden wir, wenn wir über Differen- 
tialoperatoren sprechen, fordern, daß die zu ihrem Definitionsbereich gehörenden 
Funktionen im abgeschlossenen. Gebiet stetig sind, und daß die Werte des Operators 
eine endliche Norm haben. Für Integraloperatoren läßt sich die erste Forderung 
abschwächen, und wir werden nur annehmen, daß sowohl die Funktionen, die zum 
Definitionsbereich; als auch die, die zum Wertebereich gehören, eine endliche 
Norm haben. Durch diese Forderungen wird die Klasse der Funktionen eingeengt, 
auf welche der gegebene Operator wirken kann. Seiz. B. QdasInterval Oo <x<1 
der x-Achse, und sei A der Operator der zweimaligen Differentiation 


du 
Au= ds’ 


‚Die Funktion u, = == liegt nicht im Definitionsbereich unseres Operators, da sie 


bei x = 0 unstetig ist. Die Funktion u, = x : In x ist bei x — 0 stetig, doch liegt 
sie ebenfalls nicht im Definitionsbereich unseres Operators, da sein Wert Au, = _ 
deug 
da? _ 
Definitionsbereich des Operators der zweifachen Differentiation. Die Funktion 
ist nämlich stetig, außerdem ist der Wert des Operators für die Funktion u, durch 
2 
.die Funktion a — 


aber die endliche Norm 


= = eine unendliche Norm hat. Die Funktion u, = x?Inx gehört zum 


2lnx +3 gegeben, die zwar auch bei x = 0 unstetig ist, 


Bug 
da? 


1 3, 
en (feme + a = 5 
1) 


hat. 
Bin linearer Operator A heißt symmetrisch, wenn für zwei beliebige Funktionen u 
und v aus seinem Definitionsbereich die Identität 


(Au, v) = (u, Av) 


gilt. Ein ganz einfaches Beispiel für einen symmetrischen Operator ist der FRED- 
HoLMsche Operator 


Ku = [ K(P,Q) u(Q) 409, 
u 
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wenn sein Kern der Symmetriebedingung 
K(P,Q)=K(,P) 
genügt. Denn mit der Bezeichnung Ku = w hat man 


(Ku, v) = (w, v) an w(P)d% = ul) das FEIR, U) 
oder, wenn man die Reihenfolge der Integrationen vertauscht, 
(Ku, 2) = [ul@) 40a [ K(P.Q) vP) dRr. 
Wir ersetzen P durch Q und umgekehrt. Das liefert 
(Ki, v) = Ja@ a0, [ KO, P) 0ER 
oda: wenn man die Syaumetriebedingung für den Kern benutzt, 
(Ku, v) = u(P) d0r K K(P,Q) v(Q) 402g = (u, Ko). 


Für uns sind jedoch symmetrische Differentialoperatoren von gr ößerem Interesse; 
wir sehen uns einige Beispiele solcher Operatoren an. 
Es sei 2 das Intervall 0 < x < 1 und A der Operator der zweimaligen Differen- 


2 

ir den Definitions- 
i dx? 
bereich D, dieses Operators mögen alle Funktionen bilden, die im abgeschlossenen 
Intervall stetig sind und in diesem Intervall eine stetige erste und zweite Ab- 


leitung haben. Der Operator A ist unsymmetrisch. Es ist nämlich 


du dev 
(Au, vo) — (0, Au) = fe EP a) dx. 
6 
Man überzeugt sich leicht, daß 


„eu „ww d „ge .dv 
da? da?  de\ dz Yen 


 tiation, mit einem Minuszeichen genommen: Au= — 


gilt; daher ist 
Zr (Au,v) — (u, Av) = — (vu — uv')|;: 


Im lsneinen ist die rechte Seite der letzten Sechung von Null ee 
und demnach (Au, v) + (u, Av). 

Wir betrachten ein anderes Beispiel. Möge B wieder den mit negativem Zeichen 
genommenen Operator der,zweimaligen Differentiation bedeuten, aber mit einem 


ı) Wennz.B. wv=xz, v—= 22 ist, dann ist (vu — wv’) |} l=—1. 


3 Varistionsmethoden. 
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engeren Definitionsbereich. Wir nehmen an, daß dieser Bereich nur solche Funk- 
tionen enthält, welche bei x = 0 und x = 1 verschwinden, aber sonst denselben 
Bedingungen unterworfen sind, wie im vorigen Beispiel. Wenn die Funktionen 
u(x) und v(z) zum Definitionsbereich des Operators B gehören, dann ist 


(0) = u(l) = v(P) = v(1) = 0 


und 


Bu ao) PERLE: ’ 
(Bu, — (m 2) = | (via ga) de = - er u =0. 
0 . 


Daraus folgt die Symmetrie des Operators B. 

Möge C den mit negativem Vorzeichen genommenen Operator der zweimaligen 
Differentiation bezeichnen, dessen Definitionsbereich aus den Funktionen be- 
steht, die am Rande den Bedingungen (& und $ sind. gegebene Zahlen) 


(0) +0u(0)=0, w(l) + Bw(l) = 0 


genügen. Wir beweisen die Symmetrie dieses Operators. Wie zuvor ist 


i 
(Cu, v) — (u, Cv) = Ni ( = u 2) de = — (vw —uw)]i 
0 
oder ausführlicher 
(Cu, v) — (u, O0) = [u(l) v1) — vl) w(1)] — [u(0) v’(0) — v(0) w’(0)]. (2) 


Wir zeigen, daß jede der Klammern rechts gleich Null ist. Die Funktionen 
u(x) und v(x) gehören beide zum Definitionsbereich des Operators C und er- 
füllen deshalb bei # = 1 die Randbedingung 


we) + BU) =0, vl) + Bol) =0. 


Wir multiplizieren die erste dieser Gleichungen mit v(1), die zweite mit (1). 
Subtraktion ergibt 
| „av A) -ell)wW(l)=0. 


Analog zeigt man, daß die zweite Klammer in (2) gleich Null ist. Dann ist (Cu, v) = 
(u, Ov), und die Symmetrie des Operators ist bewiesen. 

Es ist offensichtlich, daß der identische Operator und der Nulloperator sym- 
metrisch sind. 

Wie man unschwer sieht, ist die Summe symmetrischer Operatoren wieder ein 
symmetrischer Operator; was das Produkt symmetrischer Operatoren angeht, so 
ist es symmetrisch, wenn die zu multiplizierenden Operatoren vertauschbar sind. 
Denn wenn A und B symmetrische Operatoren sind, erhält man durch zweimalige. 
Anwendung der Formel (1) A 


(ABu,v) = (Bu, Av) = (u, BAv). 
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Wenn A und B vertauschbare Operatoren sind, dann ist AB = BA. Setzt man 
das in die letzte Gleichung ein, so erhält man 


(A Bu,v) = (u, A Bo), 


woraus die Symmetrie des Produktes AB folgt. 

Wir zeigen schließlich, daß ein zu einem symmetrischen inverser Operator eben- 
falls symmetrisch ist. Der symmetrische Operator A habe den inversen Operator 
A-1, Wenn u e D, und v e D,, dann ist nach Formel (1) 


(Au, v) = (u, Av). 


Es seien f und g beliebige Elemente aus dem Definitionsbereich Dai-: des in- 
versen Operators. Wir setzen v = A!f,v = A7!g, dann ist Au = f, Av = g. Das 
in die letzte Gleichung eingesetzt, ergibt 


ANA, 


was die Symmetrie des Operators A-1 sichert. 

Wir erläutern die letzte Feststellung an einem Beispiel. Wir bilden einen Opera- 
tor, der zu dem Operator .B dieses Paragraphen invers ist. Anders ausgedrückt, wir 
suchen eine Funktion aus dem Definitionsbereich D, des Operators B, die der 
Gleichung Bu = f(x) genügt, wo f(x) eine willkürliche, sagen wir stetige Funktion 
ist. _ 

Gemäß der Definition des Operators B können wir die Gleichung Bu = f(x) 
in der Form 

Ru - 
5 ie) (3) 


schreiben; aber u < Dz bedeutet außerdem, daß 


u) = ul) =0 (a) 


gelten muß. Der Operator B-1f bedeutet also: Die Gleichung (3) ist mit den Rand- 
bedingungen (4) zu integrieren. Zweimalige Integration von (3) ergibt 


% 63 5 
ul) = — fas to dt 1 0,% + 0,. 
06 6 
Die Bedingung u(0) = 0 ergibt sofort C, = 0, folglich ist 
i © 8 
u) = — [ds [ flt) dt + Cie. 
00006 

Wenn wir die Reihenfolge der Integrationen vertauschen, erhalten wir die DiricH- 


L#ETtsche Formel (Smirwow [2], Punkt 79) 


x © 


uw) = — [10 ai [ds +08 = — [® - Mil) di + Our. 
0 [7 0 


3* 
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Aus der zweiten Randbedingung a(1) = 0 EEE wir 


1 & 
= fur). 
ö 
Wir bringen das i in die Form 
a5 fü ara [u —) Aue 


Indem wir dies in den Ausdruck für u (x) einsetzen und die Integrale mit gleichen 
Grenzen zusammenfassen, finden wir j 


ua) = Bf = [ill - il) di + [el fo dt 
) © . 


Wir führen den Kern K (x, t) ein, der durch die Formel 
1 -NM,a<i, 


K(z,t) = \ 
tI—- a),re>t 

dekniert ist. Dieser Kern ist offensichtlich nie Mit seiner r Hilfe kann man 

den eperater Bin der Form 


[Ka 


darstellen. Also ist .B-! ein Integraloperator mit symmetrischem Kern und deshalb 
selber symmetrisch, wie es wegen des oben bewiesenen allgemeinen Satzes auch 
sein muß. 

Das eben untersuchte , Beispiel ist auch noch in der Hinsicht interessant, daß es 
auf die Bedeutung der Integraloperatoren in der mathematischen Physik hin- 
weist: Sie können als zu Differentialoperatoren inverse auftreten, anders aus- 
gedrückt, sie treten im Ergebnis der Lösung der. Differentialgleichungen der 
mathematischen Physik auf. 


$ 6. Positive und positiv-definite Operatoren 


Ein symmetrischer Operator A wird positiv genannt, wenn für eine.beliebige nicht 
identisch verschwindende Funktion u(P) seines Definitionsbereiches die Ungleichung 


Au,u)>0 - (0) 
gilt. 
Wenn u(P) = 0 ist, dann ist offensichtlich (Au,u) =0, deshalb kann man die 
. eben gegebene Definition wie folgt abändern: Ein symmetrischer Operator heißt 
. positiv, wenn für eine beliebige Funktion w(P).seines Definitionsbereiches die 
Ungleichung i 
(Au, u) > 0 
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gilt, wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann steht, wenn v(P) = 0 ist. 
Als Beispiel betrachten wir den symmetrischen Operator B des vorigen Para- 
graphen: 


du 
re 
wobei die Funktion u (x) die Randbedingungen 
| ° 0) = ul) =0 W 


erfüllt; das Gebiet 2 ist das Intervall 0 <x < 1. Wir bilden das Skalarprodukt 


1 
. 
(Bu) = [TE de. 


ö 
Partielle Integration ergibt 


(Bu, u) = (ya de ww. 
0 


Infolge der Randbedingungen (1) verschwinden die ausintegrierten Glieder, so daß 


. 1 i 
du\? 
0 i 


ist. Wir nehmen jetzt an, daß (B % 4) = 0 ist. Das bedeutet, daß 


el 


ist. Der Integrand ist nicht negativ, und aus dem Verschwinden des Integrals folgt, 
.d 

‚daß. Ts =0 und folglich v(x) = const ist. Die Randbedingungen (1) be- 
sagen dann, daß u== 0 ist. Aus all dem Gesagten folgt, daß der Operator B positiv 
ist. 

Wir bölreähten noch den Operator Cu, der ebenfalls schon im vorhergehenden 
Paragraphen vorkam. Wir erinnern daran, daß die Funktionen aus dem Defini- 
tionsbereich des Operators C' den Randbedingungen 


w(0) +au(0)=0, Wil) + Bw) =0 (2) 
genügen. Wir haben 


1 


1 
du, du\? kn, 
(Cu, u) = ZZ dx Fi) dc— [uw]; 
: ö 


je) da — ul) w(t) + u(0) w(0). 
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Wir drücken w’(0) und #’(1) mit Hilfe der Randbedingungen (2) aus und erhalten 


(Cu, u) = / 2) da + Bu2(1) — au2(0). 


Bei willkürlichen Werten & und £ ist es schwierig zu entscheiden, ob der Operator C 
positiv ist; jedoch ist es leicht, einfache hinreichende Bedingungen dafür zu 
geben: Der Operator C ist positiv, wenn «<0, 8> 0 ist, wobei mindestens 
eine der Konstanten & oder 8 von Null verschieden sei. Wenn zum Beispiel 
>09 und« = —y, wo y>0 ist, dann ist 


" du\? 
(Cu, u) = iR (2) de + Bur(t) + yu2(0) >0 
0 j “ j 


Wenn (Cu, u) = 0 ist, dann ist leicht zu sehen, daß «(0) = 0 und Fr =( sein 


muß. Aus der letzten Gleichung folgt, daß u(x) = const ist; da aber u(0) = 0 
ist, so ist offensichtlich v(z) = 0. 

Wenn beide Konstanten & und f gleich Null sind, dann ist der Operator nicht 
positiv. Denn in diesem Falle nehmen die Bedingungen (2) die Form 


0) = w(l) 0 8) 


1 
(Cu, u) - [(E) 
0 3 


Die Funktion u = 1 erfüllt die Randbedingungen (3) und liegt deshalb im Defini- 
tionsbereich des Operators C; dabei ist (lv, u) = 0. 

Wir betrachten ein komplizierteres Beispiel. Möge A den Et Operator 
bezeichnen, und mögen die seinen Definitionsbereich bildenden Funktionen der 
Randbedingung 


an; außerdem ist 


genügen, wo S der Rand des Gebietes 2 ist, in welchem die Funktionen u de- 
finiert sind. Wir zeigen, daß der Operator —/ bei diesem Definitionsbereich 
positiv ist. Es gilt 


m (du\? OU, 
(Au = [uanan= [3(Ge) 40 fr: as; 
2 2 5 Ss 


hierbei haben wir die Formel 9 des $ 2 benutzt. Nach en (4) verschwindet 
das Oberflächenintegral, und wir erhalten 


(Ama) = [3 (52) 4220. (5) 


i=1 
2. 
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Dabei ist, wenn (— Au, u) = 0 ist, notwendigerweise u =0, da die Funk- 
i 


tion unter.dem letzten Integral nicht negativ ist. Dann aber ist u = const, und, 
wegen der Randbedingung (4), u =. 

Wir wollen jetzt versuchen, die physikalische Bedeutung des Begriffes ‚‚posi- 
tiver Operator‘ zu klären. Dazu betrachten wir eine am Rand eingespannte Mem- 
bran, die sich unter der Wirkung einer statischen senkrechten Belastung durch- 
biegt. Die Membran möge im unbelasteten Zustand das Gebiet Q.der xy-Ebene 
einnehmen und u (x, y) möge die Durchbiegung der Membran bezeichnen. Mit 7 
bezeichnen wir die Spannung der Membran und mit q die Querbelastung, bezogen 
. auf die Flächeneinheit. un) genügt die Durchbiegung der Membran der 
zn 

I 4 
4u=4; | 9 
der Umstand, daß der Rand der Membran eingespannt ist, wird durch die Rand- 
bedingung (4) ausgedrückt, worin S jetzt den Rand der Membran bedeutet. Auf 
der anderen Seite unterscheidet sich in unserem Fall der Ausdruck 


[ARTE 


nur durch einen konstanten Faktor von der potentiellen Deformationsenergie 
der verbogenen Membran.?) Jetzt wird klar, daß beim Problem. der statischen 
Ausbiegung einer Membran die Positivität des Operators — A die physikalisch 
selbstverständliche Tatsache ausdrückt, daß die potentielle Energie bei der De- 
formation einer irgendwie ausgebogenen Membran positiv ist, anders ausgedrückt, 
daß es unmöglich ist, eine Membran zu verbiegen, ohne dazu Energie aufzuwenden. 

Zahlreiche Beispiele (mehrere davon werden in diesem Buch behandelt) lehren 
folgendes. Ein physikalisches System möge unter der Einwirkung einer äußeren 
Ursache, charakterisiert durch eine Funktion f(P), eine Verschiebung u(P) er- 
fahren; die beiden Funktionen seien durch die Gleichung 


Au=f 


verknüpft, wo A ein positiver Operator ist. Dann ist, wie sich wiederholt gezeigt 
hat, die Größe (Au, u) proportional der Größe der Energie, welche man aufwenden 
muß, um dem System die Verschiebung u(P) zu erteilen. Wenn das so ist, dann 
drückt die Positivität des Operators die Tatsache aus, daß es unmöglich ist, dem 
System. irgendeine Verschiebung zu erteilen, ohne dafür. Energie aufzuwenden. 

Wenn der Operator A positiv ist, dann werden wir, indem wir die besagte 


1) Die Gleichung (6) kann man leicht aus der Gleichung für die Membranschwingungen 
(SMIRNoW [2], Punkt 176) erhalten, wenn man annimmt, daß die Durchbiegung nicht 
von der Zeit abhängt. Betreffs der Ableitung der Membranschwingungsgleichung siehe 
W.I Lewın und J.I. Grossere [1] oder A.N: Tycuoxnorr und A. A. Samarskı [1]. 
Die Gleichung für statische Ausbiegung einer Membran wird auch bei S. P. Tımo- 

‚  . SCHENKO [2] abgeleitet. 

2) Siehe etwa R. CouRANT und D. Hınserr [1], Kap. IV, $ 10, S. 238. 
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physikalische Bedeutung der Größe (Au, u) im Auge haben, diese Größe weiter- 
hin als Energie der Funktion u « D, bezeichnen. 

Ein symmetrischer Operator A heißt positiv.definit, wenn für beliebige Funktionen 
u € D,die Ungleichung 


(Au, u) > yrlulß, (7) 
gilt, wo y eine positive Konstante ist. 
Beispiel. Wir betrachten den Operator 
au 
Bu=— da® 3 


wo die Funktion u(x) für 0<x<1 definiert ist und: den Randbedingungen 
4(0) = u(1) = 0 genügt. Oben haben wir gesehen, daß der Operator B positiv ist; 
wir zeigen, daß er auch positiv-definit ist. 

Da (0) = 0 ist, so gilt 


u(x) -[rua. dt. 


Auf das Integral wenden wir die Ungleichung von BunJakowskı (Formel (8,), 
$3) an. Das gibt 
E42 67 % 
wa) < [12 di [w°l)dt= a [we di. 
N 


{) ö 
Da & zwischen Null und Eins liegt, verschärfen wir die letzte Ungleichung, wenn 
wir die obere Grenze des Integrals gleich Eins setzen, also ist 


1 
2) <® [ w2(t) dt 
0) 


Wir integrieren diese Ungleichung zwischen den Grenzen Null und Eins und finden 
1 1 
1 Mn 
I dz< + [o dt. (8) 
8. {j 


Nun war nach Definition der Norm 
fe u?(a) de = eK 2 


und für den von uns betrachteten Operator B 


1 
F w'2(t) dt = (Bu, u). 
0 4 
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Die Ungleichung (8) ergibt jetzt 

| (Bu, u) > 2]ul2. 
Also ist der Operator B positiv-definit, man kann für diesen Operator y =y2 
nehmen. Im folgenden wird gezeigt, daß in vielen wichtigen Fällen die Operatoren 
der mathematischen Physik die Eigenschaft haben, positiv-definit zu.sein. 


Wir betrachten noch ein anderes Beispiel. Es sei der Operator ZL durch die 
Formel 


. gegeben. Die Funktionen u(x) e D, unterwerfen wir nur der Randbedingung 
(1) = 0. Es ist nicht schwer zu sehen, daß der Operator L "polen ist. In der Tat 
ist 


1 
(Lu, v) — (u, Lv) = £ u (= n) v 2 (e =)| dx 
Rr dv du de as dv du 
far (22er 


da für « = 0 der Faktor x? verschwindet, bei x = 1 aber die Funktionen # (x) und 
v(x). Dann ist (Lu, v) = (u, Lv),.d. h. der Operator L ist symmetrisch. Weiter ist 


1 
'd du 
- = 3 
(Eu, u) iE de (2 nn) de. 
ö 


Wir integrieren partiell und finden bei Beachtung der Bedingung #(1) = 0, daß 


Base (2)@ :>0 


ist. Wenn (Lu, 4) = 0 ist, dann ist rn =0, u= const, und da v(1)=0 ist, 


erhält man u = 0. Also ist der Operator Z positiv. 
Wir zeigen jetzt, daß dieser Operator nicht positiv-definit ist. Die elzeleichune (7) 
schreiben wir in der Form 


(Au, u) 
I |? 


Ze 


Daraus ist ersichtlich, daß für einen positiv-definiten Operator der zuletzt hin- 
geschriebene Quotient nicht kleiner gemacht werden kann als eine feste positive 
Konstante y?. Wenn wir zeigen können, daß man für den Operator Z den ana- 
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logen Quotienten. beliebig klein machen kann, dann’ haben wir " gleichzeitig be- 
wiesen, daß der Operator. L.nicht positiv-definit ist: 
Es sei jetzt ö eine Zahl zwischen Null und Eins. Wir setzen 


je -2% 0<2<sß, 
Wol® 0, ö<a<i. 


Die Funktion u;(z) ist bei x = 1 gleich Null und mit ihren ersten beiden Ab- 
leitungen n 0<x<1 stetig. Dann aber gehört u; zum Definitionsbereich des 
Operators L. Wir bilden den Quotienten 


"afdu)?, Zr 4 
IE (%) x 9 [a6 — 2) da 


(Lu, w) 6 
1 
f ud 
6 


wobei wir benutzt haben, daß u, = 0 für x > ö ist und rechnen die Integrale aus. 
Man findet 


a ’ 
- Ag |? 


(6 — 2) dx 


oo © 


(Lus us) 9 


In 40 


was für hinreichend kleines ö beliebig klein gemacht werden kann. 

Wir geben jetzt eine physikalische Deutung des Begriffs „positiv-definiter 
Operator“. Die Größe der Verschiebung, die ein physikalisches System erleidet, 
werden wir mittels ihrer Norm bewerten, indem wir die Verschiebung als „groß“ 
ansehen, wenn ihre Norm groß ist, als „‚klein‘‘, wenn ihre Norm klein ist. Bei einer 
solchen Bewertung ziehen wir also sogar verhältnismäßig große „örtliche‘‘ Ver- 
schiebungen nicht in Betracht, wenn sie nur geringen Einfluß auf die Norm haben. 
Die Ungleichung (7) sagt aus, daß man einem System, für das der entsprechende 
Operator positiv-definit ist, eine große Verschiebung nur erteilen kann, wenn man 
eine hinreichend große Energie aufwendet. Wenn der Operator nur positiv, aber 
nicht positiv-definit ist, dann kann man dem System beliebig große Verschie- 
bungen unter Aufwendung beliebig geringer Einergie erteilen. 


KAPITEL 


KONVERGENZ BEZÜGLICH DER ENERGIE 


$ 7. Abschätzung der Näherung und Arten der Konvergenz. Konvergenz im Mittel 


Die direkten Methoden liefern bekanntlich eine angenäherte Lösung der Auf- 
‚gaben, auf die sie angewandt werden. Das macht es erforderlich, den Fehler ab- 
zuschätzen, den man begeht, wenn man die exakte Lösung durch die Näherungs- 
lösung ersetzt. Es werde zum Beispiel die Funktion v(P), die exakte Lösung, durch 
‚eine gewisse andere Funktion w’(P), die angenäherte Lösung desselben Problems, 
‚ersetzt. Der Fehler ist gleich |w(P) — w’(P)|. Jetzt ergibt sich die Frage nach einer 
‚Abschätzung dieses Fehlers. Wenn es sich nicht um Funktionen, sondern um 
‚Zahlen handelt, wäre die Frage einfach zu lösen. Denn wenn das Problem in der 
Bestimmung einer Zahl a bestände, wir aber den Näherungswert b dafür erhalten 
hätten, dann genügt es, die Größe |b — a| abzuschätzen, und wir werden das 
Näherungsverfahren als bestes ansehen, welches bei demselben Arbeitsaufwand 
den kleinsten Wert |jb — a| liefert. Die Differenz |w(P) — w'(P)| hat jedoch in 
verschiedenen Punkten verschiedene Werte, weshalb sie zur Abschätzung der 
Annäherung ungeeignet ist. In solchen Fällen wählt man als Maß für den Fehler 
‚gewöhnlich eine Zahl, die in bestimmter Weise mit der Funktion 1% (P) — w(P)| 
zusammenhängt. Am einfachsten ist es, die Zahl e= max|u(P) — w’(P)| als Maß 
für den Fehler zu nehmen. Wenn die Größe klein ist, dann ist die Differenz der 
Werte der Funktionen u(P) und w’(P) in jedem beliebigen Punkt des betrachteten 
Gebietes klein (sie übertrifft die kleine Größe go nicht). In diesem Falle sagt man, 
die Funktion w’(P) sei gleichmäßig benachbart zu u(P); die Zahl o kann man als 
Maß für die gleichmäßige Nachbarschaft beider Funktionen bezeichnen. So sind 


für kleine Werte von x die Funktionen x und sin x benachbart Be und es 


ist |inz— x| < ae Wenn. man sich z. B. auf die Werte |x| ze — = 0,5236 
beschränkt, dann " |sin x — x| < 0,024. Demnach bleibt bei =. zwischen 
— ] und + r der Fehler der angenäherten Gleichung sin x > x kleiner als 


6 
0,024. 


Oft ist es von Bedeutung, daß nicht nur die Funktionen selbst benachbart sind, - 


sondern auch ihre Ableitungen bis zur k-ten Ordnung; in diesem Fall eignet sich die 
Größe 


09 = max {[u(P) — w/ (Pl + Z DO u — DOW) 
= i<k 


als Maß für die Nachbarschaft der Funktionen v(P) und w’(P) oder, was dasselbe 
ist, als Maß für den Fehler der Näherungsbeziehung u = u; dabei bezeichnet D@ 
eine Ableitung i-ter Ordnung, zu summieren ist über alle Ableitungen, deren 
Oraung < R ist. Wenn die Zahl 0% klein ist, dann unterscheiden sich sowohl 
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die Funktionen selbst als auch ihre entsprechenden Ableitungen bis zur k-ten. 
Ordnung einschließlich gleichmäßig wenig voneinander. 
"Es finden sich auch andere Fälle, wo die Zahl 0 nicht das geeignetste Maß für die 
Nachbarschaft darstellt. Oft kommt:es nämlich vor, daß die Differenz der Funk- 
tionen w’(P) und v(P) zwar im allgemeinen klein ist, aber in kleinen Abschnitten. 
merklich wird. In Abb. 4 sind die Funktionen y=x und y=x + 202 e"*00% im 
Intervall von Null bis Eins graphisch dargestellt. Aus der Abbildung ist ersichtlich, 
daß sich die Kurven nur in dem kleinen Abschnitt von x = 0 bisx = 0,13 wesent- 
lich voneinander unterscheiden ; für x > 0,13 fallen die Kurven zusammen. Gleich- 
zeitig ist die größte Abweichung der Kurven ziemlich beträchtlich ; sie ist gleich: 


0,43 und liegt bei x 2 _ — 0,035. 


Vom Standpunkt der gleichmä- 
‘Bigen Nachbarschaft weichen die 
Funktionen x und x + 20x e200@° 
wesentlich voneinander ab; ob- 
gleich die Intuition einem sagt, 
daß dem durchaus nicht so ist, 
und wenn uns etwa die Fläche be- 
sonders interessiert, die durch die 
beiden Kurven begrenzt wird, so 
würden wir uns leicht überzeugen, 
daß sich die Kurven in dieser 
Hinsicht nur wenig unterscheiden. 
Denn die Differenz der Flächen- 
inhalte, die von den beiden Linien 
x begrenzt werden, ist gleich 


0 07 02 03 094 08 7 j | 
Abb.4 - [298.0 de. 
ö 


Wenn wir 40022 = t setzen, finden wir, daß die erwähnte Flächendifferenz gleich 


400 © 


1 1 
BR — = / 
€ u<m[e dt = 0,025 
ö 


10 


ist, was 5% desin Abb. 4 schraffierten Dreiecks beträgt. Wenn man die Bilder der 

"Funktionen & und x + 100 xe-190002* miteinander vergleicht, stellt sich heraus, 
daß die größte Ordinatendifferenz wie zuvor 0,43 ist, aber eine merkliche Ab- 
weichung der Kurven nur im Abschnitt 0 <x << 0,03 auftritt, während die 
Flächendifferenz kleiner als 1%, des schraffierten Dreiecks ist. Von solchen Funk- 
tionen sagt man, sie seien im Mittel benachbart; als Maß der Nachbarschaft im 
Mittel zweier Funktionen v(P) und w’(P) wählt man oft die Größe 


6% — N [u(P) — w(P)] or! — lu uf. 
2 
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Manchmal erweist es sich als notwendig, daß nicht nur die Funktionen selbst im 
- Mittel benachbart sind, sondern auch ihre Ableitungen bis zu einer gegebenen. 
Ordnung k. Dann nimmt man zweckmäßig als Maß für die Nachbarschaft die 
Größe 


5 — | [uP) - w(PPaQa+ 8 [[D@u— DO wpd av. 
2 ish 2 


Wir wollen hier nicht bei anderen möglichen Verfahren zur Abschätzung der 
Nachbarschaft zweier Funktionen verweilen; eins dieser Verfahren wird im 
folgenden Paragraphen ausführlich untersucht. 

Das Maß für die Nachbarschaft zweier Funktionen bezeichnet man oft als den 
Abstand zwischen ihnen, so daß es z. B. möglich ist, von dem Abstand der ge- 
gebenen Funktionen v(P) und w’(P) im Sinne der gleichmäßigen Nachbarschaft 
zu sprechen; er ist gleich max |u(P) — w’(P)]. Ebenso ist. es möglich, von dem Ab-. 
stand zweier Funktionen im Sinne der Nachbarschaft im Mittel zu sprechen; dieser 
Abstand ist gleich |u — «|. 

Mit dem Begriff der Abschätzung der Nachbarschaft von Funktionen steht 
in engem Zusammenhang der Begriff der Konvergenz (oder, was dasselbe ist, des 
Sirebens gegen einen Grenzwert) einer Folge von Funktionen. Es sei in beliebiger 
Weise ein Abstand zwischen Funktionen definiert. Es sei eine Funktionenfolge 
u(P), u(P),...,un(P), ... gegeben, und es existiere eine solche Funktion v(P), 
daß der Abstand zwischen den Funktionen u,„(P) und v(P) für n, — oo gegen Null 
strebt. Dann sagt man, u„(P) konvergiert (oder strebt) gegen u(P) im Sinne der 
entsprechenden Nachbarschaft. Es seien etwa die Funktionen u„(P) und v(P) im 


abgeschlossenen Gebiet Q definiert. Wenn max |w,(P) — u(P)| — 0, dann 
2 


A € 
ist w,(P) > u(P) gleichmäßig in 2. Wenn w,(P) und v(P) im Gebiet Q2 definiert 
sind und |“, — w|| — 0 ist, dann kommen wir zu einem neuen Typ der Konver- 
genz: In diesem Falle sagt man, daß im Mittel u„(P) > u(P) im Gebiet 2 ist. 
In derselben Weise wie.den Begriff der Konvergenz einer Folge kann man den 
Begriff der Konvergenz einer Reihe im Sinne der BRERTERELAEN Nachbarschaft ein- 
führen: Die Reihe i 


I u.(P) 
k=1 


'konvergiert in dem einen oder dem anderen Sinne, und hat die Funktion v(P) 
zur Summe, wenn die Folge der Teilsummen dieser Reihe in eben diesem Sinne 
gegen die Funktion v(P) konvergiert. Insbesondere kann man von gleichmäßiger 

Konvergenz einer Reihe sprechen, oder davon, daß sie im Mittel konvergiert. Wir 

glauben, daß der Leser mit dem Begriff der gleichmäßigen Konvergenz hinreichend 

vertraut ist (siehe SMIRNow [1], Kap. IV, $3). Um die Bedeutung des Begriffes 
der Konvergenz im Mittel zu erläutern, bringen wir ein Beispiel. Es sei 2 das 

Intervall. < x < 2x und f(x) eine absolut integrierbare Funktion. Wir bilden ihre 

Fovrier-Reihe 


a) m > +! (a, ecosnx + b, sin nz); (1) 
n=1 


ihre Teilsummen bezeichnen wir mit 8,(«). Bekanntlich kann die Reihe (1) für 
bestimmte Werte von z sogar divergieren, nichtsdestoweniger konvergiert diese 
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Reihe im Mittel gegen f(x), wenn diese Funktion nur eine endliche Norm hat, wo- 
von wir. uns sofort überzeugen werden. Es ist nämlich 


an 


If(« (x) |? - [yo _ 2 - 2, (a; cos k& + b, sin ka) 


2n 
2 . (>) 
= [Pod +22 Mi. 
F k=1 j 


[siehe Smmrvow [2], Punkt 147, Formeln (33) und (36)]. Andererseits ist nach der 
Vollständigkeitsrelation [Smevow [2], Punkt 147, Formel (40), und Punkt 155] 


2% 


[mode "5 + (a + bi). 
z k=1 


Ein Vergleich der beiden letzten Gleichungen zeigt, daß |f — 8,1 —0 gilt, d.h. 
S8„(2) — f(x) im Mittel. 

Wenn wir im folgenden von einer Folge von Funktionen w,„(P) sprechen, die im 
Mittel gegen eine Funktion w(P) konvergiert, setzen wir voraus, daß jede der 
Funktionen u„(P) und auch die Grenzfunktion #(P) eine endliche Norm be- 
sitzt. Den Umstand, daß u„(P) im Mittel gegen «(P) konvergiert, werden wir 
symbolisch folgendermaßen schreiben: 


Un(P) Hu (P). (2) 


Wir halten einige Eigenschaften im Mittel konvergenter Folgen fest. 


Satz 1. Ein und dieselbe Folge kann nicht gegen zwei verschiedene Funktionen im 
Mittel konvergieren. 
Wir nehmen das Gegenteil an, die Folge u„(P) möge im Mittel sowohl gegen die 
Funktion u(P) als auch gegen die Funktion v(P) konvergieren, so daß 
lim |, — w] = lim |, — v| = 0 


ıN>XO N—0X0 j 
gilt. Wir schätzen die Norm der Differenz u — v ab. Nach der Dreiecksungleichung 
ist 

iu — ®l- = ua m —- WI < la — W| + Io — %m >» 


Daraus folgt, daß le — ul=0 ist, und nach Eigenschaft a) der Norm ($3) 
uP)=v(P). 
Satz 2.1) Es sei u„(P) $ u(P), ferner v(P) eine willkürliche Funktion mit end- 


licher Norm. Dann ist 
(Un, > ® v). (3) 


t) Satz 2 werden wir den Satz von der Stetigkeit des Skalarproduktes nennen. Wir weisen darauf 
hin, daß man gewöhnlich den etwas schärferen Satz 1 von $ 43 so nennt. 
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Zum Beweis schätzen wir die Differenz 
ind) — (u, 0) = (dm — u, 0) 
ab. Nach der Ungleichung von BUNJAKOWwsKI ist 
| |, 0) — (u 01 < In — ul lol. 


Der erste Faktor rechts strebt gegen Null auf Grund der Definition der Konvergenz 
im Mittel, während der zweite Faktor koristant ist. Damit ist der Satz bewiesen. 

Man kann dem Satz 2 noch eine etwas andere Form geben, die für manche 
Untersuchungen geeigneter ist. Wir betrachten die im Mittel konvergente Reihe 


ZalP=up, ©) 


on-1 
u„(P) seien ihre Teilsummen, so daß 


Rn 


wPA=N ap; m) ulP) 


ist. Nach Satz 2 ist 


N 
(Un: v) 7 > (9%) == (w, v) 
Nn—& 


oder, was dasselbe ist, 
[0,2 


2 (Pm v) 7 (u, v). 


n= 


Berücksichtigt man die Definition der skalaren Multiplikation [Formel (1), $ 2], 
so kann man der letzten Beziehung die Form 


N [on{P) v(P) d@ = [u(P)v(P)dQ (5) 
2 2 R 


geben. Nunmehr kann man Satz 2 folgendermaßen formulieren: 
Eine Reihe, die im Mittel konvergiert, darf man nach gliedweiser Multiplikation 
mit einer beliebigen, eine endliche Norm besitzenden Funktion gliedaeise integrieren. 
0 Es sei » ein willkürliches Teilgebiet des Gebietes @. Das Volumen (bzw. den 
Flächeninhalt oder die Länge, wenn das Gebiet 2 zwei- oder eindimensional ist) 
des Gebietes » bezeichnen wir mit |»|. Wir wählen eine Funktion v(P), indem wir 


1 
v(P)=} jo|’ 
0, Pe2-—-o 


Pew, 


setzen. Die Funktion v(P) hat eine endliche Norm 


I = ([eiPaal" = 
i 2 
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Wir setzen das in (3) ein. Wir erhalten 


(Un, © = [tP) P)d2 = [we at wir )v(P)dQa 


Das letzte Integral verschwindet, da v(P) = 0 auf 2 — w ist. Daraus folgt 


(m, v) = I 1„(P).»(P) 40 =, un(P)dQ 


fi v,= uf“ u(P)d2. 


Bi 
fan 


bedeutet den Mittelwert der Funktion y(P) in dem Gebiet w. Bei der genannten 
Wahl der Funktion »(P) führt Satz 2 auf folgendes: 

Wenn eine Folge im Mittel konvergiert, dann konvergieren die Mittelwerte der 
Glieder der Folge gegen den. entsprechenden. Mittelwert der Grenzfunktion. 

Dieser Satz spielt in der mathematischen Physik eine wesentliche Rolle. Es 
handelt sich um folgendes. Wir sind es gewöhnt, viele physikalische Größen als 
Funktionen eines Punktes zu betrachten, jedoch ist es unmöglich, die Werte 
solcher Größen in einem einzelnen Punkt unmittelbar zu messen: Die Messung 


Analog erhält man 


Der Ausdruck 


. liefert nur Mittelwerte dieser Größen für ein gewisses kleines Gebiet, das den be- 


treffenden Punkt enthält. Wenn wir also die Temperatur auf der Oberfläche eines 
ungleichmäßig erwärmten Körpers messen, dann kann diese Messung nicht die 
Temperatur in einem Punkt der Oberfläche liefern; sie kann nur einen Mittel- 
wert für die Temperatur eines bestimmten Teils der Fläche ergeben. Dasselbe gilt 
für die Messung von Deformationen mittels eines Tensometers oder für die Be- 
stimmung der Spannungen auf der Oberfläche eines Körpers, der unter der Wir- 
kung äußerer Kräfte steht, und in einer Reihe anderer Fälle. Man kann behaupten, 
daß eine Messung ganz allgemein nicht die Werte physikalischer Größen in einem 
Punkt gibt, sondern die Mittelwerte dieser Größen für ein kleines Gebiet, und daß 
es für praktische Erfordernisse ausreicht, die Mittelwerte der Größen zu kennen. 
Wie wir unten sehen werden, erlauben es die Variationsmethoden, die gesuchten 
Größen im Mittel anzunähern ; aus unserem Satz folgt, daß die direkten Methoden 
es gestatten, Näherungswerte der gesuchten Größen zu bestimmen mit einem 
Fehler, der dem absoluten Betrag nach beliebig klein gemacht werden kann, was 
für praktische Zwecke völlig, ausreichend ist. 

Manchmal ist es nötig, einen allgemeineren Konvergenztyp einzuführen. 

Es sei o(P) eine nichtnegative Funktion. Wir wollen sagen, 9, (P) konvergiere 
für n — 00 gegen p(P) im Mittel mit der Belegung o(P), wenn 


im [o(P)lan(P) - (PA)? d2=0 


Nn>@Q 


gilt. 
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Alles hier. über die Konvergenz im Mittel Gesagte läßt sich auf die PO DE 
im. Mittel mit einer Belegung o(P) ausdehnen. 


Satz 3. Wenn u„(P) # u(P), dann gilt. |u. | — lul. 

Wir haben |u„ — u] — 0. Nach der Dreiecksungleichung ist | jw,„1 — l#|.| < 
iu, — ul. Daraus folgt | | — Iul| —0 und |w„| > el. 

Man. kann Funktionen betrachten, die nicht in einem Gebiet definiert sind, 
sondern auf irgendeiner Fläche (oder auf einer Linie); für solche Funktionen defi- 
nieren wir ebenfalls die Konvergenz im Mittel. Es seien etwa die Funktionen : 
#{Q) und w„(Q),n=1,2,... auf einer gewissen Fläche S definiert (Q ist ein ver- 
änderlicher Punkt dieser Fläche). Wir sellen sagen, daß u,(Q) 3 u(Q) auf der 
Fläche 8, wenn alle Integrale 


fe@as; [w@)ds, n=12,... 
Ss S 


F 


existieren und wenn 
[eo — 1% (Q)]? 48 > 0 
Ss NnoX 


gilt. 

Alles bisher über die Konvergenz im Mittel Gesagte kann ı man auch auf diesen 
Fall übertragen. 

Um das Verhältnis zwischen der Konvergenz im Mittel und der gleichmäßigen 
Konvergenz besser verständlich zu machen, betrachten wir ‚folgendes Beispiel. 

Die Reihe 


re (6) . 


konvergiert gleichmäßig, z. B. im Intervall O<x<{ x. In der Tat ist 


cos Nzt 


m? 


na 


&: 1 
und die Beihe 2 e konvergiert; die gleichmäßige Konvergenz der Reihe (6) 
=1 


ergibt sich Ss dem WeEreRsTRAssschen Kriterium (Smerwow [1], Punkt 147). 
Erst recht konvergiert die Reihe auf dem erwähnten Intervall im Mittel. 

Vergleichen wir die Schnelligkeit der gleichmäßigen Konvergenz und der Kon- 
vergenz im Mittel der Reihe (6). Zu diesem Zwecke schätzen wir den absoluten 8 
Betrag und die Norm des Bestes 


©  COINE , 
By = F 
n=N+1 WM. 


ab; ersteres charakterisiert die Schnelligkeit der gleichmäßigen Konvergenz, 
letzteres die Schnelligkeit der Konvergenz im Mittel. Wir haben 


x 1 
Hr. 3,5: 


n=N+1®% 


4 Variationsmethoden 
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das Gleichheitszeichen ist möglich, es wird bei x = 0 angenommen. Unter Ver- 
wendung. des Integralkriteriums für die Konvergenz von Reihen (Smrxow [1], 
Punkt 122) findet man leicht, er 


® 1 _ fän 
re ey 
N-+1 


gilt, und demnach mindestens bei » = 


1 . 
FHT ” 


on ©  cosn«]? 
(Ey I r ik 


{) 


Ferner ist 


oder, da cos nx eine gerade Funktion ist, 


IRrl? = +/[3 3 z ja 


Nach der Vollständigkeitsrelation (Smirwow [2], Punkt 147 und Punkt 155) ist 


% Eu 1 
ee En, 
I vl 2 BR n* 


Wir wenden erneut das Integralkriterium für die Konvergenz von Beihen an und 
erhalten 


Pdn a 1 
Bee Al en 
[By <3 [5 en R 
N 
und schließlich 
IRyl < np Sn | (&) 


‘ Die Formeln (7) und (8) besagen, daß die Konvergenz im Mittel im allgemeinen 

schneller ist, als die gleichmäßige Konvergenz. Diese Feststellung, die wir auf 
ein spezielles Beispiel gegründet haben, hat tatsächlich allgemeinen Charakter. 
Insbesondere zieht die gleichmäßige Konvergenz stets die Konvergenz im Mittel nach 
sich. So konvergiere etwa Un (® x) —ule) gleichmäßig im Intervall a <a<b. 
Das bedeutet, daß man bei einem vorgegebenen &> 0 ein solches N(e) finden 
kann, daß fürn > N 


er; 


12 (8) — ul@)| < se 


8 
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wird. Wenn wir diese Ungleichung quadrieren und integrieren, finden wir, daß 


5b 
[Tunte) — u@)P de <> 


a 


oder u, — ul<es, > N (e) ist, was bedeutet, daß u, > % gilt. Die entgegen- 
gesetzte Feststellung ist nicht richtig: Eine im Mittel konvergente Reihe braucht 
nicht gleichmäßig zu könvergieten. So hat die FourIER-Reihe der Funktion 


In2 


sin 3 die Form 


In 2. 


1-2 = 9) 
3 no 


sie konvergiert z.B. im Intervall -a<x<xr im. Mittel, da die Funktion 


in 2 |sin > eine endliche Norm besitzt. Die Reihe (9) konvergiert in dem ge- 


nannten Intervall aber nicht gleichmäßig. Noch mehr, diese Reihe divergiert bei 
x = 0 sogar. 
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Im. vorliegenden Paragraphen wird noch ein anderer. Konvergenztyp unter- 
sucht, der mit einer neuen Auffassung ‚des Maßes der Entfernung zweier 
Funktionen’ zusammenhängt. Der neue Typ von Konvergenz spielt in der Theorie 
der Variationsmethoden eine wichtige Rolle. 

Wir betrachten einen positiven Operator A und seinen Definitionsbereich D,. 
Wenn A ein Differentialoperator ist, wie das schon oft der Fall.war und wie es 
auch im folgenden sein wird, dann wollen wir annehmen, daß die Funktionen, die 
zu D, gehören, stetig sind und die nötige Zahl von stetigen Ableitungen in einem 


abgeschlossenen Gebiet 2 = 2 + 8 besitzen. Genauer, wenn k die Ordnung des 
Operators A ist, d. h. die Ordnung der höchsten in A auftretenden Ableitung, dann 
nehmen wir an, daß die Funktionen aus D, selbst und ihre Ableitungen bis zur ' 
Ordnung k — 1 einschließlich in 2 stetig sind, die Ableitung %-ter Ordnung im abge- 
schlossenen Gebiet 2 mit möglicher Ausnahme von höchstens endlich vielen 
Punkten, Linien und Flächen, stetig ist und eine endliche Norm besitzt. Es ist 
leicht zu sehen, daß dann auch Au eine endliche Norm hat, wenn # e D,. Außer 
den genannten Stetigkeitsbedingungen sollen die Funktionen aus dem Defini- 
tionsbereich eines Differentialoperators auch den Randbedingungen des jewei- 
ligen Problems genügen. 
Bezüglich dieser Bedingungen machen wir folgende Annahme: Wir nehmen an, 
daß die Randbedingungen homogen sind, d.h. so beschaffen, daß ihnen jede 
Funktion genügt, welche identisch gleich Null sowohl auf dem Rand 8 selber, als 
auch in allen Punkten des Gebietes 2 ist, die hinreichend nahe bei 8 liegen. 
Wenn wir im folgenden das Definitionsgebiet dieses oder jenes Differential- 
operators beschreiben, werden wir die Stetigkeits- und Differenzierbarkeits- 


4x* 
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eigenschaften nicht besonders erwähnen, da wir sie als selbstverständlich voraus- 
setzen und nur die Randbedingungen formulieren. 

Es seien « (P).und v (P) zwei Funktionen aus D,. Als Maß für die Entfernung 
dieser Funktionen nehmen wir die Quadratwurzel aus der Energie ihrer Differenz. 
Der Kürze halber bezeichnen wir die Quadratwurzel aus der Energie einer be- 
liebigen Funktion u(P) e D, durch lu, so daß 


lul = Y(Au, u) (i) 


gilt. Dem Gesagten entsprechend verwenden wir als Maß für die Nähe Sa die 
Entfernung) der Funktionen u(P) und v(P) die Größe 


lu — vi = YA — 2,0 — 0). 


Die Größe Iu| wollen wir Norm der Energie der Funktion w(P) nennen. Der Sinn 
dieser Benennung wird unten auseinandergesetzt. 
Wenn die Rolle des Operators A hervörgehoben werden soll, werden wir lul, 
statt ul schreiben. 
Der neue Entfernungsbegriff für Funktionen führt, wie in $7 bereits ange- 
kündigt, zu einem neuen Konvergenzbegriff für Funktionen. Es seiu(P) e D, und 
ü(P)eD,r=1,;2,.... Wir wollen sagen, eine Folge u„(P) konvergiere bezüglich 
dr Energie gegen u(P), wenn lu, — ul —0 gilt. 


R-—>7X 
Den Umstand, daß v„(P) gegen u(P) bezüglich der Energie konvergiert, werden 
wir symbolisch wie folgt schreiben: 


%(P) > u(P). 


Es muß hervorgehoben werden, daß die Begriffe der Energie, der Konvergenz 
bezüglich der Energie usw. die nötige Klarheit erst erhalten, nachdem der ent- 
sprechende positive Operator A angegeben wurde. 

Aus der Definition ergibt sich unmittelbar der. 


Satz 1. Wenn der gegebene Operator positiv-definit ist, und u, 5 u gilt, dann gilt 
gleichzeitig un u. 

Denn wenn A ein positiv-definiter Operator ist, dann gilt für eine beliebige 
Funktion v{P) eD, die Ungleichung (Au, u) > y? |w|? oder in den neuen Be- 
zeichnungen 

ul>y|ul, ueD,;. (2) 


Wenn wir hier « durch u, — u ersetzen, erhalten wir 


' 
In — |< lu, — ul 0. 
Y 


N—0X 


“ Die im vorigen Paragraphen untersuchte Konvergenz im Mittel stellt einen 
Spezialfall der Konvergenz bezüglich der Energie dar. Es es für den Operator 
A den identischen Operator E zu setzen; dann ist (dw, u) = (u, u) = lwl},. 
folglich Iul = |w|| und die Bedingung lu, — ul — 0 für die Konvergenz bezüglich 
der Energie ist identisch mit der Bedingung |w,—u| —0. Einen anderen 
Spezialfall der Konvergenz bezüglich der Energie bildet die Konvergenz im 
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Mittel mit einer Belegung, wenn die Belegung o(P) entweder überall von Null 
verschieden ist, oder nur auf einer endlichen Zahl von Punkten, Kurven und 
Flächen verschwindet. Um sich davon zu überzeugen, genügt es, den Operator A 


wie folgt zu wählen: 
Au=co{P)u(P). 


Wir betrachten ein weniger Sieg Beispiel. Es sei‘ B der in s5 eingeführte 
Operator, so daß 
Bus RU ee u) = ul) =0 
dx? ’ » { 


ist. Für diesen Operator gilt, wie wir gesehen haben, 
1 
Iul? = (Bu, u) = [ w*(a) de 
Ö 


Die Konvergenz bezüglich der Energie bedeutet in diesem Falle 


1 
[Tur(a) — we)? dx —0, | (3) 
[1] : 3-09 
d.h. daß die ersten Ableitungen der Funktionen u,(x) im Mittel gegen die erste 
Ableitung der Funktion u (x) konvergieren. In $ 6 wurde gezeigt, daß B ein positiv- 
definiter Operator ist; aus Satz 1 ergibt sich, daß mit u„(x) 5 v(x) gleichzeitig 
auch u„(x) # u(x) gilt. Leicht kann man zeigen, daß in dem betrachteten Beispiel 
gilt: w„(2) > wu(x) gleichmäßig im Intervall O<x<1. Zum Beweis bemerken 
wir vor allem, daß aufGrundder Randbedingungen u, (0) — % ( 0) =Oist,und deshalb 


An (x) — ua) = [Turl) — w(t)] di 
| ! | 


“gilt. Das Integral schätzen wir nach der Bunsakowskischen ‚Ungleichung ab, 
indem wir die Eins als einen Faktor des Integranden nehmen. Das ergibt 


Ya "a 
|un (2). — u(x is {fe al eo ) — ut oral 
fe 4, Ua 
— Ya 1 [wi — wor al < 1 fun — w (mp al 
0° 0 


Der letzte Ausdruck hängt nicht von x ab und strebt wegen der Bedingung (3) 
gegen Null. Nach dem bekannten Kriterium von WEIERSTRASS!) konvergiert 
- Un (&) > u(x) gleichmäßig. 

1) Siehe Smmwow [1], Punkt 147, wo das Kriterium von WEIERSTRASS für Reihen gegeben 
wird. Dem Leser wird es nicht schwerfallen, ein analoges Kriterium für Folgen zu formu- 
lieren und zu beweisen. 
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Als zweites Beispiel betrachten. wir den Operator —A (4 ist der LAPLAOR- 
Operator), der für alle auf dem Rand 8 eines Gebietes Q verschwindenden Funk- 
tionen definiert ist. Wir haben gesehen ($6), daß dieser Operator positiv ist. 
Unten (siehe $ 22) wird gezeigt, daß er auch positiv-definit ist, Die ne einer 
Funktion u(P) e D-ı ist gleich (vgl. $ 6) 


2 5 = ou 
ul? = (— Au, u) J& (2) 20. 


Wenn u„(P) > u(P),.dann heißt das im vorliegenden Fall 


m (du, ou\? 
193 ( & 5) vi 
2 


"Daraus ergibt sich leicht 
ou, .0u\?. 
In = =) en 2: = 1, 2, .., M. 
2 


Also bedeutet im vorliegenden Fall die Konvergenz bezüglich der Energie, daß die 
ersten Ableitungen der Funktionen «,(P) im Mittel gegen die entsprechenden 
ersten Ableitungen der Funktion v(P) streben. Aus der Tatsache, daß der Ope- 
rator — A positiv-definit ist, ergibt sich infolge von Satz 1, daß u„(P) für das 
Gebiet 2 im Mittel gegen w(P) konvergiert. Auch folgende schärfere Behauptung 
ist richtig: Im hier betrachteten Fall folgt aus der Beziehung u„(P) $ u(P), daß 
un(P) gegen u(P) im Mittel konvergiert auf einer beliebigen stückweise glatten 
Fläche (bzw. Kurve, wenn das Gebiet @ eben ist), die ganz in 2 gelegen ist; ins- 
besondere konvergiert v, im Mittel gegen « auf dem Rand des Gebietes 2. 

Wir nehmen jetzt an, daß der Operator A: von vornherein positiv ist, und be- 
trachten das Skalarprodukt (Au, v). Es hat Sinn, wenn vu e D, und v eine will- 
kürliche Funktion mit endlicher Norm ist. Wir wollen dieses Produkt unter der 
Voraussetzung betrachten, daß nicht nur w, sondern auch v imDefinitionsbereich 
des Operators A liegt.!) In diesem Falle werden wir die Größe (Au, v) das energe- 
tische Produkt der Funktionen v(P) und v(P) nennen und es mit dem Serpabal 
[%, v] bezeichnen, so daß 


Inu] = (Au,2) = [v-AudR; ueD, veD, (4) 
2 


gilt. Es ist bemerkenswert, daß das energetische Produkt dieselben Eigenschaften 
A bis D besitzt, wie das Skalarprodukt von Funktionen (siehe $ 3). Prüfen ı wir. das 
nach. Wir haben 

[d, u] = (Av, u). 


Ein Operator A, der positiv ist, ist auch symmetrisch, deshalb ist (Av, u) = (v, Au) 
= (Au,v) = [u, v], und die Eigenschaft A ist bewiesen. Die Eigenschaft B folgt 


) Insbesondere genügt v denselben. Randbedingungen wie uw. 
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aus der Linearität des Operators A, die Eigenschaften C und D aus seiner Posi- 
tivität. 

Wir bemerken noch, daß für den identischen Operator das energetische Produkt 
in das Skalarprodukt der Funktionen übergeht. 

Aus den Formeln (1) und (4) ist ersichtlich, daß das energetische Produkt mit 
der Norm der Energie ‚ebenso zusammenhängt, wie das Skalarprodukt mit der 
gewöhnlichen Norm. Durch Wiederholung der Überlegungen des $3 überzeugt 
man sich leicht, daß die Norm der Energie die Eigenschaften a) bis d) der cn 
lichen Norm besitzt. Insbesondere gilt die Ungleichung 


ia, s]| <tul- ol, | (6) 
die zur Ungleichung von CAUCHY-BUNJARKOWSKI analog ist, und ebenfalls die 
Dreiecksungleichung 

lv +ol<1ul + lol, (6) 

$ 9. Über lineare Unabhängigkeit von Funktionen 
Die Funktionen #,(P), uz(P),...., %, (P) heißen linear abhängig, wenn man kon- 


stante Zahlen «,, 4,, ..., &, angeben kann, die nicht alle verschwinden, so daß die 


Identität 
au (P)+ou%P)+-+uP)=0 .% 


erfüllt ist. Die genannten Funktionen heißen linear unabhängig, wenn die Identität 
(1) nur mit 
== er =Wm=0 


erfüllbar ist. Die Begriffe der linearen Abhängigkeit bzw. Hnearen Unabhängigkeit 
sind dem Leser z.B. aus der Theorie der gewöhnlichen linearen Differential- 
gleichungen bekannt (SMIRNoWw [2], Punkt 26). Bekannt ist auch das Kriterium 
für die lineare Unabhängigkeit von Funktionen, daß im Nichtverschwinden ihrer 
Weroxskischen Determinante besteht. Im vorliegenden Paragraphen geben wir 
ein anderes. derartiges Kriterium an, das für die folgenden Untersuehungen 
wesentlich besser geeignet ist. 

Satz 1. Die Funktionen u, (P), u(P), ..., un(P) seien in einem gewissen Gebiet 2 
. gegeben und mögen im Definitionsbereich eines gewissen positiven Operators A liegen. 
Damit die genannten Funktionen linear abhängig sind, ist notwendig und hinreichend, 
daß die Determinante _ & Sup 
[u,, u] [u1» ug), Dr [u,, Un) j 
Bee o 

[%n,% ], [Uns bg» -.., [%n, Un] 

gleich Null ist. 

Die Determinante (2) heißt GrAanusche Determinante der Funktionen u,,%3,-.-,Un- 
Wir erinnern daran, daß 


[u] = (Au, u) = far AwdQ 
h 2 


das-energetische Produkt der Funktionen v,(P) und u,(P) ist 
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Beweis: 1. Die Funktionen u, (P), %(P), ..., %,(P) seien he en Dann 
existieren Konstanten a,, Qs, ..., 4, die nicht sämtlich gleich Null sind, so daß 


au (P) +azu(P) + An un(P) =0 


gilt. Beide Seiten dieser Gleichung multiplizieren wir energetisch mit u,(P), wo k 
irgendeine der Zahlen 1, 2,...,» ist: 


[ag u] aı + [ur up] a + + [, Un] Un =0. 


Wenn man k die Werte 1, 2, Ks ., % erteilt, erhält man das Gleichungssystem 
[%, u], + [a %lag + + [a un] an = 0, 


[%2, U] @ı + [2 Up] a9 + + [% Un] an = 0, (3) 


[pn %] a + [Un; Up] + + [Un Un) = 0, 


das man als System von n homogenen Gleichungen mit den n Unbekannten a,, a., 
...,, auffassen kann. Wie wir wissen, besitzt dieses System eine Lösung, in 
welcher nicht alle Unbekannten verschwinden, deshalb ist die Determinante dieses 
Systems gleich Null, und das ist gerade die Gramsche Determinante der Funktionen 
Us Un... Un: 

2. Die Determinante (2) sei gleich Null. Wir bilden das System (3). Es hät eine 
Lösung, in der nicht. alle Unbekannten «a, gleich Null sind. Wir wollen unter 
&1, 5 ..., dm eben diese Lösung verstehen. Wir setzen 


Au + Age + + WIRT N, 


nach Eigenschaft B des Skalarproduktes!) kann man die Gleichungen (3) in der 
Form 


er et 


z interle: Wir snulepheiefen die erste Gleichung mit a,, die zweite mit ds USW. 
Die erhaltenen Gleichungen addieren wir. Wiederum infolge der Eigenschaft B 
kann man dem Ergebnis die Gestalt [v, u] = 0 geben. Nach Eigenschaft D des 
Skalarproduktes ist u = 0, was zu beweisen war. 

Aus Satz1 folgt sofort, daß einenotwendige und hinreichende Bedingung für die 
lineare Unabhängigkeit von Funktionen darin besteht, daß ihre Gramsche Deter- 
minante von Null verschieden ist. 

Wir betrachten den: Spezialfall, daß A der identische Operator: ist. Die Be- 
dingung, daß die Funktionen im Definitionsbereich D, des Operators liegen sollen, 
geht dann einfach in die Bedingung über, daß diese Funktionen eine endliche 
Norm haben müssen; das energetische fällt mit dem skalaren Produkt zusammen. 

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 1 erhält man dann den 


1) Wir erinnern daran, daß die Eigenschaften A bis D des Skalarproduktes auch für das 
energetische Produkt gelten. . 


OD 
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. Satz 2. Damit die Funktionen u,(P), u(P), :.., Un(P), die eine endliche Norm 
besitzen, linear abhängig sind, ist notwendig und hinreichend, daß die Determinante 


(ü; %ı); (U; Us), weg (u; Un) 
ee “ 
(Uns U); (Un, Us) (Un; U,) 


gleich Null ist. 
Infolge der in $5 getroffenen Beschränkungen haben Funktionen, die im 
‚Definitionsbereich eines beliebigen positiven Operators liegen, in jedem Falle eine 
endliche Norm, deshalb kann man die beiden Sätze des vorliegenden Paragraphen 
auf solche Funktionen anwenden. 
Zum Schluß bemerken wir, daß die identisch verschwindende Funktion mit 
jeder beliebigen anderen Funktion zusammen linear abhängig ist. 
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Zwei Funktionen heißen orthogonal im Gebiet 2, wenn ihr Skalarprodukt 
bezüglich dieses Gebietes gleich Null ist. So sind die Funktionen sin x und cos x 
im Intervall 0.< x < 2 orthogonal, da 

2” 
[sin x cos « de —0 
MN 


ist. Ebenso sind die Funktionen x? — y? und xy im Kreis x? — y?< 1 orthogonal, 
da 


1 2 
Ro un 
ary<i 


, Ist. Zur Berechnung des Integrals Ballen wir durchz = 0c089, y=osin® Par: 
 koordinaten eingeführt. 

Die Orthogonalitätseigenschaft der trigonometrischen Funktionen spielt eine 
wichtige Rolle in der Analysis — sie wird beim Aufbau der Theorie. der FouRIER- 
Reihen verwendet. In diesem Paragraphen werden Orthogonalsysteme allge- 
meinerer Form betrachtet. 

Wir führen noch den Begriff der normierten Funktion ein. So wird eine Funktion. 
genannt, wenn ihre Norm gleich Eins ist. _ 

Eine endliche oder unendliche Folge von Funktionen wird ein Orthogonalsystem 
genannt, wenn die Funktionen dieses Systems paarweise orthogonal sind. Ein 
solches System heißt darüber hinaus orthonormal, wenn alle Funktionen des 
Systems normiert sind. Wenn also o,(P), p(P), -.., 9n(P) im Gebiet. 2 ein Ortho- 
normalsystem bilden, dann ist nach Definition 

, 0,k#m, 2 
B —— 1 
(Pi Im) De | 1) 


das Skalarprodukt in (1) bezieht sich auf das Gebiet 2. 
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Ein beliebiges Orthogonalsystem läßt sich leicht zu einem Orthonormalsystem 
machen; dazu genügt es, jede Funktion des Systems: durch ihre Norm zu divi- 
dieren, die wir stets:als endlich und von Null verschieden voraussetzen wollen. 

Die Funktionen eines Orthonormalsystems- sind linear unabhängig; wenn 
nämlich 9,, 9% -.., 9%" paarweise orthogonal und normiert sind, dann sind in ihrer 
Gramschen Determinante die Diagonalelemente gleich Eins, die übrigen aber 
gleich Null. Und dann wird die Grausche Determinante gleich Eins. Nach Satz 2, 
89, sind die Funktionen Ps 99 +. 9n dann linear unabhängig. 

Wmnmp=tMmR+'++ es ist und wenn die Summanden paarweise ortho- 
gonal sind, dann ist 


Pr=la+ ie + + Im. (2) 


Der Beweis dieser Beziehung, die eine eigentümliche Verallgemeinerung des 
Satzes von PYTHAGoRAS darstellt, ist sehr einfach: 


n 


91? = (9,9) = (3 Pe om) = I (Pr Pm)- 
Ei m=i k,m=1 


Wenn k == mist, dann ist (g,, 9.) = 0, und die Doppelsumme geht in eine einfache 
über, so daß 


NR 
IP? = 2 (Pr; Pr) 
k=1 
ist, was wegen der Definition der Norm 
j n 
Ip? = zZ, 191? 
ergibt. 

Die Formel (2) läßt sich leicht auch auf den Fall angehen; wo 9 die Summe 
einer unendlichen Reihe ‚orthogonaler Funktionen ist, wenn diese Reihe ı nur im 
Mittel konvergiert. Es sei 

iz zZ, Pk > 


die Reihe konvergiere im. Mittel, un die Glieder. dieser Reihe seien paarweise 
orthogonal. Wir sotzen 


Sn — 3 9» 
[zes 
so daß s, $ p. Nach dem Bewiesenen ist 
Rn 
11? = 3 191, 
k=1 
andererseits ist nach Satz 3, $7, |s„]?— |p|?. Daraus folgt 


PP =3 Ip. (2) 
Zi 
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Wenn insbesondere das System der Funktionen @,,n =1, 2,. . orthonormal ist, 
und wenn 


P=N ap .“ (3) 


n=i 


ist (die Reihe wird als im Mittel konvergent vorausgesetzt), dann gilt 


Ii= da. a). 


Nebenbei haben wir folgendes Resultät erhalten: Wenn die Reihe 


n 
DI An pn 
n=1 


wo die Funktionen @,(P) orthonormiert seien, im Mittel konvergiert, dann kon- 
vergiert notwendigerweise auch die Reihe der Quadrate ihrer Koeffizienten. Man 
kann zeigen, daß diese Bedingung auch hinreichend ist, d.h. wenn die Reihe (4) 
konvergiert, dann konvergiert die Reihe (3) im Mittel gegen eine gewisse Funktion, 
deren Norm. gleich der Summe der Reihe (4) ist. 


Beispiele. 1. Das klassische Beispiel bildet das System der Funklienen 
1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2%, ..., (5) 


die im Intervall 0 <x < 2x orthogonal sind; wegen der Periodizität der Funk- 
tionen des Systems sind sie in einem beliebigen Intervall der Länge 2x orthogonal. 
Um das System. (5) in ein orthonormiertes zu überführen, genügt es, die erste 


Funktion durch y2r zu dividieren, die übrigen durch Yx. 
2. Das System der Funktionen 


1, c08 x, cos 2x, . "3 COENE, . (6) 


ist im Interval O <a <xz orthogonal. Das zugehörige GRCHONGTHUERES System 


ist 
m 
—, = cos z, = C08 2%, ..., er COINL, ...» (6,) 
Yr 7 R4 7 


3. In demselben Intervall ist das System 
sinnz, n=1,2,... (7) 


orthogonal. Das zugehörige orthonormierte System ist 
Er 
—sinnz, n=1,2,.... (7,) 
n 
4. Im Quadrat <= <m,0 <y<ristz.B. das System 


2 
— sin mx sinny, m=1,2.., Nn=1,2,... (8) 


orthonormiert. 
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5. Die Lesenpreschen Polynome 


1 dn(ar — 1) 
Ber Dt dam i 


n—=0,1,2,... 09). 


sind im Intervall —1 < x << 1 orthogonal. Bekanntlich ist 


h3 


Pal = (Pi) je 


—i 


2 A 
2n +1’ 
deshalb wird. das zugehörige Orthonormalsystem von den Polynomen 


N Se 


gebildet. oo 

Es sei in einem gewissen Gebiet 2 das System der orthonormierten Funktionen 
9%(P),k=1,2,... gegeben, sowie eine Funktion v(P) mit endlicher Norm. Wir 
geben eine natürliche Zahl n vor und stellen folgende Aufgabe: Es sind Konstanten 
& X - ., &, so zu wählen, daß die Norm |vw — s, |, wos, (P) = &,9ı(P) 4 &sPa(P) 
+. +09 (P) ist, möglichst klein wird. Wir haben 

[07 — Sn |? = (u — Sn, % — 855) = (U, u) — 2 (U, Sn) 4 (Sn: Sn) 
= ul? — 2(u, 5) + In 1?. 


Nach den Formeln (3) und (4) ist 


2 _ 42 
Is? = 3 o%. 
K=1 


Ferner ist 
N 


(4, 8.) (u a) = 3 a,(u, 9). 
K=1 K=1 
Die Skalarprodukte 


(u, 91) = [ u(P) guP)d2 (10) 
7 


werden Fourier-Koeffizienten der Funktion u(P) bezüglich des Orthonormal- 
systems @,(P) genannt. Zur Abkürzung setzen wir 


, (u, Pr) = %, 
dann ist 
(4, 57) =2 aR073 


=1ı 
und 


lv — 51? = Il? +2 (0% — 20,0,). 
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Durch Hinzufügen und Subtrahieren der Größe a; unter dem Summenzeichen 


erhält man 


la alt= lu + I (u — an)? ah. 


Aus der letzten Gleichung ist ersichtlich, daß die Größe |u — s,|| ihr Minimum 
annimmt, wenn mana;, = a,setzt, d.h. wenn man für die Konstanten die FOURIER- 
Koeffizienten der Funktion v(P) nimmt. Dann ist 


n n 
Sn(P) = 2 Pr (P) =2 A Pı) Pr(P) (11) 
und 
n 5 
iu — 51? = Il? 2% (12) 


Die linke Seite der Gleichung (12) ist, nicht negativ; daraus folgt die wichtige 
Ungleichung 


Zw < fule. (13) 


Da man r willkürlich wählen konnte, nehmen wir n — 00. Aus der Ungleichung (13) 
folgt, daß die Reihe 


Da (14) 
ki : 
konvergiert, wobei 


Ja} < Jule ds) 
k=1 


ist. Die Ungleichung (15) trägt den Namen Bessuusche Ungleichung. 
Der formale Übergang zu n = oo in der Summe $, führt auf die Reihe 


ZamP) => (um) mlP), (16) 


die die FouRIER-Reihe oder die Orthogonalreihe der Funktion u(P) bezüglich. des 
Örthonormalsystems o, (P) genannt wird. Es ist wichtig, zu klären, unter welchen 
Bedingungen die Reihe (16) gegen die Funktion v(P) konvergiert. 

Wir führen jetzt den Begriff eines vollständigen Funktionensystems ein. Das 
System der Funktionen 9,(P),n =1, 2, ... (ob sie orthogonal sind oder nicht, ist 
‚gleich) heißt vollständig im Gebiet 2 im Sinne der Konvergenz im Mittel, wenn 
man jede beliebige Funktion mit endlicher Norm in Q@ durch eine Linearkombi- 
nation einer endlichen Anzahl der Funktionen o,(P) mit beliebiger Genauigkeit 
im Mittel approximieren kann. Diese Definition besagt also folgendes: Wenn das 
Funktionensystem o,(P) vollständig ist und: wenn u(P) eine willkürliche Funktion 
mit endlicher Norm ist, dann kann man für jede beliebige Zahl e > 0 eine solche 
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natürliche Zahl N und solche Konstanten &; &23 +... &y finden, daß 


N I! " 
lu — (6191 + 899 + + are) | = ||% — 2 020% | <e an 


gt. i 

Man kann die Definition der Vollständigkeit etwas einengen und von einem 
System, das bezüglich einer gegebenen Klasse von Funktionen vollständig ist, sprechen, 
wenn man die Ungleichung (17) für jede beliebige Funktion u(P) der gegebenen 
Klasse bilden kann. So kann man leicht zeigen, daß die Potenzen von x, 


1 DR RE PIERRE RER 


ein vollständiges System bezüglich der im Intervall a <x<b stetigen Funk- 
tionen bilden. Denn es sei etwa «(x) eine solche Funktion. Linearkombinationen 
von Potenzen sind einfach ‚Polynome. Nach einem bekannten Satz von WEIER- 
STRASS (Sumnow [2], Punkt 154) kann man eine Folge von Polynomen kon- 
struieren, die in a <x<b gleichmäßig gegen u(x) konvergiert. Daraus folgt, 
daß man nach Vorgabe eines e> 0 ein solches Polynom P(x) finden kann, daß 


lu) — Pia)| < 


a<xe<b 


DE — rn 
ist. Quadriert und integriert man von a bis 5, dann erhält man 


db. 
j (u(e) — P(e)”? de < e2 


oder |w — Pl <e, was zu beweisen war. Analog kann man zeigen, daß das 
System (6) in der Klasse der stetigen und mit der Periode 2 periodischen Funk- 
tionen vollständig ist. Sehr schwierig, wenn auch möglich, ist es, die Vollständig- 
keit der genannten Srelemueı in der Klasse der Funktionen mit endlicher Norm zu 
zeigen. 


Satz 1. Wenn das Orthonormalsystem der Finkiohen Pm(P) vollständig im Sinne 
der Konvergenz im Mittel bezüglich einer gewissen Frunktionenklasse ist, dann konver- 
giert die FOURIER-Reihe einer beliebigen Funktion u(P) der beireffenden Klasse, 


za AnPn(P) = = (m On) Pr(P); 


im Mittel gegen diese Funktion. Dabei gilt die sogenannte Vollsiändigkeitsrelation 
vu? => a =D (u, In). (18) 
n=1 n=i . ; 


Wegen der Vollständigkeit des we kann man bei vorgegebenem & eine 
Zahl N sowie Konstanten &,, &,, ...,&y finden, so daß die Ungleichung (17) gilt. 


Die Größe 


u m wird für % == (u, 9.) am. kleinsten. Deshalb ist 
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erst recht 


N 
u— 2 pr <E 


Aus Formel (12) folgt, daß die Größe |u — S,|, wo 8, = -2, AP ist, mit wach- 


sendem n abnimmt (oder mindestens nicht zunimmt), so daß 


u— Yan <s, n>N, 


= gilt. Die letzte Beziehung besagt auch, daß die FourIEr-Reihe im Mittel gegen 


die Funktion v(P) konvergiert. Die Vollständigkeitsrelation erhalten wir aus (12) 
für n— ©, wenn wir berücksichtigen, daß wegen der bewiesenen Konvergenz 
der FouRIErR-Reihe |u — 8,1 — 0 gilt. 

Wie man leicht feststellt, haben wir bei den Überlegungen des vorliegenden 
Paragraphen nur die Eigenschaften A bis D des Skalarproduktes und die Eigen- 
schaften a) bis d) der Norm benutzt. Die Tatsache, daß das Skalarprodukt das 
Integral über das Produkt zweier Funktionen darstellt, spielte keine Rolle. Wir 
können deshalb den Orthogonalitätsbegriff und die Theorie der Orthogonalreihen 
verallgemeinern, indem wir nicht das Skalarprodukt, sondern das energetische 
Produkt der Funktionen zugrunde legen. Wie wir unten sehen werden, wird uns 
diese Verallgemeinerung nützlich sein. 

Wir wollen nur Funktionen betrachten, die zum Definitionsbereich D, eines 
gewissen positiven Operators A gehören; wir führen das zugehörige energetische 
Produkt [a, v] = (Au,v) und die Norm der Energie Iul = Y(Au, u) ein. Zwei 
Funktionen heißen orihogonal bezüglich der Energie, wenn ihr energetisches Pro- 
dukt gleich Null ist; eine Funktion heißt normiert bezüglich der Energie, wenn ihre 
energetische Norm gleich Eins ist. Analog zum Vorstehenden definiert man 
Orthogonal- oder Orthonormalsysteme bezüglich der Energie. Wenn das Funk- 
tionensystem.9,(P) bezüglich der Energie orthonormiert ist, dann gilt 


0, k#m, 
1, k=m. 


[P» Im 19) 


Wenn 9=9,-+9,-+ "+9, ist, wo die Summanden paarweise orthogonal 
bezüglich der Energie sind, dann ist Ip? = I@,1? + 19,1%? + + 19,12; wenn 


PEN mn (20) 
j n=1 
und das System 9, bezüglich der Energie orthonormiert ist, dann gilt 
lo? = N an; (21) 
n=1 - , 


wenn also die Funktionen 9, bezüglich der Energie orthonormiert sind, und. die 
Reihe (20) bezüglich der Energie konvergiert, dann konvergiert notwendigerweise 
auch die Reihe (21). 
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Wenn ein bezüglich der Energie orthonormiertes System von Funktionen 
%n(P) und irgendeine Funktion v(P) € D, gegeben ist, dann kann.man das Problem 
der Bestimmung solcher Konstanten &,, &3, ...,&, stellen, daß die energetische 


‘ Norm lu — $,l, wo 8,(P) = up (P) + 03% (P) + + 0,@n(P) ist, möglichst 


klein wird. Wie früher finden wir, da 
% = 0 = [u, Pr] 


sein muß, wobei infolge der Brsseuschen Ungleichung 


ai = 3 Tu aP< lul (22) 
=1 k= 

gilt. Für die Größen [%, @x] behalten wir die Bezeichnung FOURIER-Koeffizienten 
bei. Die Reihe 


I I, gu] 9 ä (23) 
Kzi 


wollen wir Orthogonalreihe bezüglich der Energie der Funktion w(P) nennen, 
aber auch FOURIER-Reihe dieser Funktion. Analog wie früher führt man den 
Begriff eines bezüglich der Energie oder im Sinne der Konvergenz bezüglich der 
Energie vollständigen Funktionensystems ein. Es sei eine Klasse von Funktionen 
aus D, gegeben; insbesondere kann diese Klasse mit D, zusammenfallen. Das 
System der Funktionen 9,(P)e€ D, nennen wir vollständig bezüglich der Energie 
in bezug auf die gegebene Funktionenklasse, wenn bei Vorgabe einer beliebigen Zahl 
&> 0 und einer beliebigen Funktion v(P) aus der gegebenen Klasse eine solche 
natürliche Zahl N und solche Konstanten «,, &s, ..., &y gefunden werden können, 
daß die Ungleichung 


lu — (op + 89 + tal <e (24) 

erfüllt ist. Es gilt 
Satz 2. Wenn das bezüglich der Energie orthonormierte System der Funktionen 
Gn(P) (bezüglich der Energie) vollständig in bezug auf eine bestimmte Funktionen- 


klasse ist, dann konvergiert die FOURIER-Reihe einer beliebigen Funktion u(P) dieser 
Klasse, 


n=1 
bezüglich der Energie gegen diese Funktion. Dabei gilt die Vollständigkeitsrelation 
lul® = 5 fu, gl. (25) 


Wir verzichten auf einen Beweis dieses Satzes, da er Wort für Wort mit dem 
Beweis des Satzes 1 zusammenfällt. 

Wir bemerken noch folgendes: Wenn der Operator A, der die Energie bestimmt, 
nicht nur positiv, sondern auch ‚positiv- -definit ist, dann konvergiert die in Satz 2 
genannte FOURIER- Reihe sogar im Mittel. 
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da 
Beispiel. Als Operator Au wählen wir den Operator — e ‚ wobei die 
Funktionen u (z) den Randbedingungen u(0) = u{r) = 0 unterworfen seien. Dann 
ist 
el „Er; „au sr du do | "du de | 
sr EP de, dee dee 
ö ö 
und " 


Daraus ist ersichtlich, daß für unser Beispiel die. energetische Orthogonalität 
zweier Funktionen die gewöhnliche Orthogonalität ihrer Ableitungen. bedeutet. 
Wir erwähnen noch, daß hier die Konvergenz bezüglich der Energie in die Kon- 
vergenz im. Mittel der Ableitungen übergeht. 

Das System der Funktionen _ 


9 
ma = sinn n=1,2,... 


ist bezüglich der Energie orthonormiert und vollständig in der Klasse D,. Zu- 
nächst ist 


T 


2 
[Pr: 9m] = [os Nx cos mx dz = [ 
T 
ö 


0, nm, 
Il, a=m, 
so daß unser System bezüglich der Energie orthonormiert ist. Die Vollständigkeit 
in bezug auf die Energie läßt sich wie folgt zeigen. Das System (6) ist im. Intervall 


0<x<r vollständig im Sinne der Konvergenz im Mittel, und jede Funktion 
y(x) mit endlicher Norm läßt sich in eine im Mittel konvergente FoURIER-Reihe 


va) =b5 + > b„ C08 n& 


entwickeln. Wir setzen Pe = u (x), wo u(x) € D, ist. Dann ist v(0) = u(1) = 0, 
und 


1 1 
= am de = ı (ve de = u(r) — u(0) =; 
ö Ö 
daraus folgt . 
-8, b„ cosne = 5 Ban); b= Vz b„. 
Die letzte Gleichung ee daß die Ableitung einer beliebigen Funktion aus D, 
durch eine Linearkombination der Ableitungen von 9,(z) mit beliebiger Genauig- 


keit im Mittel approximiert werden kann; das bedeutet in unserem Fall, daß das 


1 2 ' 
System 9, = En ] / u sin. nx bezüglich der Energie vollständig ist. 


5 Variationsmethoden 
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Die gewöhnliche Orthogonalität ist der Spezialfall der Orthogonalität bezüglich 
- der Energie, wenn A der identische Operator ist. Einen anderen interessanten 
Spezialfall erhält man, wenn A der Operator der Multiplikation mit einer nicht 
negativen Funktion o(P) ist. In diesem Falle ist 


[u, v] = [ o(P) u(P) v(P)dQ; 
23 


die Orthogonalität der Funktionen v(P) und v(P) bezüglich der Energie bedeutet, 
daß 


gern u(P)v(P)d2 = 0 


gilt, und das ist die sogenannte Orthogonalität mit der Belegung o(P). Wir führen 
zwei Beispiele für Funktionensysteme an, die mit einer Belegung orthogonal sind. 
L. Es seien &,.,n = 1,2, ..: die positiven Wurzeln der BesseLschen Funktionen 
J,(x). Das System J,(0,,.%), n = 1, 2, ... ist im Intervall 0 <& < 1 orthogonal 
mit der Belegung x, wenn nur k > —1 ist.. 
2. Die TschzByYschewschen Polynome 


T,(&) = cos (narccose), n=0,1,2,... 


1 
Sn-i 


sind im Intervall —1 < x < 1 orthogonal mit der Belegung Teer 
—ı® 

Eine wichtige Rolle spielt in der Theorie der Orthogonalreihen das sogenannte 
Orthogonalisierungsverfahren, das zur Umwandlung einer beliebigen Folge’ 
linear unabhängiger Funktionen in ein Orthonormalsystem dient. Es sei @,(P), 
%(P),.... eine endliche oder unendliche Folge von Funktionen, die im Definitions- 
bereich eines gewissen positiven Operators liegen mögen, und die Funktionen 
PP), PP); -.-, 9%n(P) seien bei beliebigem r linear unabhängig. Wir bilden eine 
bezüglich der Energie orthonormierte Folge w,(P), w(P), ..., &n(P), ..., so 
daß bei. beliebigem n die Funktion w,(P) linear durch, @,(P), P(P), ..., @n(P) 
und umgekehrt o,(P) linear durch o,(P), ws(P), ..., &„(P) ausgedrückt wird. 

Da die Funktionen 9, (P), pg2(P), ..., 9 (P) linear unabhängig sind, ist 9, (P) = 
0 und deshalb lo, | > 0. Wir setzen 


MR), 


dann ist die Funktion o, (P) normiert. Wir nehmen jetzt an, die orthonormierten 
Funktionen o,(P), ®g(P), ..., @n-ı(P) seien bereits konstruiert. Wir setzen 


n—1 
a — Pa(P) a [Pn: 9] (P). 


Offensichtlich ist.die Funktion y,(P) orthogonal zu o,(P), ®(P), ..., &.-ı(P). 
Ferner ist y,(P) = 0, andernfalls wären die Funktionen g,(P), $s( P),. 5 Pn(P) 
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linear abhängig. Jetzt genügt es, 


Yn(P) 


en 


zu setzen. Nach Konstruktion ist die Folge w,(P), wg(P), ... bezüglich der 
Energie orthonormiert, und &,(P) läßt sich linear durch 9, (P), P&(P), ---, 9n(P) 
ausdrücken. 9,(P) seinerseits läßt sich linear durch &,(P), wa (P) ..., @,(P) aus- 
drücken: 


i n—1 
P%(P) = lyn1 &(P) +2 Ip or] @r(P). 


Wir haben das Orthogonalitätsverfahren in Anwendung auf die Orthogonalität -. 


bezüglich der Energie dargelegt. Dieses Verfahren läßt sich mühelos auch auf die 
gewöhnliche Orthogonalität übertragen; es genügt vorauszusetzen, daß der die 
Energie bestimmende positive Operator der identische Operator ist. 

Zum. Schluß des Paragraphen betrachten wir einige Eigenschaften orthogonaler 
Systeme. Der Klarheit wegen werden wir von gewöhnlicher Orthogonalität 
sprechen, obgleich sich alles ohne Änderungen auch auf die Orthogonalität be- 
züglich der Energie ausdehnen läßt. 

Ein Orthonormalsystem nennen wir vollständig in. bezug auf eine Funktionen- 
‚klasse, wenn für eine beliebige Funktion dieser Klasse die Vollständigkeits- 
relation (18) gilt. Aus Satz 1 ergibt'sich, daß die Vollständigkeit eines Systems in 
einer Funktionenklasse seine Abgeschlossenheit i in derselben Klasse nach sich zieht. 
Auch das umgekehrte gilt: Ein System, das in bezug auf eine bestimmte Klasse 


abgeschlossen ist, ist auch vollständig in bezug auf dieselbe Klasse. Denn für 


eine beliebige Funktion v(P) aus besagter Klasse gilt die Identität (18). Wir be- 
zeichnen die n-te Teilsumme der Orthogonalreihe der Funktion v (P) mit s,. Nach 
Formel (12) ist 


iu — 51? = jul? — % ax. 
i k=1 


Infolge der Vollständigkeitsrelation gilt |u — sy) Er 0. Das bedeutet, daß die 


Funktion s„, die selbst eine Linearkombination der Funktionen 9,, Ps, ---; In iSt, 
bei hinreichend großem r die Funktion u im Mittel mit beliebiger Genauigkeit 


approximiert. Da u eine beliebige Funktion der gegebenen Klasse ist, so ist das _ 


System o, in bezug auf die gegebene Klasse vollständig. 

Wenn ein Orthonormalsystem in bezug auf eine gegebene Klasse von Funk- 
tionen vollständig ist, dann gibt es in dieser Klasse keine Funktion, ‚die nicht 
identisch verschwindet und zu allen Funktionen des Systems orthogonal ist. 
Denn wenn «, eine solche Funktion ist, dann ist (u, 9) =0,n=1,2,...; nach 
der Vollständigkeitsrelation ist 


1% 1? -3 ‚wo, A? — 0 


und nach Eigenschaft a) der Norm (83) it w= (0. 
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KAPITELIII 


DIE ENERGETISCHE METHODE | 


$ 11. Ein Satz über ein minimales Funktional 


Unsere Hauptaufgabe ist die Lösung von Differentialgleichungen bei ent- 
sprechenden Randbedingungen. Wir wollen annehmen, daß die Randbedingungen 
homogen sind; die zugehörige Differentialgleichung wird dann im allgemeinen 
inhomogen sein. Wir betrachten die linke Seite der Gleichung als einen Operator, 
der auf einer Menge von Funktionen definiert ist, welche die Randbedingungen 
erfüllen. Wir bezeichnen diesen Operator mit dem Buchstaben A und finden, 
daß unsere Aufgabe in der Lösung der Gleichung 


Au= f(P) (1) x 


besteht, wo f(P) eine gegebene Funktion ist; im folgenden werden wir stets voraus- 
setzen, daß diese Funktion eine endliche Norm hat. Wir betonen.nochmals: Die 
Gleichung (1) zu lösen bedeutet, eine Funktion u({P) e D, zu finden, für die die 
Gleichung (1) identisch erfüllt ist. Der Umstand, daß die gesuchte Funktion im 
Definitionsbereich D, des Operators A liegt, bedeutet außerdem, daß diese 
Funktion die Randbedingungen des gestellten Problems erfüllt. Die Gleichung (1) 
zu lösen bedeutet also, eine der gegebenen Gleichung (meistens einer Differen- 
tialgleichung) und den Randbedingungen des Problems genügende Funktion zu 
finden. Wir werden die Gleichung (1) unter der Voraussetzung, daß der Operator A 
positiv ist, untersuchen. 


Satz 1. Wenn der Operator positiv ist, dann kann die hing Au= f nicht 


. mehr als eine Lösung haben. ' 


Die Gleichung möge tatsächlich zwei Lösungen %, und u, haben, so daß Au=f 
und Au, = fist. Wir setzen u, — u, = %. Subtraktion liefert, da der Operator A 
linear ist, A& = 0. Wir multiplizieren skalar mit © und erhalten (4%, &) —=0. 
Der Operator A war aber positiv, deshalb ist notwendig = 0 und folglich 
U Un. 

Die in den Lehrbüchern der mathematischen Physik angeführten Eindeutigkeits- 
sätze für die Lösung der wichtigsten Randwertprobleme für elliptische Gleichungen 


“ sind meistens Spezialfälle des eben bewiesenen Satzes, und der Beweis wird dort 


im wesentlichen nach demselben Schema geführt. Ebenso verhält es sich mit dem 
bekannten Kriterium von KIrcHHorF über die Eindeutigkeit der Lösung der 
Grundaufgabe der statischen Elastizitätstheorie.!) 


Satz 2. Es sei A ein positiver Operator. Wenn die Gleichung (1) eine Lösung hat, 
dann ist von denjenigen Werten, welche alle möglichen Funktionen aus dem Defi- 


1) Siehe z. B. L. 8. Leisnxsos [2]. 
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nitionsbereich D., des Operators A dem quadratischen Funktional 


F(u) = (Au, u) — 2(u, f) = [[u(P) . Au — 2u(P)f(P )]d2 (2) 
£ 2 


erteilen, derjenige am, kleinsten, welcher diesem Funktional_ durch die Lösung der 
. Gleichung (1) erteilt wird. Umgekehrt, wenn in D, eine Funktion existiert, die dem 
 Funktional (2) seinen kleinsten Wert erteilt, dann ist diese Funktion die Lösung der 
Gleichung (1). 

Satz 2 werden wir den Saiz vom Minimalfunktional nennen. 

Die Funktion %, sei die (eindeutige, infolge von Satz 1) Lösung der Gleichung (1), 
so daß Au, = f ist. Wir ersetzen in (2) fdurch Aus: 


Wir erinnern uns an das. energetische Produkt und erhalten 


(Au, u) = [wu], (Au, u) = [u %] 
und 
F(u) = [u, u] — 2[u, u]. 
Wenn wir die Größe [üy, %,] addieren und subtrahieren, erhalten wir 


Fu) = [u — u, u — u] — [%, %o] 
oder 
F(u) = lu — ul? —lul?. ; . (3) 


Daraus ist ersichtlich, daß F(w) sein Minimum dann und. nur dann annimmt, wenn 
u = u, ist; damit ist der erste Teil von Satz 2 bewiesen. Wir bemerken, daß 


min F(u) = F(u,) = — Il? = — (Au, %) (4) 
ist. 
Möge jetzt eine Funktion. u,(P) < D, existieren, die das Funktional (2) zum 
Minimum macht. n(P) sei eine willkürliche Funktion aus D, und A eine will- 
kürliche reelle Zahl. Dann ist nach unseren Bedingungen 


Fu + 4m) — Fü) 20. 


- Unter Beachtung der Symmetrie des Operators A kann man die letzte Ungleichung 
leicht auf die Form 


2). Aw — Fn) + 4A, n)> 0 


bringen. Die Fe Seite dieser Ungleichung ist ein quadratisches Polynom in }; 
es ist nicht negativ und seine Diskriminante deshalb < 0: 


UNE, (Ann) re 


Das ist nur möglich, wenn 


ist. 


Auw—fn)=0 (5) 
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Mit der. Abkürzung Au, — {P)=y(P) können wir der letzten Gleichung 
die Form 


[v(PntP) aa =0 
2 


geben. Wir müssen nun zeigen, daß y(P) = 0 ist. Wir führen den Beweis unter 
der Voraussetzung, daß die Funktion y(P) stetig ist. Wir nehmen an, daß in 
einem im Innern von 2 liegenden Punkt P, die Funktion y(P) von Null ver- 
schieden ist; es sei etwa y(P) > 0. Wegen der Stetigkeit der Funktion y(P) kann 


‘man einen kleinen Kreis ® mit dem Mittelpunkt in P, bilden, der ganz im Innern 


von 2 liegt (Abb. 5) und in welchem y(P) > 0 ist. Die zu D, gehörenden Funk- 
tionen sollen zusammen mit ihren Ableitungen bis zu einer bestimmten Ordnung 
— wir bezeichnen sie mit k — stetig sein und 
gewissen homogenen Randbedingungen auf dem 
Rand $ des Gebietes genügen. Den aufgezählten 
Forderungen muß auch die Funktion n(P) 
genügen; im übrigen ist sie willkürlich. Wir 
behalten das im Auge und wählen (P) gleich 


(P) = (R2 — r2)E+1, wenn Pem, 

7 - 0 ‚ wenn Pe2-o; 
darin bedeutet R den Radius des Kreises © und r 
den. Abstand der Punkte P und P,. Man sieht 
leicht, daß »({P) in 2 zusammen mit seinen 
Ableitungen bis zur k-ten Ordnung einschließlich 
stetig ist; 7 genügt den Randbedingungen, da sie 
homogen sind; auf $S und in der Nähe von $ ist die Funktion 7(P) = 0 (siehe $ 8). 
Aus dem Gesagten folgt, daß n(P) <eD, ist und deshalb das Integral 


Abb. 5 


[pP ntP) do =0 
2 


zum. Verschwinden bringt. Da n(P)=0 in 2 — o ist, so genügt es, über » zu 
integrieren, und, die Gleichung (5) nimmt die Form 


fvip) (m? — P)e+1dQ=0 


an. Diese Beziehung ist jedoch unmöglich, da nach Voraussetzung der Inte- 
grand nicht negativ, aber auch nicht identisch gleich Null ist. Damit ist gezeigt, 
daß y(P) = 0. sein muß, und folglich genügt u, der Gleichung (1). 

Wie wir unten sehen werden, ist in einer Reihe von Aufgaben der mathematischen 
Physik der Betrag des Funktionals (2) der potentiellen Energie des betrachteten 
Körpers proportional. In diesen Fällen behauptet der Saiz 2 die Gültigkeit des 
Minimalprinzips für die potentielle Energie. Dieser Satz erlaubt es in den er- 
wähnten Fällen, das Problem der Integration einer Differentialgleichung bei 
vorgegebenen Randbedingungen durch das Problem des Aufsuchens einer Funk- 
tion zu ersetzen, die ein Minimum des Funktionals (2) liefert; die direkten Me- 
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thoden, von denen wir später sprechen werden, gestatten es, eine Näherungs- 
lösung der letzteren Aufgabe mit verhältnismäßig einfachen Mitteln zu finden: 

Das Lösungsverfahren für Aufgaben der mathematischen Physik, welches darin 
besteht, die Integration einer Differentialgleichung :bei gegebenen Randbedin- 


gungen durch das Aufsuchen einer Funktion zu ersetzen, welche das Funktional (2) 


zum Minimum macht!), werden wir die energetische Meihode nennen, einer mehr 
oder weniger eingebürgerten Tradition folgend. 


Beispiele. 1. Wir stellen die Aufgabe, die Gleichung 


du 
Fa (6) 
bei den Randbedingungen 
u0)= ul) 0 (7) 


zu. integrieren. Unser Problem hat offensichtlich die Lösung u, = x(1 — x). Der 
Operator, der durch die linke Seite der Gleichung (6) und die Randbedingungen (7) 
bestimmt ist, ist positiv (sogar positiv-definit), infolge von Satz 2 erteilt deshalb 
die Funktion x(1 — x) dem Integral 


1 
va) (ga tu)dz a) 
R 


seinen kleinsten. Wert im Vergleich mit beliebigen anderen Funktionen, die den 
Bedingungen (7) genügen. Die Forderung, daß die Funktion u(x) die Rand- 
bedingungen erfüllt, ist sehr wesentlich. Würde man etwa u, = x(2 — x) setzen, 
was die Bedingung «(1) = 0 verletzt, so fände man F(u,) = 4/3, und es wäre 
Fu) = — 4, > Flün). 

2. Die Gleichung (6) hat mit den Randbedingungen 


(0-0, Wil) ud) =0 (9) 


die Lösung u, = 3 — x?. Der Operator — d?u/dx? ist beiden Randbedingungen (9) 
. positiv (vgl. $6). Wegen des Satzes 2 liefert die Funktion 3 — x? den Minimalwert 
des Integrals (8) in der Klasse der Funktionen, die den Bedingungen (9) genügen. 

Im Zusammenhang mit den soeben betrachteten Beispielen machen wir fol- 
gende Bemerkung. Wir integrieren in (8) partiell; unter Beachtung der Rand- 
bedingungen (9) bekommt man dann leicht 


F(u) = (wre) — 4u] de + u2(1). | = (10) 
Ö j 


Nach dem früher Gesagten ist klar, daß die Funktion 3 — x? dem Ausdruck (10) 
‘ein Minimum erteilt in der Klasse derjenigen Funktionen, die die Randbedin- 
gungen (9) erfüllen. Das Bemerkenswerte daran ist, daß im vorliegenden Falle 
letztere Bedingung entbehrlich ist: Man kann behaupten, daß die Funktion 3 — x? 
dem Ausdruck (10) ein. Minimum erteilt im Vergleich mit beliebigen Funktionen, 


it) Wir werden diese Aufgabe kurz das „‚Minimalproblem“ für das Funktional (2) nennen. 
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die im Intervall 0O<x< 1 stetig sind und stetige erste Ableitungen besitzen, 

unabhängig davon, ob die Bedingung (9) erfüllt ist oder nicht. Beweisen wir das. 
u(z) siin0 <.x< 1 stetig und stetig differenzierbar. Wir setzen ur) — Ur) = 
n(x), so daß u = u, + n ist. Wir haben 


Fu) = Fu + n) = [u 7° — Ali + 1A + Teak) + 
1 
| fer mar ao 
1) 


E 1 
He, For — 27) ET LEE di) 
{) 


Rechts in (11) ist die erste geschweifte Klammer gleich F (u,), die dritte geschweifte 
Klammer ist positiv. Wir zeigen, daß die zweite geschweifte Klammer verschwin- 
det. Wir erhalten durch Be Integration . 


f de= — ir nd + w,(1)n(t) — wz(0) n(0) 


oder, wenn wir die ae (9) benutzen, denen die Funktion u, genügt, 


fa n de = - [ww EBEN. 


"Wir setzen das in die zweite geschweifte Klammer in (11) ein und finden für diese 
Klammer den Wert 


-2 fi +2)ndz=0, 
da us’ = — 2 ist. Jetzt ist 


1 
F(u) = Fa,) 4 | [m? dx + vu 
0 


und es ist offensichtlich, daß P(u) > F(u,) ist, wenn nur n ze 0 ist. 

Die bei diesem Beispiel entdeckte sehr interessante Tatsache hängt damit zu- 
sammen, daß sich für das Funktional (8), das wir dann in der Form (10) dargestellt 
haben, die Bedingungen (9) als natürliche Randbedingungen erweisen. Die Frage 
der natürlichen Randbedingungen wird in $ 17 ausführlich erörtert. 

Der im vorliegenden Paragraphen bewiesene Satz 2 hat konditionalen Charak- 
ter: Er setzt die Existenz einer Lösung der Gleichung (1) oder (im zweiten Teil 
des Satzes 2) einer Funktion voraus, die dem Funktional F(uw) ein Minimum er- 
teilt. Wenn wir im folgenden von der Gleichung Au = f sprechen, wo A ein positiver 
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Operator ist, so setzen wir voraus, daß diese Gleichung eine Lösung mit endlicher 
Energie!) besitzt, sofern nichts Gegenteiliges gesagt ist. In 8 19 wird bewiesen, daß 
eine solche Lösung existiert, wenn der Operator A Ben definit ist und die 
Funktion f eine endliche Norm hat. 


$ 12. Darstellung der Lösung in Form einer Orthogonalreihe 


Es sei bekannt, daß die Gleichung 
Au=f(P), A) 


wo A ein positiver Operator ist und die Funktion f{P) eine endliche Norm bei 
eine Lösung u,(P) mit endlicher ‚Berge hat. Dann kann man diese Lösung auf 
folgende Weise bilden. 

‘Wir wählen eine Folge von bezüglich der Energie vollständigen Funktionen 


9 (P). Wir nehmen an, daß diese Folge auch orthonormiert bezüglich der Energie ist; 


das kann man immer erreichen, indem man nötigenfalls das Orthogonalisierungs- 
verfahren anwendet. Wir entwickeln die Funktion u,(P) in die Orthogonalreihe 


=D anpulP)i 0 = Lan pn). 


Nach Formel (4) von $8 ist 
[ig Pr] = (Aüy, On); 


nun genügt «, der Gleichung (1), deshalb ist ae hm lh, aD: und. schließ- 
lich 


up) - 34 en) PP): (2) 


Die Reihe (2) erlaubt es, die Lösung der Gleichung (1) zu bilden, da die Koeffi- 
zienten der Reihe sich auf einfache Weise durch die-bekannten Funktionen /{P) 
und »,(P) ausdrücken. Die erwähnte Reihe konvergiert bezüglich der Energie; sie 
konvergiert darüber hinaus im Mittel, wenn der Operator A positiv-definit ist. 
Beispiel. Wir betrachten das Torsionsproblem für einen Stab, dessen Grund- 


fläche das Rechteck O<x <a, 0<y<b ist. Die Torsionsfunktion y(x, y) 


genügt der Poissoxschen Gleichung _ 
1-24, | (8) 


wo @ der Schubmodul ist, 0 der Windungswinkel pro Einheit der Stablänge; die 
Funktion y verschwindet auf den Seiten = 0,2 =a,y=0, y=b des Recht- 
ecks. Wie wir gesehen haben ($ 6), ist der Operator — A positiv, wenn sein De- 


finitionsbereich aus Funktionen besteht, die auf dem Rande des Bereiches ver- _ 


schwinden. In unserem Falle wird das energetische Produkt zweier Funktionen 


1) D.b. eine Lösung, für die die Norm bezüglich der Energie lvl = y (Au, «) endlich ist. 
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u(z,y) und v(z, y) durch die Formel 
ab 
[u, v] = — [ [ vl, y) Aut, y) de dy 
06 
gegeben; demgemäß haben wir für die Norm bezüglich der Energie 


ab 
he= — [See y) Au (x, y) de dy. 
6 
Die Funktionen 


Omm(&, y) = sin I ein I, mn=1,2,3,... (4) 


sind beliebig oft stetig differenzierbar und verschwinden auf dem Band des Recht- 
ecks, sie gehören daher zum Definitionsbereich des Operators in unserem Problem. 
Sie sind orthogonal bezüglich der Energie; um das zu zeigen, bemerken wir ZU- 
nächst, daß 


mE W\. mn® . nn . m? nm? 
Aymn(y) = — (% sın sin 173 = a (= =) Pan (X; Y) 


gilt. Jetzt ist 


ab 
[mn Prs] = — [ [Emm Ayrsdady 
00 


@ db 
nm 8 LMIUR , TITEL NNY . SU 
= nn? (3 1 ) [se z— Mm da | sin = sin — ay. (5) 
ö v 


Wenn mindestens eine der Ungleichungen m == r oder n # s erfüllt ist, dann ist 
[Pmn, Prs] = 0,was gezeigt werden sollte. Wenn wrr=munds=n setzen, er- 
halten wir \ 


t 2 — 2 (b2m? + air) 
Omn!” = Ah B 


so daß das System (5) nicht normiert ist. Wenn wir 9nn(2, y) durch Io„„1 divi- 
dieren, erhalten wir das System 


2 ab MAL. NnY 
en i i 6 
Ymn (@, Y) 7 Var + a2n? en a sın b=°* ( ) 


das bezüglich der Energie orthonormiert ist. 
Nach Formel (2) wird die Torsionsfunktion durch die Reihe 


vie) = 3 (260, Yan) Inn“. 9) 0. 
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‚dargestellt. Wir berechnen die Koeffizienten dieser Reihe: 


; ab 
(209, ynn) = [[ 269 ymn(z, y) dx dy 
00 


: i -& 5 
4G0 ab MIT ._nay 
= —2d = 
e Ver) = 5 da | sn „u 
ö ö 


0 Zu - (mot - (- 1pl. 


mn V b2m?- an? 


{=} 


Daraus ist ersichtlich, daß die Koeffizienten der Reihe (7) gleich Null sind, wenn 
wenigstens eine der Zahlen m oder n gerade ist; sind diese Zahlen aber beide un- 


gerade, dann gilt j 
16a Tab 
PIERRE. . ab 


aemn b2m? -- an?" 


In (7) eingesetzt, ergibt das 


in RE TI 
REBEL I. ee EZ Do. n 
Mad a mn=1.3,5... MN (b2:m? + a?n?) " i 


Aus der allgemeinen Theorie ergibt sich, daß die Reihe (8) bezüglich der Energie 
konvergiert; wie die Formel (5) des $6 besagt, bedeutet das, daß die entsprechen- 
den Reihen der ersten Ableitungen im Mittel konvergieren. Man kann zeigen!), 
daß der Operator —A in unserer Aufgabe positiv-definit ist, daher konvergiert die 
Reihe (8) auch im Mittel. In Wirklichkeit konvergiert besagte Reihe sogar gleich- 
' mäßig. Jedoch zeigen einfache, wenn auch umfangreiche Berechnungen, daß die 
Konvergenz im Mittel der ‚Reihe (8) und der Reihen ihrer ersten Ableitungen be- 
‚deutend schneller erfolgt, als die gleichmäßige Konvergenz (vgl. den Schluß von 


87). 
$ 13. Die Minimalfolge und ihre Konvergenz 


D (u) seiein Funktional, dessen Werte nach unten beschränkt sind. Dann (SMmIR- 
xow [1], Punkt 42) existiert eine genaue untere Grenze d des Funktionals (u): . 


d = inf D(u). 


Wir führen folgende Definition ein: Eine Folge von Funktionen uw, n=1, 2, ..., 
die zum Definitionsbereich des Funktionals Ö(u) gehören, soll Minimalfolge dieses. 
Funktionals heißen, wenn lim ®(u,) = d gilt. Jetzt sei A ein positiver Operator. 
Wenn die Gleichung use) . 
| Au=f ) 


1) Siehe $ 22 und 23. 
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eine Lösung u, besitzt, dann geht das Funktional 
Fu) = (Au, u) — 2(u, f) ze Au — 2uf)dQ 


in die Form 


F(u) = lu — u, — Taole (2} 
über, wie wir gesehen haben. Danach ist klar, daß inf F(v) = min F(v) = — Iu,!? 
ist, und daß eine Minimalfolge des Funktionals F(w) durch die Gleichung 

lim F(u,) = — lu? (3) 


charakterisiert wird. 
Große Bedeutung für die energetische Methode hat der 


Satz 1. Wenn die Gleichung (1) eine Lösung hat, dann konvergiert jede. Minimal- 
folge des Funktionals (2) bezüglich der Energie gegen diese Lösung. 

Der Beweis ist sehr einfach. Wenn die Folge w„,n=1,2,.... eine Minimal- 
folge des Funktionals (2) ist, dann folgt aus (2) und (3) 


Fu.) = I, — u — ul? > — Iüpl8. 


N—X 


. Daraus ergibt sich Io, — ul —>0, d.h. w(P) > u(P). Wenn A ein positiv- 

definiter Operator ist, dann gilt gleichzeitig u, > u,. 
Der Satz 1 liegt vielen direkten Verfahren zugrunde. Um nämlich die Gleichung 

(1) zu lösen (vorausgesetzt, daß eine Lösung existiert), genügt es, für das Integral 

(2) eine Minimalfolge zu bilden; jedes ihrer Elemente bildet eine Näherungs- 

. lösung der gegebenen Gleichung. Es gibt verschiedene Möglichkeiten zur Bildung 
einer Minimalfolge. Die Existenz einer solchen Möglichkeit ergibt sich aus dem 
vorangegangenen Paragraphen: Wenn wir die Teilsummen der Reihe (2) in $12 
mit u„(P) bezeichnen, 


P=2( (F, Pr) Pr (), 


dann silt u„(P) = u(P). Ein Mangel dieses Verfahrens liegt darin, daß der 
Orthogonalisierungsprozeß ziemlich mühselig ist. Die bei weitem wichtigste 
Methode zur Bildung einer Minimalfolge ist das Rırzsche Verfahren; wir erwähnen 
noch das Verfahren von Couranr [1], das Verfahren ‚der Zurückführung auf ein 
System gewöhnlicher Differentialgleichungen‘ von L. W. KAntorowiıtzsch [1], 
und die ‘ebenfalls von L. W. KAntoRowitscH vorgeschlagene ‚Methode des 
schnellsten Anwachsens‘‘t). Die angeführten Verfahren werden in den nächsten 
Paragraphen des vorliegenden Kapitels mehr oder weniger ausführlich erläutert. 
Wir weisen noch auf die Methode der kleinsten Quadrate hin, welcher das 
Kapitel IX des vorliegenden Buches gewidmet ist. Diese Methode ist auch auf 
solche Gleichungen der Form (1) anwendbar, wo der Operator A nicht positiv 
oder sogar unsymmetrisch ist, im Falle eines positiven Operators 4 führt die 
Methode der kleinsten Quadrate jedoch auf Minimalfolgen, wie am dafür vor- 
gesehenen Ort gezeigt wird. 


1) Siehe L. W. Kantorowrsscen [1], Kap. III. 
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$ 14. Das Rırzsche Verfahren 


Das Rırzsche Verfahren ist eine der Methoden zur Konstruktion einer Minimal- 
folge. Es wurde in der Einführung an einer konkreten von Rırz selbst betrach- 
teten Aufgabe erläutert; wir geben hier eine Darstellung für allgemeinere Fälle. 

Die Lösung der Gleichung 

Au=f{P), () 


wo A ein positiver Operator: ist, führt, wie wir schon wissen, auf das Aufsuchen 
des Minimums des Funktionals 


. Fu) = (Au,u) — 2(u,f). . (2) 


Dieses letztere Problem werden wir näherungsweise folgendermaßen 1oBeu: 
Wir wählen eine Folge von Funktionen 


9(P), PP), ---, n(P); RE (3) 


die zum Definitionsbereich des Operators D, gehören; wir stellen an diese Folge 
zwei Forderungen: 

1. Die Folge (3) sei vollständig bezüglich der Energie; 5 

2. für beliebiges n seien die Funktionen pP), P(P); -.-» Pu(P) linear unab- 
hängig. 

Die Funktionen (3) nennt man nach Rıtz Koordinatenfunktionen. 

Wir bilden eine Linearkombination 


UP) = 2,am,(P) (W 


der ersten » Koordinatenfunktionen mit willkürlichen Zahlenkoeffizienten «,.. 


Wir setzen u„(P) statt v(P) in das Funktional (2) ein; das macht F(u) zu einer 
Funktion der n unabhängigen Veränderlichen a,, as, ..., @n: 


Fi) = (Saar, Sam) -2(2 00) 
j-=1 k=1 j=1 
= 3 (A9j Pr) 90 — 2% (9: N a- 5) 
„k=i1 j-1 : 


Wir wählen die Koeffizienten a, so, daß die Funktion (5) ein Minimum annimmt. 
Wie man sofort sieht, führt das auf ein System linearer algebraischer Gleichungen 
mit den Unbekannten «@,, da, ..., @&,. Die Funktion (5) wird zum Minimum bei den- 
jenigen Werten der unabhängigen Veränderlichen, welche die ersten Ableitungen 
zum Verschwinden bringen!): 


IF (%n) 

ö 4; 
1) Die Gleichungen. (6) sind bekanntlich notwendige Bedingungen für ein Minimum von F(w,). 
Jedoch kann man unter Verwendung der Positivität des Operators A zeigen, daß dem 


System (6) genügende Koeffizienten a,, a, ..., a, ein Minimum der Größe F(w,) realisieren. 
Dieselbe Bemerkung gilt demnach auch für Eigenwertprobleme ($ 32). 


=0; i=1,2,...,n. (6) 


\ 
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Betreffs der Berechnung der Ableitungen, die auf den linken Seiten der Glei- 
chungen (6) auftreten, bemerken wir folgendes. In a, ist die Funktion F(u,) ein 
quadratisches Polynom; sucht man die Glieder heraus, die a; in der zweiten oder 
ersten Potenz enthalten, so nimmt F(w,) die Gestalt 


F (un) = (49a 9:) a? +2 (dpi, 9) 4% + 3 (49 9:) u — 2(f, 9) + ) 
+ . ji 


an; durch die Punkte wird die Gesamtheit der Glieder bezeichnet, die «a; nicht 

enthalten. Den Ausdruck (7) kann man noch etwas vereinfachen. Zunächst ist es. 

gleichgültig, durch welchen Buchstaben wir den Summationsindex bezeichnen, 

deshalb können wir in der zweiten Summe % anstelle von 7 schreiben. Da ein 

positiver Operator symmetrisch ist, ist ferner (Ao,, 9,) = (9 Ay;) = (Ay M)> 
: und die zweite Summe in (7) erweist sich als mit der ersten identisch. So ist 


Fu.) = (App) ai + 22: (Apı Mr) 2 


Jetzt ist die Differentiation einfach: 


OF (u,) 
da, 


= 2(Ap,p)u Tr 22. (Api, 9) % — 2(h, Pi): 
FV 


Den ersten Summanden kann man unter die Summe ziehen und einfach schreiben 


= 23 (Ay Pr). a — 2(f, 9). 


Indem wir die gewonnenen Ableitungen gleich Null setzen, erhalten wir das 
System der Rırzschen Gleichungen 


N 
PA Ayd,)u=(ho) t=12%.,n. (8) 


Ausführlicher geschrieben lautet das System 


(Ayı Pı) %ı + (Apı 92) aa + + (APn.Pn) mn = (F, 9)» 
(49, 9) + ee 92 P2) Ag + + (Ayo Pr) on = (fr 92)» (81) 
(Apm Pı) + de P2) Ag + + (An Pr) An = (Fr On)» 


Man kann dem System der Rırzschen Gleichungen eine andere Form geben, wenn 
man den Begriff des energetischen Produktes benutzt; für dieses galt (Ao,, @x) 
= [9;, 9), womit das System (8,) die Form 


[p1, Pılaı + [pr P2] a + [91 Pr) m = (f, 91); . ; 
[9 £ı] 2 a Pla + + [92 Pr] &n = (f, 92)» (8;) 


een 


[9n» 9] 4 [Pr: P] “++ [On Pn] 4n = (f; Pr) 
erhält. 
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Die Determinante des Systems (8) 


[9; 9%) [91: Pal. ... [91 ; 9] 
[Pa» 9); [9»» Pal ) [P2» ®n] (9) 


[Pa Pıl: [Pn> Pal; -- > [Pr> P] 


ist die Gramsche Determinante der linear unabhängigen Funktionen 9,(P), 
9%(P), ..., 9%(P) und daher von Null verschieden. Daraus folgt, daß das System 
der Rırzschen Gleichungen stets lösbar ist, wenn der Operator A positiv ist. 
Bestimmt man die Koeffizienten a,, @,, ..., a„ und setzt sie in (4) ein, so erhält man 
eine Funktion v,(P), welche wir als Näherungslösung der Gleichung (1) nack Rırz 
bezeichnen wollen. 

Satz 1. Die Näherungsiösungen der Gleichung (1) nach Rırz bilden eine Minimal- 
folge des Funktionals (2), wenn die Gleichung (1) eine Lösung mil endlicher Energie 
besitzt. 

Zur Abkürzung bezeichnen wir den kleinsten Wert dieses Funktionals durch 
den Buchstaben d: 

d= min F(u) = — Iusl®, 


wo u, die exakte Lösung der Gleichung (1) ist. Wir bemerken, daß F(w,) > dist, 
d.h. das Rırzsche Verfahren liefert einen zu großen Wert für das Minimalintegral. 
Das folgt einfach daraus, daß u,(P) e D,, da w„(P) eine Linearkombination der 
Funktionen 9,(P), (P), ..-, 9n(P) ist, die zu D, gehören. Die Größe d ist die 
genaue untere Grenze des Funktionals F(w). Wenn e eine willkürliche positive 
Zahl ist, dann existiert nach der Definition der genauen unteren Grenze eine 


Funktion v(P) eD,, so daß d<FwW)<d+ > ist. Ferner ist die Folge @,. 


n=1,2,... bezüglich der Energie vollständig. Daraus folgt, wie wir sogleich 
zeigen, die Möglichkeit, eine natürliche Zahl n und Konstanten «,, &s, ..., &, SO zu 
wählen, daß die Ungleichung 


Fo) an Fi) < > 


erfüllt ist, wo ©, — %91 + *"" + &%,9, ist. Nach Formel (8) von $ 11 ist nämlich 
Fo) — Fo) = 19, — ul? — Io — ul? j 
= [1 — ul + lv — ul] Mon — wol — Ir — Wwl]: 
Nach der Dreiecksungieichung [Formel (6) von $ 8] gilt 


r-% -,-w<imn ev 
und . 
F(o,) — Fi) < [oz — ul + Io — ul] Io, — vl. 


Die Zahl n und die Koeffizienten &,, &, ..., &, bestimmen wir so, daß 


€ 


lv — vl < E 
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gilt; über die Zahl k verfügen wir unten. Jetzt ist 


lv,I< lvl + 


und 


Fo) — Fo) < |2Io +2 lag 4 a 2: 
Wählen, wir k so, daß 
1 & 1 
T ER +21u,1 + | < I 


E 


gilt, so. erhalten wir damit auch F(v,) — Fw) < 3 und daraus weiter 


d< Flow) < Fl) + > <irs: 


U, sei eine nach dem Rırtzschen Verfahren gebildete Funktion. Dann gilt 
dI<FWw)<Fw) oder d<FWw)<d+te. 


Für e—0 erhalten wir jetzt F(w), —d, d.h. w, rn = 1,2, ... ist eine Minimal- 
folge. 

Aus dem soeben bewiesenen Satz und dem des $ 13 über die Konvergenz von 
Minimalfolgen ergibt sich, daß die Näherungslösungen nach Rırz bezüglich der 
Energie gegen die exakte Lösung der Gleichung (1) konvergieren. Sie konvergieren 
sogar im Mittel gegen die exakte Lösung, wenn A ein positiv-definiter Operator ist. 

Wir klären jetzt das Verhältnis der exakten Lösung des Minimalproblems, die 
durch Formel (2) des $12 gegeben ist, zu der Näherungslösung u,, welche das 
Rırzsche Verfahren liefert. Jetzt sei folgender Zusammenhang zwischen den 
Funktionen 9, und », gegeben: 


Y% = 1191» 


Y%y = AyıPı  AgaPa; 


wobei alle Konstanten a,, von Null verschieden seien. Stellen wir w, in der Form 


n 
N, 
Un = > br 
k=1 
oder in der Form ; 


Un = %Pk 
k=1 
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dar, so kommen wir zu demselben Ergebnis, da der Ausdruck 
n N k N n 
> br =N b; DI Arm Pn = > Pm I, Arın dr 
k=1 k=1 m=1 m-1 k=m 


ebenfalls eine Linearkombination der Funktionen g, ist. Indem wir dies beachten, 
orthogonalisieren wir die Folge {p,} bezüglich der Energie. Um keine überflüssigen 
Symbole einzuführen, wollen wir die neuen Funktionen, die im Ergebnis des 
Orthogonalisierungsprozesses entstehen, wie vorher mit 9%; bezeichnen. Nun ist 


0, jh, 
Il, j= k, 


und das System (8) nimmt die besonders einfache Form. 


n 4, = (f P); i= 1; 2,..,% 
an. Jetzt gilt 


=> (h Pr) Pk > (11) 


d.h. die Näherungslösung des Minimalproblems, die man nach dem Riırzschen 
Verfahren erhält, fällt mit einem Abschnitt der Reihe (2), $ 12 zusammen, die die 
exakte Lösung darstellt. 

Die Näherungslösung u, nach Rırz liegt um so näher (im Sinne der Nachbar- 
schaft bezüglich der Energie) bei der. exakten, je größer n ist. Um große Genauig- 
keit zu erzielen, muß man n groß wählen, d. h. eine große Zahl von Koordinaten- 
funktionen nehmen. Das macht es notwendig, das System (8) mit einer großen 
Zahl von Gleichungen und Unbekannten zu lösen. Wegen der praktischen Be- 
handlung solcher Systeme verweisen wir den Leser auf das Buch von W.N. 
FAppesewA [4]. Wir bemerken nur, daß die Lösung des Systems (8) durch seine 
Symmetrie erleichtert wird, das bedeutet, daß die Koeffizienten [9;, 9] und 
[9%r, P;], die bezüglich der Hauptdiagonale symmetrisch sind, einander gleich sind. 


Anmerkung. Wenn das System (8) schon gebildet. ist und es aus diesem oder 
jenem Grunde wünschenswert erscheint, eine weniger genaue Näherung zu bilden, 
welche gewisse Koordinatenfunktionen nicht enthält, dann bestimmen sich die 
Koeffizienten a, dieser weniger genauen Näherung aus dem System, welches man 
aus dem System (8) durch Verkürzung erhält, d. h. durch Wegstreichen der Zeilen 
und Spalten, die den fortgelassenen Koordinatenfunktionen entsprechen. Eine 
analoge Bemerkung gilt auch bei den Eigenwertproblemen (siehe $ 32). 

Es mögen wie vorher &,(P), nr =1,2,... Koordinatenfunktionen sein, die 
bezüglich der Energie orthonormiert sind, so daß die Beziehung “y gilt. Mit der 
Abkürzung c,; = (f, y,) erhalten wir 


Un = Gi Pi Ug => Pi. 
i=1 i-1 
Wir haben schon gesehen [Formel (3) von $11], daß F(u,) = — luyl? ist. Wir 
zeigen, daß 23 
Fa.) = — lu? (12) 


6 Variationsmethoden 
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gilt, wenn u„(P) die nach dem Rırzschen Verfahren gebildete Näherungslösung 
der Gleichung (1) ist. Es gilt nämlich F(w,) = !u,1?— 2 (u,, f} und 


Ferner sind die Funktionen o,(P) bezüglich der Energie orthonormiert; nach.dem. 
in $10 Bewiesenen [Formel (20) und (21)] gilt dann 


,®= Se. 


i=1 
Daraus folgt j . 
(u, N) = lu? (13) 
und F(u,) = — lw,l?. Der Grenzübergang n — oo in (13) ergibt dann 
i (N = lm. (14) 
Das ist übrigens wegen j 
(dos D = (u, Au.) = [u “ol = Il? 


auch unmittelbar zu sehen. Aus den Formeln (20) und (21) des $10 Ieser weiter, 
daß 


ll? = B3 fe 
ii 
gilt, woraus ersichtlich ist, daß die Größe l«,„| mit wachsendem n_wächst, wobei 
ul < Ind la.1 — Iagl (15) 


Nn—X 


gilt: 
Es sein > k. Wir bereehnen die Größe lu, — 48. Wir haben 
Aare n 


Un Ur Sy a = > G Pi; 
1 ii i=k+1 


nach den Formeln (20) und (21) des $ 10 eilt 


N 
,—-w®= N 
AÄ=k+1 
oder . 
la, — 1? = lu, — Iu,l®, (16) 
und analog 
lu, — u, = 14,1? — Ir. BE (17) 


u(P) sei eine willkürliche nicht identisch ee en aus dem 
Definitionsbereich des Operators A. Die Funktion 9, (P) = u(P)/lwl ist normiert 
bezüglich der Energie. Wir betrachten o,(P) als erstes me, eines bezüglich 
der Energie orthonormierten Funktionensystems @,(P) und suchen eine Nähe- 
'rungslösung der Gleichung (1) nach dem Rirrzschen Verfahren, indem wir in 
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Formel (4) n = 1 setzen. Dann ist, wie'wir wissen, %, = Cı 95 Wo cı = (f, 91) ist, 
und es gilt 

I, > 11 = 02. 
Nun ist aber 


= (Rp) = alt 


und damit kommen wir zu der nützlichen Ungleichung 


(ar 


ul? 


2 
lu, > 


In dr Ungleichung (18) bedeutet u,(P) die exakte Lösung der Gleichung (1), 


während «(P) eine beliebige nicht identisch verschwindende Funktion ist, die im _ 


Definitionsbereich des Operators A liegt. Das bedeutet, wie wir uns erinnern, daß 
diese Funktion die nötige Zahl von stetigen Ableitungen besitzt und den Band- 
bedingungen des Problems genügt. 

Wir wenden uns nun der Frage zu, inwieweit die von uns den Koordinaten- 
funktionen. auferlegten Forderungen der Vollständigkeit und der linearen Un- 
abhängigkeit notwendig sind. Die erste Forderung ist nicht unbedingt notwendig. 
Tatsächlich besteht keine Notwendigkeit, daß jede beliebige Funktion aus D, 
durch eine Linearkombination der Koordinatenfunktionen bezüglich der Energie 
approximiert werden kann. Es genügt, daß die gesuchte Lösung eine solche 
Approximation gestattet. Dann hat man im Beweis des Satzes 1 für v eine ge- 
eignete Linearkombination der Koordinatenfunktionen zu nehmen, ‚und der 
ganze Beweis bleibt gültig. Wenn daher von vornherein bekannt ist, daß die 
gesuchte Lösung in einem Bereich liegt, der kleiner als D, ist, dann genügt es, 
daß das System der Koordinatenfunktionen in diesem kleineren Bereich vollständig 
ist. Wenn also z..B. bekannt ist, daß die gesuchte Funktion bezüglich einer ihrer 
unabhängigen Veränderlichen gerade ist, dann braucht man als Koordinaten- 
funktionen nur solche zu nehmen, die in der betreffenden Veränderlichen gerade 
sind, und es genügt, daß das gewählte System von Eooaliinaienfunlkeuonen voll- 
ständig bezüglich der geraden Funktionen aus D, ist. 

Wir untersuchen jetzt, was passiert, wenn zwar die Bedingung or Vollständig- 
keit erfüllt ist, die Koordinatenfunktionen aber linear abhängig sind. Wir nehmen 
der Einfachheit halber an, daß es im System (3) nur eine Funktion gibt, die durch 
eine endliche Zahl anderer Funktionen dieses Systems linear ausgedrückt werden 
kann, wir nehmen weiter an, daß diese Funktion nicht identisch verschwindet. 
In diesem Falle ist es stets möglich, indem man einige Koordinatenfunktionen 
durch ihre Linearkombinationen ersetzt, zu erreichen, daß a, (P) = 0 ist, und 
daß die Funktionen 9(P), 9;(P), ..., in endlicher Anzahl genommen, linear un- 
abhängig sind. Den Ausdruck (4) kann man in der Form 


R 
= N a;9;(P) 
ı=2 
schreiben, alles andere bleibt wie bisher,. insbesondere sind die Koeffizienten 
Gbg, gs ..., An eindeutig bestimmt. Daraus folgt, daß die Koeffizienten a,, as, ..., dy 


ebenfalls bestimmt sind, aber nieht mehr eindeutig: Den Koeffizienten a, kann 


man willkürlich vorgeben. Das bedeutet, daß das System (8) lösbar ist, wenn auch . 


6*F 


(18). 
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nicht eindeutig, jedoch jede beliebige Lösung auf ein und dieselbe Funktion 
a(P) führt. Demnach verhindert das Vorhandensein einer oder mehrerer Funk- 
tionen, die von den übrigen Funktionen des Systems der Koordinatenfunktionen 
linear abhängen, keineswegs die Bildung einer einwandfreien Näherungslösung 
nach Rırz, wenn die Lösung des Systems der Rırzschen Gleichungen dadurch auch 
erschwert wird. Bei der praktischen Rechnung kommt der Fall vor, daß die 
Koordinatenfunktionen ‚fast‘ linear abhängig sind, d. h. daß die Determinante (9) 
nahe bei Null liegt, obwohl die Koordinatenfunktionen im strengen Sinne linear 
unabhängig sind. Dann schwankt der relative Fehler bei der Berechnung der 
Determinante, und. damit auch bei der Berechnung der Zahlenwerte der Koeffi- 
zienten 4,, Ag, ..., Gy, stark in Abhängigkeit vom. Grade der Genauigkeit. der 
Berechnung der Koeffizienten und der freien Glieder der Gleichungen (8), und 
diese Schwankungen wirken sich nicht wenig auf die Funktion v,„(P) aus. 

Das Vorhandensein linear abhängiger oder „fast‘‘ linear abhängiger Funk- 
tionen stellt also kein Hindernis bei der Anwendung des Rırzschen Verfahrens 
dar. Man muß aber daran denken, daß dies ohne Not die Aufstellung und Lösung 
des Systems der Rırzschen Gleichungen erschwert, und deshalb müssen solche 
„fast“ ‘oder schlechthin linear abhängigen Funktionen. aus dem System der 
Koordinatenfunktionen ausgeschlossen werden. 


$ 15. Andere Methoden zur Bildung einer Minimaliolge 


Das Rırzsche Verfahren ist die wichtigste, aber nicht die einzige Methode zur 
Bildung einer Minimalfolge. Im. vorliegenden Paragraphen erläutern wir noch kurz 
drei weitere Verfahren; eins davon gab R. CourAnt [1] an, die beiden anderen 
L. W. KanroRoWwItsc# (siehe L. W. Kanroröwırsch und W. I. Kryvow [1] und 
L. W. KanrorowıtscH [1], dgl. Arbeiten M. S. Birmans [1, 2]). 

. Das Verfahren von Courant. R. Covrant [1] schlug eine Methode zur Bildung 
einer Minimalfolge vor, welche bei den bekannten Bedingungen nicht nur im 
Mittel, sondern auch gleichmäßig konvergiert zusammen mit den abgeleiteten 
Folgen. bis zu einer gewissen Ordnung. 

Es sei die Differentialgleichung 
Au = f A) 


gegeben und eine Lösung gesucht, die in einem. gewissen endlichen Gebiet 2 
des m-dimensionalen Raumes (z,, #3, ..., %,„) definiert ist und auf dem. Rand 8 
dieses Gebietes gewissen homogenen Randbedingungen genügt. Wir nehmen an, 
daß der Operator A auf einer Menge von Funktionen, die den Randbedingungen 
des Problems genügen, positiv ist, und daß dieses Problem eine Lösung mit end- 


licher Einergie besitzt. Diese Lösung liefert ein Minimum des Funktionals 


F(u) = (Au, u) — 2(u, f). 


Wir setzen jetzt voraus, daß die gegebene Funktion f stetige Ableitungen nach 
%, %p, ...; Cm bis zur Ordnung k einschließlich besitzt. Wir bilden das neue Funk- 
tional 

Au —f 2 
x da... Ixrdım 


Da) = Fu) + 5 


I=0 tage tn 


(2) 
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Offensichtlich ist B(u) > F(u). Ferner macht die Funktion «, die F(u) zum 
Minimum macht, auch B(w) zum Minimum, da diese Funktion in (2) sowohl den 
ersten Summanden zum Minimum macht, als auch den zweiten, welchen sie zum 
Verschwinden bringt. Daraus folgt, daß man die Lösung unseres Randwert- 
problems finden kann, indem man das Minimalproblem für ®(u) löst. Wir bilden, 
z. B. nach dem Rrrzschen Verfahren, eine Minimalfolge {u,} dieses Funktionals. 

Dann gilt offensichtlich 


| AN! 


Iahı Ix2%: ... dam 
. die Beziehung (3) gestattet nachträgliche Schlüsse auf die Konvergenz der 
Minimalfolge. . 
Betrachten wir zum Beispiel die Poıssonsche Gleichung 


—A4u=f 
in der Ebene bei der Randbedingung z|s = 0. Wir setzen in (2) k = 0. Dann ist 
Blu) = (—Au,u) — 2(u, & + dw + fl? 


- + (5) 2uf+ (du -n} a2. 


Wir bilden eine Minimalfolge v„. Dann gilt offensichtlich 
[am +N?42 0. u‘ 
2 


>, Weise (3) 


Nn—X 


Nach der Greenschen Formel ist 
Un (2, y) — ulm, y) = | Ola, y; & n)(Aun + N 42, 
E 2 


wo G(z,y; &,n) die GrEENsche Funktion!) für den LAPLACE-Operator ist. Daraus 
folgt nach der Ungleichung von BUNJAKOWSKI 


u na niömasan x /| au + Nasen. ) 
2 ö 2 


Die GrEENsche Funktion genügt der Ungleichung 
I<ewy;&mM)sallnr| +b, (6) 


wo a und b Konstanten sind; daraus ist leicht zu folgern, daß der erste Faktor 
auf der rechten Seite in (5) beschränkt ist: 


Yen smasan <G6C, C = const. 
2 


Jetzt folgt aus (5), daß u„(z, y) — ul; y) gleichmäßig in 2 = 2 + $ gilt. 


1) Betreffs der Grzenschen Funktion und der folgenden Abschätzung (6) siehe etwa W. 1. 
SMIRNOW [4], Punkt 220 bis 224. 
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Die Einführung zusätzlicher Summanden in B(u) erschwert die Rechnung; 
diese Komplizierung kann jedoch gerechtfertigt sein, wenn es auf Grund der 
Bedeutung des Problems wünschenswert ist, eine gleichmäßig konvergente Folge 
zu gewinnen. 

K.N. ScuewTscHhenko [1] wandte das CourANTsche Verfahren auf das drei- 
dimensionale statische Problem der Elastizitätstheorie an. 


Das Verfahren der Zurückführung auf gewöhnliche Differentialgleichungen von 
L. W. Kantorowitsch. L. W. KANTOROWITSCH schlug zur Bildung einer Minimal- 
folge eine Methode vor, die sich wesentlich vom. Rırzschen Verfahren unter- 
; scheidet. Diese Methode ist in der Monographie von_ 

L. W. KıntorowıtscH und W.I. Krytow [1] aus- _ 
führlich dargestellt; wir beschränken uns hier auf 
einige Erläuterungen. 

Der Einfachheit halber nehmen wir an, daß das 
Gebiet 2 eben ist und die in. der Abb. 6 angegebene 
Gestalt hat, und daß die Integration der Differential- 
gleichung (1) bei der Bedingung w|; = 0 gefordert 
sei. Der Operator A sei positiv auf einer Menge von 
Funktionen, die den erwähnten Randbedingungen 
genügen. Dann führt unser Problem auf die 
Aufgabe, das Minimum des Funktionals F(u)= 

x (Adu,u) — 2(u, f) zu bestimmen. 

Wir setzen 


Abb. 6 


une) =D na) lila). 


wo %,(@, y) eine bekannte, auf S verschwindende Funktion ist, mit möglicher Aus- : 
nahme der Geraden x — a und x = b. Wir bestimmen die Funktionen f,(x) einer 
Veränderlichen aus der Forderung, daß das Funktional F(w,) einen Minimalwert‘ 
haben soll. Nach den üblichen Methoden der Variationsrechnung!) erhalten 
wir für /.(&) ein Differentialgleichungssystem; zu diesem fügen wir die Rand- 
bedingungen bei x = a und x — b hinzu, die sich aus den Randbedingungen des 
Problems ergeben: 


hka)=hb)=0, k=1,2,...,n 


Wie man sieht, besteht: das wesentliche des Verfahrens von L. W. KAnToro- 
wITScH darin, daß es (angenähert) die Integration einer partiellen Differential- 
. gleichung auf die Integration eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen 
zurückführt. 


Die Methode des schnellsten Anwachsens. Diese Methode wenden wir unmittel- 


bar nur auf solche symmetrischen Operatoren an, welche der zweifachen Un- 
gleichung 


miuP<(Auu)<Mlu om 


genügen, wo m und M positive Konstanten sind. Solche Operatoren gehören 
zur Klasse der sogenannten beschränkten?) Operatoren. Differentialoperatoren 


1) Siehe etwa W. I. Suurwow [4], Kap. II. 
2) Näheres über beschränkte Operatoren siehe $ 45. 
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gehören nicht zu dieser Klasse, deshalb erfordert die Anwendung des Verfahrens 
des schnellsten Anwachsens auf Differentialgleichungen eine solche einleitende 
Transformation der betreffenden Gleichung, daß der auf der linken Seite stehende 
Operator beschränkt wird. 

Möge also der Operator A die Ungleichung (7) befriedigen; aus dieser Un- 
gleichung folgt unter anderem, daß A ein Deus Operator ist. Wir betrachten 
die Gleichung 


Aal | | ® 


wo u die gesuchte, f eine gegebene Funktion ist. Nach dem Satz vom Minimal- 
funktional ($ 11) ist die Lösung dieser Gleichung gleichbedeutend mit der Lösung 
des Minimalproblems des Funktionals 


F(u) = (Au, u) — - 2(n, N- 


Wir wählen eine willkürliche Funktion u,. Falls etwa Au, = / ist, so wäre das 
Problem gelöst. Wenn jedoch Au, + f ist, dann nehmen wir u, als erste Näherung 
der gesuchten Lösung. Zur Konstruktion einer zweiten Näherung setzen wir 
Aw, —f=v, und wählen eine Zahl a so, daß der Ausdruck F(u, — av,) ein 
Minimum annimmt. Durch Auflösung der Klammern erhält man leicht 2 


F (u, — av) = Fu) — 2al(Au, dv) - (hv)] + a(Avı, vi). 
Wenn wir die Ableitung dieses Ausdrucks nach a gleich Null setzen, erhalten wir 
| (Ay 21) a — (Am, 0) — (ho) = 0. | 
Diese Gleichung kann man noch etwas vereinfachen, da 


(Au, dı) (Fr) = Au — v1) = (0 dı). = will? 


gilt. Jetzt ist 
| Ay,n)a-in®=0 und a- Mil 2. 
(Av,, 9) x 
Als zweite Näherung nehmen wir die Funktion u, = u, — a,v,. Wir setzen den 
Prozeß fort und erhalten eine dritte Näherung u, usw. 
. Die Schnelligkeit der Konvergenz des Verfahrens des schnellsten Anwachsens 
wird durch die Ungleichung 


M — m\* 
un — Wl< lu, — Wüol (7 + n) 


abgeschätzt, wo u, die exakte Lösung der Gleichung (8) ist. 


$ 16. Funktionen mit endlicher Energie 


A sei ein positiver Operator. und u(P) eine Funktion aus dessen Definitions- 
bereich D,. Die Größe lvl? = (Au, w) ist offensichtlich endlich; man kann be- 
haupten, daß eine beliebige Funktion aus dem Gebiet D, eine endliche Energie 
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besitzt. Im vorliegenden Parägraphen zeigen wir, daß sich der Begriff der Energie 
auf eine größere Funktionenklasse, als D, es ist, ausdehnen läßt; diese Klasse 
wollen wir Klasse der Funktionen mit endlicher Energie nennen. Mit Rücksicht 
auf das Ziel dieses Buches beschränken wir uns auf den Fall, daß der Operator A 
positiv-definit ist. 

Die Bildung der Klasse von Funktionen mit endlicher Energie gründet sich auf 
den bekannten Satz von FIScHER-Rızsz!): 


. Die Funktionen @,(P), n=1,2,... seien in einem Gebiet Q definiert, ihre 
Normen seien in diesem Gebiet endlich. Wenn diese Funktionen die Bedingung?) 
lim 19a — Im! = lim ner ee) >= d) 
N, Mm 


erfüllen, dann existiert eine Funktion p(P) mit endlicher Norm, die den Grenzwert 
der Funktionenfolge @,(P) im Sinne der Konvergenz im Mittel darstellt. 
Der Satz von FiscHer-Rızsz behauptet folglich die Existenz des Integrals 


[eıP)aa 
2 
sowie der Beziehung @,(P) $ »(P) oder, was dasselbe ist, der Beziehung 
lim [[e(P) - (PP d2=0. 
Nn>X 2 


Es muß bemerkt werden, daß die Funktion o(P) nicht integrierbar im RIEMANN- 
schen Sinne (Smrnow [1], Punkt 116) zu sein braucht, deshalb sind die letzten 
beiden Integrale im Legesguzschen Sinne zu verstehen (siehe $ 41). 

4A sei ein positiv-definiter Operator, so daß für eine beliebige Funktion v(P) eD,. 
die Ungleichung 

ul? = (Au, u) > y2 Jul? (2) 


„ erfüllt ist. Wir betrachten eine beliebige Folge von Funktionen u,(P), die im 
Definitionsbereich D, des BOBamCH A liegen und der Bedingung 
lim Tan — Uml = 0 (3) 


Nn,M—X 


genügen. Wenn die Funktionen %,(P) und u„(P) zu D, gehören, dann liegt ihre 
Differenz u,(P) — u„(P) ebenfalls in D,. Aus (2) und (3) folgt 


lim | — ml = 0, 

. N, MX j 
dann existiert aber nach dem Bo von FıscoH&Er-Rızsz eine Funktion «(P) mit 
endlicher Norm derart, daß 

wP)FuP (4) 
gilt. 
1) Wegen des Beweises dieses Satzes siehe z. B. I. P. Nartanson [2]. 


2) Wir bemerken, daß die Bedingung (1) dem Kriterium von Cavcay für die Existenz des 
Grenzwertes einer Zahlenfolge sehr ähnlich ist. 
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Eine Funktion u(P) dieser Art rechnen wir zur Klasse der Funktionen mit 
endlicher Energie hinzu. Es ist leicht zu sehen, daß eine beliebige Funktion, die 
zum Definitionsbereich D, eines gegebenen Operators gehört, auch zur Klasse der 
Funktionen mit endlicher Energie gehört. Wenn nämlich u e.D, ist, dann genügtes, 
Ye, '—=u zu Setzen, und dann gilt offensichtlich lu, — un! > 0 
und |, — %| —0. ; 

Wir zeigen jetzt, wie man das energetische Produkt und die Norm bezüglich der 
Energie für Funktionen mit endlicher Energie definieren kann. Wenn «(P) und 
v(P) Funktionen mit endlicher Energie sind, dann existieren auf Grund dieser 
Definition zwei Folgen u„(P) e D, und v,(P) « D, derart, daß die Gleichungen 


lim la, — | = 0, im I, — o,l=0, 
N, m— 00 ' n, M-—> 00 : | 
H 
im |. —wl=0, lim |, — ve] = 0 | 
Nn—X Nn—>0X 5 


gelten. Nach der Dreiecksungleichung, die für die Norm bezüglich der Energie gilt | 
(8 8), ist ec | 
a1 — la] < len — Unl ms 0: 


Das bedeutet, daß die Zahlenfolge Iu,!,n = 1,2, ...demCAuvcHvschen Kriterium . 
für die Existenz eines Grenzwertes genügt (SmIRwow [1], Punkt31), und deshalb 
existiert der Grenzwert | 


lim I,l. 
. NO, 
Wir setzen definitionsgemäß 
lul = lim lu, 1, Un € D; (5) 
NR->X Pi 
und analog 
‚lvl = lim lo,t, %n € D.. 

NX 


Wenn wir die Ungleichung (2) auf die Funktion u„(P) anwenden, 
% hy? 11, 


und wieder n — 00 streben lassen, dann kommen wir wiederum zur Ungleichung 
(2), die damit für beliebige Funktionen mit endlicher Energie als richtig erwiesen 
ist. 

‚ Wir bilden das energetische Produkt der Funktionen u„(P) und v,(P) 


[%n; vn] —= (Au,, %)- 


Wir zeigen, daß es für n — 00 gegen einen Grenzwert strebt, wofür der Nachweis 
genügt, daß es unter das oben erwähnte CAvorysche Kriterium fällt. Wir haben 


[en, 9] — [um Um] = un, Un] — [en Um] + [uns Um) — [Uns Um] 


= [%n; Un — Um] + [a — Um; On. 
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Nach der Ungleichung von CAUcHY-BUNJAKoWwskIı ($ 8) gilt 
[dns 9a] — [ms iml| < lunt lin — Um + Vom! In — Umt. 


Auf der rechten Seite sind die ersten Faktoren beschränkt als Veränderliche, die 
einen Grenzwert besitzen (SMIRNoWw [1], Punkt 27), während die zweiten Faktoren 
für m — oo und n >20 nach Voraussetzung gegen Null streben. Daraus folgt, daß 


lim %n, 9m] — um; Ym]| = 0 


N—0o 


gilt, d.h., daß für die Folge [w„,®,]|, n = 1,2, .... das Cauckvsche Kriterium gilt 
und deshalb der Grenzwert 
lim (Un; vn] 


Nn—X 


existiert. Jetzt definieren wir das energetische Produkt zweier Funktionen v(P) und 
v(P) mit endlicher Energie, indem wir 


[%, v] = lim [%n; v2]; Un < Di meDi (6) 
Nn>X 


setzen. Es ist offensichtlich, daß alle Eigenschaften der Norm bezüglich der 
Energie und des energetischen Produktes, die in $8 für Funktionen aus dem De- 
finitionsbereich eines Operators A aufgestellt wurden, für Funktionen mit end- 
licher Energie gültig bleiben. 

Es sei wie früher v(P) eine Funktion mit endlicher Energie und u, (P),n=1,2,... 
eine Folge von Funktionen aus D,, die mit v(P) durch die Beziehungen (3) und (4) 
verknüpft ist. Wir zeigen, daß 


%(P) > u(P) (7) 


gilt. Zum Beweis betrachten wir die Funktion w(P) = u(P) — u.(P), wo k eine 
feste Zahl ist. Man sieht leicht, daß w(P) eine Funktion mit endlicher Energie ist 
und daß diese Funktion durch Beziehungen der Form (3) und (4) mit der Folge. 
der Funktionen u, (P) — y!P)=w,(P), n=1,2,... verknüpft ist; wie oben 
gesagt wurde, ist 


kim Iw,| = lw! 
Nn-—>0X0 
oder, was dasselbe ist, 
lim lu, — 1 = lu — ul. (8). 
n—o R 


Wenden wir uns der Beziehung (3) zu. Darin kann man den Grenzübergang voll- 
ziehen, indem man m und n auf beliebige Weise gegen unendlich streben läßt. 
‚Wir führen diesen Übergang so aus: Zuerst halten wir m willkürlich fest und bilden 
n — ©, danach m — oo. Dann nimmt die Gleichung (3) die Form 


um. ae _ “nl! =0 
an. 
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Wegen (8) ist der innere Grenzwert gleich lv —u, |, und wir erhalten 


im lu — u„l = 0, 
MX 
was mit (7) zusammenfällt. : 
Es ist wichtig zu bemerken, daß die Zugehörigkeit oder Nichtzugehörigkeit einer 
. gegebenen Funktion zur Klasse .der Funktionen mit endlicher Energie nicht nur 
durch die gegebene Funktion bestimmt wird, sondern durch den gegebenen 
Operator A. : 
Wir betrachten beispielsweise den Operator 


deu 


u 0<a<l (9) 


Bu= 


‚dessen Definitionsbereich durch die Randbedingungen 


(0) = u(l) = 0 (10) 
(charakterisiert werde. ; 
In 86 wurde festgestellt, daß der Operator B positiv-definit ist und daß 
1 
ul? = (Bu, u) — [w*(a)da (11) 
Ö i 
gilt. 
Es sei u,(®) € Ds und gelte 
1 ’ 
ln — Um? = [Tun(e) — um)? da umso” 0. u) 
ö fi) \ 


Nach dem oben Gesagten existiert eine Funktion u(#) mit endlicher Energie 
derart, daß u„(x) 5 w(x) und u„(x) # u(x) gilt. Wir versuchen, die Eigenschaften 
der Funktion u(x) festzustellen. Wie oben ($ 4) schon gesagt wurde, nehmen wir 
an, daß die Funktionen aus dem Definitionsbereich Dz des Operators B stetige 
zweite. Ableitungen besitzen. Aus Formel (12) und aus dem Satz von FISCHER- 
Riksz ergibt sich, daß die ersten Ableitungen w’ (x) im Mittel gegen eine Funktion 
konvergieren, welche wir mit v(x) bezeichnen. Wenn die Funktion u (x) .eine ste- 
tige Ableitung hat, dann ist v(2) = w'(x), wie man leicht zeigen kann; im all- 
gemeinen Fall nennt man in Übereinstimmung mit der von $. L. SoBOLEW ge- 
gebenen Definition v(x) die verallgemeinerte Ableitung der Funktion u(x). Dem- 
nach besitzt eine Funktion mit endlicher Energie [in bezug auf einen Operator 
(9)-(10)] im allgemeinen Fall nur eine verallgemeinerte erste Ableitung. Wir: 
zeigen, daß «(x) stetig ist und den Bedingungen (10) genügt. 

Wir haben 


Unl®) — Um(&) = Un(O) — Um(O) 4 f [ur — um] di. 


Die Funktionen w,(x) genügen den Bedingungen (10), da sie in Dz liegen, und 
deshalb gilt «„(0) — (0) = 0 und 


unla) — unle) = [ah — th] 
1 
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Nach der Ungleichung von BUNJAKOWSKIT ist 
. ® N un 1 Ya 
[un (®) — ma) < E [ie — mr al < | [ar — um) al 8) 
ö ö 


Die rechte Seite dieser Ungleichung hängt nicht von x ab und strebt für n, m — 
gegen Null. Nach dem Kriterium von WEIERSTRASS (Smirnow [1], Punkt 147) 
konvergiert die Folge u„(®),n=1,2,... gleichmäßig gegen eine stetige Funk- 
tion %(x). Wie man leicht sieht, ist u(&) = u(x). Aus der gleichmäßigen Kon- 
vergenz folgt nämlich die Konvergenz im Mittel (8 7), deshalb gilt u„(x) 5 u(2); 
jedoch kann. ein und dieselbe Folge nicht gegen zwei verschiedene Grenzwerte 
im Mittel konvergieren (Satz 1,87), und deshalb gilt u(&) = u(x) und u,(z) —u(x) 
gleichmäßig im Intervall 0 < x << 1. Insbesondere ist 
u(0) = im w,(0)=0; vll) =lmu,(1) = 0. 
N>X N>X 
In dem betrachteten Beispiel genügen also die Funktionen mit endlicher Energie 
- denselben Randbedingungen wie die Funktionen aus dem Definitionsbereich des 
gegebenen Operators; ein. wesentlicher Unterschied besteht nur darin, daß 
Funktionen mit endlicher Energie keine stetigen Ableitungen zu haben brauchen. 
Wir betrachten noch den Operator 
deu 


Bu=—--5, 0<2<i; „O)ewW(l)=0. . de) 
da? 


Es ist nicht schwer zu sehen, daß dieser Operator nicht positiv ist. Es ist nämlich 


1 
[ u 

(Bot, u) = IE ER da = 
Fe 


die ausintegrierten Glieder verschwinden wegen der Randbedingungen. Die Formel - 
(15) besagt, daß (B,u, u) > 0 ist. Auf der anderen Seite hat die Funktion v(x) =1 
. eine stetige Ableitung und genügt den Randbedingungen (14); deshalb gilt 
1. e Dy,; gleichzeitig ist (B, 1,1) = 0, was der Definition eines positiven Operators 
widerspricht. 

Um B, zu einem positiven Operator zumachen, vorklanern wir dessen Definitions- 
bereich, indem wir den Funktionen dieses Bereiches außer den Randbedingungen 
(14) noch die Bedingung 


1 
w2(x) de = | wie) dx; .. (15) 
{) 


1 . 
[uw) de = 0 (16) 
6) 


auferlegen. Diese Zusatzbedingung macht den Operator B, positiv und darüber 
hinaus positiv-definit. Wir beweisen das. Es seien x, und x, willkürliche Punkte 
aus dem Intervall O<x=< 1 und v(x) eine willkürliche Funktion mit in diesem 
Intervall stetigen Ableitungen. Wir haben 


u(2,) — U(z,) [wi (f) dt. 
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Daraus folgt, wenn x, < x; ist, 


Fı \2 1 
[u(cı) — u)? < | [wo «) < (0 — a) [wi dt < [wr(e) di 
% 0 


Dieselbe Ungleichung erhält man, wenn x, > x, ist. Wir lösen die Klammer auf 
der linken Seite auf: 
1 
ur (a) + Wwla,) — 2Zu(x,) u(z,) < fu u?(t) dt. 
ö 


Die so gewonnene Ungleichung integrieren wir nach x, und nach 2a yon ı Null bis 
Eins. Das führt auf die Ungleichung - 


2 [net 422 [ui ar)< [ven a. (17) 


Jetzt sei u(«) € Dyo- Infolge der Bedingung (16) verschwindet das zweite Integral 
auf der linken Seite von (17), und wir erhalten 


I 1222 [we )daz = 2luj?, 


was man wegen der Beziehung (15) in der Form 
(Bau, u) > 2 1ulP 


darstellen kann. Diese Ungleichung ° zeigt auch, daß B, ein DONUY. definiter 
Operator ist. x 
Wir zeigen jetzt, daß für den Operator B, die Klasse der Funktionen mit end- 
licher Energie auch solche Funktionen entkält, die den Randbedingungen (14) 
nicht genügen. Es sei z. B. w(x) eine beliebige Funktion, die n 0 <x< 1 stetig 
und stetig differenzierbar ist und der Gleichung (16) genügt, aber nicht den Be- 
dingungen (14). Wie aus der Theorie der Fourızr-Reihen bekannt ist (Smur- 
wow [2], Punkt 145), bilden die Funktionen sinknz,k—=1,2,... ein voll- 
ständiges N im Intervall O<x<{1. Die Ableitung w(z) kann 


man in die Reihe 
1 


uw(x) = > a,Sinkaz; = 2 [w (x) sin kn de (is) 
k=1 ö 


entwickeln, welche im Intervall 0 <<< 1 im Mittel konvergiert ($ 7). Wir inte- 
grieren diese Reihe im Intervall von Null bis x gliedweise, was wegen des Satzes 2, 
$7 zulässig ist: 


0% 
u(2) = C zZ, a kax. 
Die Bedingung (16) hHefert © = 0 und im Endergebnis 


__S% 
au = 2a cos kax. (19) 
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Wir setzen jetzt 


ae 
nl) = — > ap °o8 kax. 


Die Funktionen u, (x) sind stetig und beliebig oft stetig differenzierbar; außerdem 
genügen sie den Bedingungen (14), da 


N 
— 2 a, sin krıx 


und. deshaih w„(0) = w,„(1) =0 und u„(x) € Dy gilt. Aus der Entwicklung (18), 
die jedenfalls im Mittel konvergiert, folgt 


Iwn(@) — wma) = 1m — ul mo 0. 


Definitionsgemäß existiert eine Funktion (x) mit endlicher Energie, gegen welche. 
die Folge u„(x) sowohl bezüglich der Energie konvergiert als auch im Mittel. 
Aus der Entwicklung (19) folgt, daß u„(2) $ u(x) gilt. Dann aber ist u(x) = 
u(x) und selbstverständlich ist v(x) eine Funktion mit endlicher Energie, ob- 
wohl die Randbedingungen (14) für diese Funktion nicht erfüllt sind. 


s 17. Anwendung der Funktionen mit endlieher Energie. 
Der Fall natürlicher Randbedingungen 


Wir betrachten einen positiv-definiten Operator A, die Gleichung Au = f(P) 
und. das ihr entsprechende Variationsproblem für das Minimalfunktional 


F(u) = (Au, u) — 2(u, f). 


Es ist klar, daß das Funktional F (vw) nur für den Fall definiert ist, wo u e D, ist, 
nur dann ist der Ausdruck (Au, u) sinnvoll. Wenn man jedoch die Begriffe des 
energetischen Produktes und der. Norm bezüglich der Energie benutzt, dann 
kann man (Au, vw) = lvl = [u, w] schreiben und unserem Funktional die neue 
Form : 

Fu) = u, u] — 2(u,f) d) 


geben. In dieser Form ist das Funktional F(w) auf einer viel breiteren Funktionen- 
klasse definiert: Die rechte Seite der Gleichung (1) ist sinnvoll, wenn u(P) eine be- 
liebige Funktion mit endlicher Energie ist. 

- In $ 11 wurde das Minimalproblem für das Funktional F(w) in der Funktionen- 
klasse aufgestellt, die den Definitionsbereich des Operators A bildet; es wurde ge- 
zeigt, daß dieses Minimum durch die Funktion u, (P) realisiert wird, die der Glei- 
chung Au, = f{P) genügt. Wir stellen jetzt das Minimalproblem für dasselbe 
Funktional in der größeren Klasse der Funktionen mit endlicher Energie auf. Wir 
zeigen, daß sich das Minimum des Funktionals dabei nicht ändert und daß wie vor- 
her nur die Funktion u,(B) dieses Minimum. realisiert. 

Wir bezeichnen mit d das Minimum von F{uw) in der Klasse D, und mit d, das 
Minimum von F(w) in der Klasse der Funktionen mit endlicher Energie. Es ist 
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klar, daß sich bei Erweiterung der Funktionenklasse das Minimum des Funktionals 
nieht vergrößern kann, so daß d, < d ist. Wir nehmen an, daß d, < .d ist. Dann 
gibt es eine solehe Funktion 4(P) mit endlicher Energie, so daß F(d&) <d oder 
ausführlicher, daß 


[&, u] — 2(&, f) = il? — 2, f) <d 


gilt. Nach den Formeln (4) und (7) des $ 16 existiert eine solche Funktionenfolge 
ün € D,, so daß lu, — 1 > 0 und | — %| — 0 gilt. Aus der ersten Beziehung 
folgt, daß Iu,| — l&! gilt, aus der zweiten, daß (u,, f}) — (@, f} (vgl. $3) gilt. Dann 
aber unterscheiden sich. bei hinreichend großem rn die Größen F(x) = lül? — 
2(&,f) und F(u,) = lu! — 2(u,, f) beliebig wenig voneinander, und für hin- 
reichend großes n ist daher F(u,) < d. Das ist jedoch unmöglich, da u, e D, und 
d der kleinste Wert ist, den das Funktional F (vw) auf der Funktionenklasse D, an- 
nimmt. Dieser Widerspruch besagt, daß d, = d ist. 

“ Wir nehmen jetzt an, in der Klasse der Funktionen mit endlicher Energie werde 
das Minimum des Funktionals F(w) außer durch die. oben erwähnte Funktion 
%,(P) noch durch eine andere Funktion w,(P) realisiert und zeigen, daß w,(P) = 
u,(P) ist. Die Formel (5) des $ 11 gibt eine Identität, die für eine beliebige Funk- 
tion n(P) der Klasse D, richtig ist: (Au, n) = (f, n), oder unter Verwendung des 
Begriffes des energetischen Produktes, 


Ro nl= (hn)- (2) 
Wir setzen darin 7 = u, und erhalten speziell 
[%o, %] = (F, Wo): (3) 


Man kann sich leicht überzeugen, daß die Identität (2) für beliebige Funktionen 7 
mit endlicher Energie gültig bleibt. Wenn nämlich 7 eine solche Funktion ist, dann 
existiert eine derartige Funktionenfolge rm € D., daß In — 10 und | — 
al —0 gilt. Für die Funktionen 7, ist die Identität (2) richtig: 


[%; Nm Sz (f; Nm) . 


Wir führen den Grenzübergang n — oo durch und finden unter Benutzung des 
Satzes von der Stetigkeit des Skalarproduktes!) (Satz 2.des $ 7), daß die Identität 
(2) für eine willkürliche Funktion n mit endlicher Energie gilt. Jetzt kann man in 
der Identität (2) 7 = w, setzen, was 


[to wo] = (f, wo) (4) 


ergibt. Wir erinnern jetzt daran, daß w, das Minimum des Funktionals F(w) auf 
der Funktionenklasse mit endlicher Energie ist. Wir schreiben F(w) in diesem 
Fall in der Form (1); indem wir die Darlegung in $ 11 wiederholen, kommen wir 
zur Identität 


[wo: n] = (h,n), 


}) Dieser Satz und sein Beweis läßt sich unmittelbar auch auf das energetische Produkt aus- 
dehnen. 
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wo n eine beliebige Funktion mit endlicher Energie ist. Indem wir hier 7 — wy und 
darauf n = u, setzen, erhalten wir 


’ 


[wo wol ze (h Wo); (5) 
[wo %0] = (FW): en (6) 


‘Durch Subtraktion der Gleichungen (5) und (4), beziehungsweise (6) und (3), 
finden wir 


[w — Uy wol = 0, [Wo — Yon Wo) = 0. 


Schließlich ergibt die Subtraktion der letzten Gleichungen [w, — Ug Wg — Up] = 0 
oder Iw, — 4,1? = 0. Daraus folgt w, = u, was zu beweisen war. 

Aus dem Bewiesenen folgt, daß als Lösung der Gleichung Au = f diejenige 
Funktion gesucht werden kann, die das Funktional (1) in der Klasse der Funktionen 
mit endlicher Energie zum Minimum macht. Leicht überzeugt man sich, daß für 
dieses neue Variationsproblem die grundlegenden Ergebnisse der $$ 12—14 richtig 
bleiben mit einer gewissen Verschärfung. Es gilt nämlich: 

1. Die Funktionenfolge @,(P) sei orthonormiert und vollständig bezüglich der 
Energie, doch fordern wir im. Unterschied zum $ 12 nicht, daß diese Funktionen 
im Definitionsbereich des Operators A liegen, sondern beschränken uns auf die 
Forderung, daß die p,(P) Funktionen mit endlicher Energie sind. Dann bleibt 
die Formel (2) des 5 12 


u(P) -2, m Pn) Pn(P) 


gültig, wo u,(P) die Lösung der Gleichung Au = f{P) ist. 

2. Esseiw(P),n=1,2,... eine Minimalfolge für das Funktional (1), und die 
Funktionen u,„(P) mögen endliche Energie besitzen aber nicht unbedingt in D, 
liegen. Dann ist u„(P) & u,(P), und da A nach Voraussetzung ein positiv-definiter 
Operator ist, gilt gleichzeitig wu, u. 

3. Bei Anwendung des Riırzschen Verfahrens kann man als Koordinaten- 
funktionen beliebige Funktionen nehmen, die endliche Energie besitzen, aber 
nicht notwendig in D, legen, wenn sie die Bedingungen 1 und 2 des $14 er- 
füllen; die so gebildete Näherungslösung der Gleichung Au = f konvergiert be- 
züglich der Energie gegen die exakte Lösung dieser Gleichung. Das System der 
Rırzschen Gleichungen muß man in diesem Falle in der Form (8,) des $ 14 schrei- 
ben, da die Form (8,) des $ 14 ihren Sinn verliert, wenn u d. D,") ist. 

Wir wenden uns jetzt der praktisch sehr wichtigen Frage der natürlichen 
Randbedingungen zu. Nach der Definition eines Operators erfüllen die Funktionen 
seines Definitionsbereiches die Randbedingungen der zugehörigen Aufgabe; gleich- 
zeitig zeigen die Beispiele des $ 16, daß die Funktionen mit endlicher Energie in 
‘ manchen Fällen diese. Randbedingungen unbedingt erfüllen, in anderen nicht. 
Die Randbedingungen, welchen die Funktionen aus dem Definitionsbereich eines 
gegebenen Operators unbedingt genügen, die Funktionen mit endlicher Energie je- 
doch nicht unbedingt, heißen natürliche Randbedingungen für den gegebenen Operator. 


!) Das Symbol d bezeichnet die Nichtzugehörigkeit zur gegebenen Menge. 
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Die Randbedingungen, welchen die Funktionen mit endlicher Energie unbedingt 
genügen, werden manchmal als wesentliche Randbedingungen!) bezeichnet. So 


2 
besagen die Beispiele des $16, daß für den Operator — nn (<x<1) die 


Bedingungen #(0)=0 und u(1)= 0 wesentliche, die Be u Oz —=0 
und w’(1) = 0 natürliche Randbedingungen sind. 

Aus dem oben Gesagten folgt, daß bei Anwendung des Rırzschen Vortalsank 
keine Notwendigkeit besteht, die Koordinatenfunktionen den natürlichen Rand- 
‚ bedingungen zu unterwerfen, es genügt, daß sie die wesentlichen Randbedingungen 
erfüllen. Diese einfache Bemerkung spielt eine wichtige Rolle bei der praktischen 
Anwendung des Rırzschen Verfahrens, da sie die Wahl der Koordinatenfunktionen 
sehr erleichtert. Im Zusammenhang damit erweist es sich als nötig, ein einfaches 
Kriterium anzugeben, das die natürlichen von den wesentlichen Randbedingungen 
zu unterscheiden gestattet. Wir geben ein solches Kriterium für eine gewisse 
Klasse von. Differentialoperatoren, die alle praktisch einigermaßen wichtigen 
Fälle umfaßt. Der Operator A möge die Form 


. 8 m 0% 
Au= N an En 
k=0 ü Ün Ba d,,.. .02;, 
Fr FR 


Inder sr ok U 
(re) 9 
haben, so daß seine Ordnung gleich 2s ist,. ferner sei dieser Operator positiv- 
definit auf einer Menge von Funktionen, die gewissen Randbedingungen ge- 
nügen. Dann sind die homogenen Randbedingungen, in denen Ableitungen von 
«4 von mindestens der Ordnung s vorkommen, natürliche, und. diejenigen, welche 
Ableitungen von « nur bis zur Ordnung s — 1 enthalten, wesentliche Rand- 
bedingungen. So ist für den LAPLACE-Operator (s = 1) die Bedingung uls = 0 


wesentlich, die Bedingung E + DE = (0 natürlich; für den biharmonischen 
Operator (s = 2) 
du rn ou 
2 — 
At t 


der in der Theorie der Biegung dünner Platten eine fundamentale Rolle spielt, 
ist die en ; 


uls = 0, 


für fest eingespannten Rand wesentlich, während von den Bedingungen für den 
frei gestützten Rand (siehe $ 27) 


us=0, [au 5] = 
Ss 


oe 0 
(e Krümmungsradius des Randes) die erste wesentlich, die zweite natürlich ist. 


1) In der Elastizitätstheorie bezeichnet man, als wesentliche DROHEN gewöhnlich die, 
geometrischen oder kinematischen, als natürliche die dynamischen. . ; 


7 Variationsmethoden 
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Die Gleichung Au = kann auch ein Gleichungssystem symbolisieren, in diesem 
Falle ist in Formel (7) unter % eine Vektorfunktion zu verstehen, unter AR}! 
eine Matrix. Das oben erwähnte Kriterium, dessen Anwendung die wesentlichen 
von den natürlichen Bedingungen zu unterscheiden erlaubte, gilt auch in diesem 
Falle. Der Beweis des oben formulierten Kriteriums führt über den Rahmen dieses 
Buches hinaus. Ausführlicheres darüber entnehme man dem Buch [11] des Autors, 
$35. Man kann ein Verfahren angeben, dessen Anwendung in jedem konkreten 
Falle zu entscheiden gestattet, ob eine gegebene Randbedingung natürlich ist 
oder nicht. Dieses Verfahren besteht in folgendem : Den Ausdruck (Au, v) = [a, v], 
worin u und v Funktionen aus D, sind und demzufolge allen Randbedingungen 
genügen, bringen wir durch partielle Integration und Ausnutzung der Randbedin- 
gungen aufeineinwund v symmetrische Form ; einesolcheUmformungistmöglich, da 
der Operator A symmetrisch und (Au, v) = (Av, u) ist. Wenn wirin dem so gewonnenen 
Ausdruck v = u setzen, erhalten wir einen Ausdruck für [w, w]. Wir nehmen an, 
daß dieser Ausdruck, wie es oft zutrifft, auch für solche Funktionen sinnvoll ist 
und positiv bleibt, die die bei unserem Problem interessierenden Randbedingungen 
nicht erfüllen. Den erwähnten Ausdruck für [z, w] setzen wir in F(w) ein und 
nehmen an, daß eine Funktion «, existiert, die dieses Funktional auf der Klasse 
derjenigen Funktionen zum Minimum macht, die die gegebenen Bedingungen im 
allgemeinen nicht erfüllen. Mit den üblichen Hilfsmitteln der Variationsrechnung') 
kann man notwendige Bedingungen finden, denen die Funktion v, genügen muß. 
Wenn unter diesen auch die gegebene Randbedingung ist, dann ist sie natürlich. 

Geradeso haben wir in $ 11 gezeigt, daß die Randbedingungen «’(0) = w’(1) = 
m 73 0<r<1 natürlich sind. Wir betrachten noch 
ein weiteres Beispiel. Wir zeigen, daß für die Gleichung — Au f(P) die Rand- 
bedingung des gemischten Problems 


0 für den Operator _ 


- fou 
r + ou] = 0, co >00 (8) 
natürlich ist. Mögen die Funktionen «a und v der Bedingung (8) genügen. Dann 
gilt 
; (— Au,v) = en 


und auf Grund der GREENschen Formel 


(— Au, v) = [ad grad vdQ2 — ee 


2 


Infolge der Bedingung (8) ist a = — ou|s und schließlich 


Ss 


(— Au, v) = [ grad u- grad vdQ + [ouvdß; 
2 8 


1) Siche z. B. W. I. Sumxow [4], Kap. I. 
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die rechte Seite der letzten Gleichung ist symmetrisch in « und v. Jetzt gilt 
u, uw] — [ (grad u? d2 + [ou ds, 
2 8 ; 


welcher Ausdruck sinnvoll und positiv für beliebige in 2 stetig differenzierbare 
Funktionen ist, unabhängig davon, ob sie die Bedingung (8) erfüllen oder nicht. 
Das Funktional F(w) kann man jetzt in der Form 


F(u) = [u, u] — 2(f, u) — [ [grad u)? — 2fu]dQ+ [owds 
2 N 


darstellen. Wir betrachten dieses Funktional auf. der Menge aller in 2 zweimal 
stetig differenzierbaren Funktionen, ohne vorauszusetzen, daß diese Funktionen 
irgendwelchen Randbedingungen genügen; ferner möge die Funktion v,(P) das 
Minimum von F(u) auf. der genannten Menge realisieren. Wir bezeichnen mit t 
eine willkürliche reelle Zahl und mit n(P) eine willkürliche Funktion, die in 2 
zweimal stetig differenzierbar sei. Offensichtlich ist F (u, + in) > F(u,). Für eine 
feste Funktion 7 ist F (u, -+ tn) eine Funktion der unabhängigen Veränderlichen t; 
die letzte Ungleichung besagt, daß diese Funktion für i = 0 ein Minimum hat. 
Dann aber ist notwendig 


d 
ur% + in)l=0o =. 
Man findet leicht j 
Flug + in) = Flug) + 2 [gradu, - grad y — 7) 40 
Pr 


+ [0% an + (grad m)? do DIT 
S 2 S 


Wir differenzieren nach t, setzen £ = 0 und setzen das Ergebnis gleich Null. Wir 
finden 


[gradu, -gradn — fm) dQ2 + [own dS=0. (9) 
2 5 
Nach der Grzenschen Formel ist j 


[era a: grad aa - - [nauaa + [nr as, 
v 
2 3 


Q2 


und die Gleichung (9) nimmt die Form 


- [nam +HNa2- & en) d8=0 
2 R N 


an. Da die Funktion 7(P) willkürlich war, erhalten wir 


Aw+f=0in 2 und = 0 auf 8, 
was zu beweisen war. 


7* 


Pr 
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$ 18. Inhomogene Randbedingungen 


Bei der Betrachtung der Gleichung Au = f haben wir bisher angenommen, daß 
der Operator A auf einer Menge von Funktionen definiert ist, die homogenen 
Randbedingungen genügen. Das erlaubt uns, nur solche Probleme zu betrachten, 
in denen die Bedingungen auf dem Rand des Gebietes homogen sind. In der Praxis 
spielen jedoch inhomogene Randbedingungen eine wichtige Rolle, weswegen es 
von Interesse ist, zu untersuchen, wie man die energetische Methode auf den Fall 
inhomogener Randbedingungen ausdehnen kann. Wir betrachten die Gleichung 


Zu=f(P); (1) 


wir nehmen an, daß L ein Differentialoperator der Ordnung k sei; als Debarlane 
bereich D,, nehmen wir die Gesamtheit aller Funktionen, die in einem vorgegebenen 
abgeschlossenen Gebiet = 2 + $ stetige Ableitungen der. Ordnungen 1, 2, 

k — 1 und eine stückweise stetige Ableitung der Ordnung % besitzen; die zu D, 
gehörenden Funktionen seien keinerlei Randbedingungen unterworfen. Wir 
wollen annehmen, daß der Operator Z linear ist. Wir nehmen an, daß die Glei- 
chung (1) bei den Randbedingungen!) 


Guls=g, Gyuls = 9% -.-, Gruls = 9r (2) 


zu integrieren ist, wo G‘, @'s, ..., G, lineare Operatoren, 91; 9a, --., 9r gegebene 
Funktionen sind, die auf der Fläche 8 definiert sind. Wir werden unser Problem 
unter folgender, sehr wesentlicher Voraussetzung lösen: Es existiere eine Funktion 
v(P), die in 2 zusammen, mit ihren Ableitungen bis zur Ordnung k — 1 einschließ- 
lich stetig ist, während ihre Ableitung der Ordnung k stückweise stetig in Q ist; ferner 
erfüllt y.die Randbedingungen des Problems, so daß also 


Gyls=9; Gyls=9s, -, Ayls= 9 (3) 
gilt. 

Wir setzen v— y=v. Die neue unbekannte Funktion v(P) genügt der Diffe- 
rentialgleichung 


Def; AP) = HP) — Ly (4) 

und den homogenen Randbedingungen 
\ Gvl=0, Grl=0, ..., Gould. (5) : 
Wir nehmen an, daß der Operator L auf der Menge der den Bedingungen (5) ge- 
nügenden Funktionen positiv ist. Nach dem Satz vom Minimalfunktional ist das 


Lösen der Gleichung (4) bei den Randbedingungen (5) gleichbedeutend mit dem 
Aufsuchen einer Funktion, die das Funktional 


F(v) = (Zv,v) ) — 2(v, f) 


3) Deren Zahl wird von der Ordnung der Gleichung (1) bestimmt, sowie davon, ob die gesuchte 
Funktion v(P) ein Skalar oder eine Vektorfunktion ist. j 
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‚auf dieser Menge zum Minimum macht. Wir ersetzen hier v» durch u — y und fi} 
durch f — Ly: i 


Fi) = (Lu — Iy,u— y) — 2m — wf— Ly) 


Für den Operator L gelingt es gewöhnlich, eine der Greenschen Formel (siehe $ 2) 
analoge Gleichung aufzustellen, mit deren Hilfe der Ausdruck 


(u, Ly) — (Lu, ) = [u Ly— y- In)dR 
2 


in ein Flächenintegral umgewandelt werden kann, das wir mit 


[ RW, y) ds 
L 


bezeichnen. Der Ausdruck R(u, y) hängt von der Form des Operators L ab. Unter 
Verwendung der Randbedingungen (2) und (3) kann man R(u, y) oft in der Form 


Ruyw)=N(w + M 


darstellen, wo N (w) nur von u abhängt und von den Funktionen g,, 93; ---, 9r, die 
in den Randbedingungen (2) vorkommen, während M nicht von u abhängt, es 
kann jedoch von y abhängen. In diesem Fall nimmt F(v) die. Form 


. Fo) = (Lu, u) — 2(u,f) + [NWS + [7% N — (Lyy) en 
S Ss ; 


an. 
Der Ausdruck in den eckigen Klammern stellt eine Konstante dar (die. mög- 
licherweise unbekannt ist,. wenn sich die Funktion y nicht effektiv bestimmen 
läßt), deshalb ist die Bestimmung. des Minimums des Funktionals F(v) gleich- 
bedeutend mit der Bestimmung eines anderen Funktionals, das wir mit (u) 
bezeichnen: 


(u) = (Lu, %) — 2%(u, f) + [N dS = | (uLu — 2uf)d2 + [NW dS; (6) 
S 2 Ss 


das Minimum ist in der den Bedingungen (2) genügenden Funktionenklasse zu 
suchen. 


Anmerkung 1. Das Funktional (6) kann man bilden, ohne die Funktion y 
zu kennen, doch muß die Existenz einer solchen Funktion gesichert sein, damit 
das Minimalproblem für dieses Funktional sinnvoll ist. Andernfalls braucht das 
Variationsproblem keine Lösung zu haben, wie das Beispiel von HADAMARD zeigt 

- (siehe Einführung). In einer Reihe von Fällen ist bewiesen, daß die Funktion y 
existiert, sofern die Fläche 8 hinreichend glatt ist, und die Funktionen g,, 93, -.., 
97, die den Bedingungen (2) genügen, hinreichend oft differenzierbar sind in be- 
liebiger zur Fläche: $ tangentialer Richtung. Wir wollen uns nicht weiter mit 
dieser Frage beschäftigen. 
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Anmerkung 2. Es kann vorkommen, daß einige der Bedingungen (5) für das 
Funktional F'(v) natürlich sind. Dann sind die ihnen entsprechenden inhomogenen 
Bedingungen (2) für das Funktional ® (u) natürlich ; das Minimum von ®(v) kann 
deshalb in einer größeren Klasse.von Funktionen als der oben genannten ge- 
sucht werden, nämlich in der Klasse derjenigen Funktionen, die alle Bedingungen 
(2) mit möglicher Ausnahme der natürlichen erfüllen. 

Als Beispiel betrachten wir die Integration der LarLack-Gleichung 


—Au—0 mM) 
bei der Randbedingung 
uls= gP); 8 
diese Aufgabe wird bekanntlich als Dieichtetsches Problem bezeichnet. Wir 
haben in der Gleichung (7) links das Minuszeichen gesetzt, weil bei der Rand- 
bedingung %|s = 0 der Operator — A positiv ist. In unserem Fall ist = 0, und das 
zweite Glied in (6) verschwindet. Um N (vw) zu finden, bilden wir den Ausdruck 


[w-Iy—-y-Lud2a=|yAu—uAy)dQ, 
2 \ 


[?} 


da in unserem Falle L=-—4 ist. Nach der Gr&xnschen Formel (Formel (10), $ 2) 


ist 
u Oy 
[su nano ff ER 2 as, 
2 S 


wo v die Außennormale zu $ ist. Also gilt in unserem Falle 


Nach der Bedingung (8) ist u[s = g(P); des Randbedingung genügt auch 
dY 


d 
die Funktion y, so daß pls = g(P) ist. Das ergibt Blu, y) = 1 - I Er 


P} dp 
Daraus ist ersichtlich, daß in unserem Falle N(u) =g 5 unddM=g n ist. 
Es ergibt.sich r 


Sue De 5, 18. (9) 
= 8 } 


Den Ausdruck (9) kann man bilden, wenn man die Formel (9) des $2 benutzt: 


- [w4wa0 = | (maurao - [u5 wo as, 10) 
2 2 j -8 & ” j s Ir 


Wir setzen das in (9) ein. Bei Berücksichtigung von u|s = g(P) zeigt sich, daß 
das Flächenintegral verschwindet; das DIRICHLETsche Problem selbst führt auf 
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die Bestimmung des Minimums des Integrals 
= [ (grad u)? 40 (11) 
2 . 


in einer Klasse von Funktionen, die auf dem Rand S des betrachteten Gebietes die 
vorgegebenen Werte g(P) annehmen. Historisch war das DirioaLersche Problem 
das erste, auf das die energetische Methode angewendet wurde. 

Wir betrachten noch das Problem der Integration derselben Gleichung (7) 
bei der Randbedingung 


an 12) 
0» Ss 
du oy 
(Neumanssches Problem). Wie- vorher ist {= 0 Ruy)=y we % »’ 
v v 
aber diesmal ergibt die Randbedingung >,=3 | =h und R(wy) = 
Is 

yh — uh. Daraus folgt N(u) = —uh, M = yh, und nach Formel (6) wird 


d(u) = — [uAudQ — [uhds. 
2 S 


Das Volumintegral formen wir nach (10) um. Unter nochmaliger Berücksichtigung 
der Bedingung (12) erhalten wir schließlich 


D(u) = [irsauran-2[unas, (8) 


Die Randbedingung (12) ist für das Funktional (13) natürlich, und dessen Mini- 
mum kann auf einer Klasse von Funktionen bestimmt werden, die keinerlei Rand- 
bedingungen unterworfen sind. 
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Bisher gingen wir stets von der Voraussetzung aus, daß "ie betrachtete Glei- 
‚chung 


Au=f 


eine Lösung mit endlicher Energie hat. Daraus folgte dann, daß auch das Minimal- 
problem für das Funktional 


Fü = (Au,u) - 2, = Tau] = 2m, N) 


eine Lösung hat, wenn der Operator positiv ist. Im vorliegenden Paragraphen 
zeigen wir, daß das Minimalproblem für das Funktional F(u) eine Lösung in der 
Klasse der Funktionen mit endlicher Energie hat, wenn nur der Operator A posibiv- 
‚ definit ist. 

Wir schreiben das Wanktionsl F(u) in der Form 


F(u) = lul® — 2(u, J). (1) 
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Wir zeigen zunächst, daß dieses Funktional nach unten beschränkt ist. Nach der 
Ungleichung ‘von CAucHY-BuUnJakowskı (Formel (8) des $3) ist |w,N)| < 


je] I/l; ‚nun ist der Operator A “positiv-definit, deshalb ist |w| < rm lul 
(y ist die Konstante aus der Ungleichung (7) des $ 6) und 


2 » fr 
FW > in! = ul f = lul fi ya 


Wenn man rechts das erste Glied fortläßt, wird. die Ungleichung verstärkt, es ist 
also 


Ir? 
Fu) 2 — ; 
y 
bei beliebiger Wahl von «(P) aus der Klasse der Funktionen mit endlicher Energie 
2 
wird das Funktional F(w) niemals kleiner als die Konstante — IE ; das aber 


bedeutet, daß das Funktional nach unten beschränkt ist. en daß dieses 
Funktional eine wohldefinierte untere Grenze (SMIRNow [1], Punkt 42) hat,. welche 
wir mit d bezeichnen. Wie in $ 17 gezeigt wurde, ändert sich diese Grenze nicht, 
wenn man die Werte von F(u) nicht in der Klasse D, der Funktionen des 
Definitionsbereiches des Operators A betrachtet, sondern in der Klasse der 
Funktionen mit endlicher Energie. 

Nach der Definition der unteren Grenze kann man zu jeder beliebig vorgegebenen 
positiven Zahl e eine Funktion u(P, e) mit endlicher Energie derart finden, daß 
F(u(P,e)) <d-+e ist. Gleichzeitig ist offensichtlich F(w(P,e))>d. Wir 


setzen &= z.; won eine beliebige positive ganze Zahl ist; die entsprechende 


| 
Funktion u(P. =) bezeichnen wir kurz mit w„(P). Dann ist 
R “ 


1“ 
a<sFWw)<dtr wel;2ics (2) 
Wir machen den Grenzübergang n — oo und finden 
lim F(w,) = d. (3) 
N-—>00 


Die Gleichung (3) besagt, daß die Funktionen u, (P) eine M. inimalfolge für das 
Funktional F (u) darstellen. 

Der nächste Schritt besteht in dem Beweis, daß unsere Minimalfolge bezüglich 
der Energie gegen einen Grenzwert konvergiert. > en eine willkürliche Zahl 
&>0 vor und wählen die ganze Zahl N so, daß - < > ist. Wenn dann. n>N 

€ 


i 1 
und m > N ist, so ist < und = . und folglich 
n 2 M 2 


d<Fw)<d+z, I<Fum)<d+- (4) 
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Es sei i eine willkürliche Zahl, die zwischen Null und Eins liegt. Wir betrachten 
die Funktion (P) = tu, (P) + (1 — t)u„(P) und bilden den Ausdruck 


Fo) = [un + — 2) Um, Un + (1 Dumm — 2(tUn + (Al Yun PM). 


\ 


Wir lösen die Klammern auf und erhalten 
Fw,) = I, — Um 124? +2 {fe — Uns Um) — (Un — Ums nt + 1, 12 kr) 2 (Un N: 


Danach ist F(w,) ein quadratisches Poly- 
nom bezüglich ?, worin der Koeffizient von 
i2 positiv ist. Das graphische Bild dieses 
Polynoms ist eine Parabel, deren konkave 
Seite nach. oben gerichtet ist. Wenn man zu 
dieser Parabel eine beliebige Sehne’ zieht, 
dann liegt der zu der Sehne gehörende Bogen 
unter der Sehne (Abb.7). Daraus ergibt sich 
folgendes. Wir betrachten die Sehne, deren 
Endpunkte die Abszissen t=0 und !=1 
haben. Bei beliebigem t# aus O0 <t<1 
erweist sich F(w,) kleiner .als die größere 
der beiden Größen F(w,) und F(w,). Nun ist 
Wg = Un, Wı = U„; wegen der Ungleichun- 
gen (4) ist jede der Größen F (w,) und F(w,,) 


kleiner als d-+ z Daraus folgt, daß 
Fiw)<d+ 5 für 0<t<1 ist. Gleichzeitig ist F(w,) > inf F(u) =d. Wir 


Abb. 7 


setzen insbesondere t = 7° Dann ist, w,, = En und 
as) <ar (6) 


Aus den Gleichungen (4) und (6) folgt leicht 


—5< Ft) + F{uy) — 2P (=, ®) 2e,.mnDN, 


und diese Ungleichung besagt, daß 


lim [Fu + F(u„) — 2F (= - =] —0 (7) 


mM, N->X 


gilt. Wir berechnen die Größe unter dem Limeszeichen in (7). Nach Formel (1) ist 
U + Un | 


1 
lu,12-+ 1,12 3 lu. +12. (8): 


Fl) + Flum) — 2F | 
Ferner gilt 


lu, + 1? — [%, + Uns Un t Um) = lu, 12 + 2%, Um] + lum1?. 
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! 


Eingesetzt in (8) ergibt das 


Fly) + Ffm) ar ("5 e) - era: 


Jetzt folgt aus der Gleichung (7), daß 


im I, -l=0 - (9) 
MO 
gilt. Auf Grund des in $ 16 Bewiesenen existiert eine solehe Funktion u,(P) mit 
endlicher Energie, so daß u, > u, und 4, —> u, gilt. 
Wir zeigen jetzt, daß die Funktion u,(P) das Funktional F(v) zum Minimum 
macht. Weil u, > u, gilt, gilt auch Ia,1 — Iw,l; gleichzeitig folgt aus der Stetig- 
keit des Skalarproduktes (8 3) (u, f}} — (tg, f). Jetzt gilt 


F (u) = Vüp1? — 2(tm, > Ip? — 20, f) = Pluo) 
und aus der Beziehung (3) folgt 


j Fü)=d=infF(u),. 
was zu beweisen war. 

Also gibt’ es in der Klasse der Funktionen mit endlicher Energie eine Funktion 
%(P), die das Funktional (1) zum Minimum macht. Wenn diese Funktion auch 
im Definitionsbereich D, des Operators A liegt, dann genügt besagte Funktion - 
auch der Gleichung Au = f nach dem Satz vom Minimalfunktional ($ 11); im 
allgemeinen hat man die Funktion u,(P) als verallgemeinerte Lösung dieser Glei- 
chung zu betrachten. Die in den vorangegangenen Paragraphen dieses Kapitels . 
entwickelten Verfahren sind auch dann anwendbar, wenn die Gleichung Au = f 
keine gewöhnliche, sondern nur eine verallgemeinerte Lösung besitzt. 


KAPITEL IV 


DIE WICHTIGSTEN ANWENDUNGEN 
DER ENERGETISCHEN METHODE 


$ 20. Randwertprobleme für gewöhnliche Differentialgleichungen 


Viele Probleme der mathematischen Physik führen auf die Lösung einer 
‚gewöhnlichen Differentialgleichung, wobei diese Lösung in den Endpunkten eines 
‚gegebenen Intervalls gewissen Bedingungen genügen muß, die man stets homogen 
machen kann. Wir können die im vorigen Kapitel entwickelten Verfahren auf 
unser Problem anwenden, wenn wir feststellen können, daß der durch die linke 
Seite der Differentialgleichung und die Randbedingungen definierte Operator 
‚des betrachteten Problems bei diesen oder jenen Einschränkungen symmetrisch 
und positiv-definit ist. Damit haben wir es auch im vorliegenden Paragraphen 
zu tun. 

‘Wir betrachten die gewöhnliche Differentialgleichung 


Lu 2 (v) 2) Hr@u= fl). a) 


Wir suchen ein Integral dieser Gleichung, das zusammen mit seiner ersten Ab- 
leitung im Intervall a < x <b stetig ist und an den Enden dieses Intervalls den 
Randbedingungen 

au (a) — Bula) =0, j: 


yu(b) + 5u(b) = 0 ) 


genügt, wo a, ß, y, ö konstant sind. 
Bezüglich der Daten machen wir folgende Annahmen: 


a) p(&), p’ (x) und r(x) seien im Intervalla <x<b stetig; 

b) im selben Intervall sei p(&) > 0, r (x) > 0; 

c) die Funktion p(x) kann in bestimmten Punkten des Intervalls ae <xz<b 
verschwinden, dann aber so, daß das Integral 


— [4 P(«) & 8) 


konvergiert (und folglich einen endlichen Wert besitzt); diese. Forderung ist 
insbesondere stets erfüllt, wenn p(@) im Intervall a <x<< b nirgends ver- 
schwindet; 

d) die Konstanten «, ß, y, 6 seien nicht negativ, wobei « und $ und ebenso auch 
y und ö.nicht gleichzeitig verschwinden. 


Als Definitionsbereich D, des Operators 4 nehmen wir die Menge der Funk- 
tionen, die im Intervall a <x << 5 zusammen mit ihren ersten und zweiten Ab- 
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‚leitungen stetig sind und den Randbedingungen (2) genügen. Wir zeigen, daß der 
Operator L symmetrisch ist. Zu diesem Zweck bilden wir das Skalarprodukt 


(Lu, v), wobei für beide Funktionen u, ve D, gilt, insbesondere sollen beide 
Funktionen den Bedingungen (2) genügen. Wir haben 


d b 
(Lu,v) = -/» HB (ro) 2.) de #f r(x) u(x) v(x) da 


Wir integrieren im ersten Integral partiell und benutzen die Randbedingungen (2): 


b 
(Lu, v) ro get rem) da + E pla)ula) (a) + ou) 6); (4) 


wir nehmen dabei an, daß & =# 0, y = 0 ist. Wenn & = 0 oder y = 0 ist, dann ist 
u(a) = 0 oder w(b) = 0 und der entsprechende Summand rechts in (4) ist weg- 
zulassen. Wenn insbesondere & = y = 0 ist, so daß die Bedingung: (2) die Form 


u(a) = ul) = 0 z (2) 
annimmt, dann ist ; 


b. F 
d 
(Lu, v) = f Ip1e) . Fr an vu) de. (4,) 


‘Der Ausdruck auf der rechten Seite von (4) ist symmetrisch in v und v; daraus 
ergibt sich, daß (Zu, v) = (u, Zv) gilt, d.h. daß der Operator L symmetrisch ist. 
Wenn wir in (4) u(x) = v(rx) setzen, erhalten wir 


b . 
dm.) = | [pt (GE) ren wm] ar + Fuer + Lu). 0) 


Wir zeigen, daß der Operator L positiv-definit ist, wenn mindestens eine der 
Zahlen $ und ö von Null verschieden ist. Wir betrachten zuerst den einfachsten 
Spezialfall, daß die Randbedingungen die Form (2,) haben und p(x) > 2, ist, 
wo 2, eine positive Konstante ist. In diesem Fall vereinfacht sich die Formel (5): 


(Eu) = j. Ir (5 .) + GUE 6) 


In Formel (5,) lassen wir den nicht negativen zweiten Summanden fort und 
ersetzen p(x) durch den kleineren konstanten Wert p,. Dann geht die Gleichung 
(5,) in die Ungleichung 


(Eu, 02] ne (6) 


über. 
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Jetzt ist iz abzuschätzen. Da ua) = (0 ist, ist 


(x) 2 dt, WW) = en 


Nach der Ungleichung von Bunsakowsktı (Formel (8,), $3), ist füra<x=<b 
ur) < ea [wyar< ea [wit )dt= (© — a) ja’ ]?. 


Integration von a bis b ergibt 


(b — a) 


u? < 5 


[u ?. (7) 
Setzt man das in (5) ein, so erhält man die Ungleichung 


2Po 
P3 2. Br ne 
(Lu,u) > y I 1°; N (b — a)?’ 


die besagt, daß der Operator L positiv-definit ist. 
Wir kehren zum allgemeinen Fall zurück. Wir nehmen an, daß $ > 0 ist. In 
Formel (5) streichen wir rechts den zweiten Summanden unter dem Integral 


und-den zweiten Summanden außerhalb des Integrals. Dadurch wird die rechte 
Seite in (5) verkleinert, und wir erben die Ungleichung 


uu>r (7 “Yar+ urm>n| fpuras+ ua] 6) 


wo B die größere der Zahlen La und 1 ist. 
a 
Wir haben 


% 
ua) = u(a) + [wo dt. 
1/7 
Infolge der elementaren Ungleichung!) (a + b)?< 2(a2 + 52) erhalten wir 


x 2 
u2(x) < 2u2(a) +2 VER a) . 


Ferner ist : 
& 2 : 2 


jae)- IE *(t) dt 


1) Es ist nämlich (a + 5)? < (a + b)? + (a — b)? = 2(a? -— 32). 
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und nach der Ungleichung von BUNJAKOWsKI 


- 62 2 E23 z 
d 
froa < [5 [ro w2(t) dt. 


a 


Durch Vergrößerung der oberen Grenze in den Integralen auf der rechten Seite 
können wir die Ungleichung nur verstärken, deshalb ersetzen wir rechts x durch 
seinen größten Wert b. Dann erhalten wir 


z 2 b b b 
d 
fvo di </ Pi) we) u=4 [Pu wand 


und folglich 
b 
u2(x) < 24 [ ptt) w*(t) dt + 2u2(a). 


Wir integrieren das nach x von a bis b und finden 
ur<al| [row wart um (9) 


wo ( die größere der Zahlen 2A(b — a) und 2(b — on ist. Ein Vergleich der Un- 
gleichungen (8) und (9) besagt, daß 


(Lu, u) = — el? | (10) 


gilt, d.h. daß der Öperäter L positiv- -definit ist. 
Oben wurde vorausgesetzt, daß «+ 0 und y = 0 ist. Wenn eine der Zahlen & ° 
und y oder beide verschwinden, dann bleibt die Behauptung, daß der Operator L 
positiv- definit ist, weiter richtig, wobei sich die Überlegungen weiter vereinfachen. 
Es sei etwa «x = 0. Die erste der Randbedingungen (2). nimmt dann die Form 
2 = (0 an. Anstelle von (8) und (9) ergibt sich die einfachere Ungleichung 


(Zu, >26) w:(x)dx, u? < Al (ü a IE w:(x)de, 


woraus sich die Ungleichung (10) erpibt, in welcher nur _ durch Lee zu 
ersetzen ist. 2 ee 

Infolge des Satzes vom Minimalfunktional ($ 11) führt die Aufgabe, die Glei- 
chung (1) beiden Randbedingungen (2) zu integrieren, wenn« +0 undy= Osind, 
auf das Problem, das Funktional 


Fu) = (Du) 20,0) £ pla) u3a) + po) u) 


+ [Ip w2) + rl) ur) — 2/e) u («1 de Ä (11) 
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zum Minimum zu machen. Wenn & =+ 0 oder y + 0 ist, dann ist die entsprechende 
Randbedingung (2) natürlich, wie in $17 besprochen wurde; wenn aber &« =0 
“ oder y = 0 ist, dann ist die entsprechende Randbedingung wesentlich. Auf Grund 
. der Ergebnisse des $ 19 hat unser Randwertproblem eine Lösung; sie kann, an- 
genähert oder exakt, nach einem der in den $$ 12—15 dargelegten Verfahren 
gebildet werden. 

u,(x) sei die exakte Lösung des Problems, u,(x) eine Näherungslösung, die auf 
die oben genannte Weise konstruiert worden ist. Dann gilt, wie wir wissen, 
Un > üg. Wir erläutern den Charakter der Konvergenz bezüglich der Energie im 

- gegebenen Falle. Uns ist bekannt, daß u, (x) eine Funktion mit endlicher Energie 


und folglich (wegen ul < > 107 ) mitendlicher Norm ist, überihre Differenzierbar- 


keitseigenschaften wissen wir jedoch nichts. Was die Näherungslösung «, (2) 
betrifft, so kann man sie stets so bilden, daß sie im Definitionsbereich des Ope- 
rators liegt. In diesem Falle hat die Funktion u, (x) stetige erste (und zweite) 
Ableitungen. 

Wir beschränken uns auf die Annahme, daß im Intervalla <x<b die Un- 
gleichung p(z) > p, erfüllt ist, wo 9, eine positive Konstante ist. . Nach Formel (5) 
haben wir 


[ale - (ie wie) + te) artallda + Zurta) Sur). 


Wie schon gesagt wurde, gilt v, > u, oder, was dasselbe ist, 


lim lu, = %gl 6: 


N>X 13 
Nach der Dreiecksungleichung ($ 8) ist 
j ln — uni < In — wol + ham — Üol 
und folglich i 
lim ku, — ul = 0. 


N,M>XO 


Unter Beachtung der Formel (11) erhält man 


nn mM 


m ff [trte) Wie) — un@)) + r(&)lunle) — Umla))?] de 


+ £ [un(a) — Umta)]® + 5 [un(6) — er! =: 


Die Summanden links sind nicht negativ und deshalb strebt da) von ihnen 
einzeln gegen Null; insbesondere gilt 
b 
im | Pla) Tus(a) — une)? de = 0; lim [u(a) — ma] =0. (12) 


N,M>X 
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Wir haben offensichtlich 
b 
[ [unle) — made < if 2) [uhla) — un(e)l? de; 


daraus ergibt sich 
b 
lim [ur (2) — m (@)P de =0. - (13) 


N, M—0o 
a 


Im betrachteten Falle folgt also aus der Konvergenz der Funktionen u, (x) 
bezüglich der Energie die Konvergenz im Mittel ihrer ersten Ableitungen; wenn 
die Funktion f(x). eine endliche Norm besitzt, dann kann man zeigen, daß u, (x) 
eine stetige erste Ableitung us (x) besitzt und daß u), (x) > us (&) gilt. 

Wir betrachten jetzt die Gleichung 


Un(e) — Una) = Unla) — Umla) + | [un (t) — am] di. 


Infolge der Ungleichung (a + 5? < 2 (a2 + 52) und der Cauvc#vschen Ungleichung 
gilt 


[un (2) — um PS 2lun(a) — uma) + 2 (fi (Ü) — um t)] | 


< 2 [un (a) — m (a) + 2(@ — a) [Tun lt) — m P di. 
Wenn wir rechts x durch b ersetzen, verstärken wir die Ungleichung 
. 5 B 
Tan(®) — im PP < 2lun(a) — Umta) + 2b — a) [Tun (t) — mt dt. (14) 


Daraus ist ersichtlich, daß die Folge u,(z), n = 1,2, ... gleichmäßig gegen eine 
Grenzfunktion Z(x) konvergiert, da die rechte Seite der Ungleichung (14) nicht 
von x abhängt und für n — oo gegen Null geht. 

Es ist leicht zu sehen, daß u(x) = u,(x) ist. Da nämlich «,(x) > u,(2) gilt, 
ist gleichzeitig u, (x) 3 u, (x). Andererseits folgt aus der gleichmäßigen Konver- 
genz auch die Konvergenz im Mittel ($ 7), so daß u,(2) %%(x) gilt; da aber ein 
und dieselbe Folge nicht gegen zwei verschiedene Grenzwerte im Mittel konver- 
gieren kann, so ist %(x) = ug(X). 

Wenn also p(x) > p, > 0 ist, dann bedeutet die Konvergenz bezüglich der 
Energie die gleichmäßige Konvergenz der Funktion selbst und die Konvergenz 
im Mittel ihrer ersten Ableitungen. 


Anmerkung. Wenn man auf die Forderung p(z) > p, > 0 verzichtet, aber p (x) 
der Bedingung unterwirft, daß das Integral (3) konvergieren soll, dann kann man 
wie vorher zeigen, daß u,(x) — u,(x), und zwar gleichmäßig, gilt, aber anstelle der 


” 
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Ungleichung (13) kann man nur die schwächere Ungleichung (12) erhalten, und 
aus dieser kann man wiederum j 

b 
lim | p(e) [ur (2) — w (a) de = 0 


N X 


ableiten. 
Wir gehen jetzt zur folgenden Gleichung mit beliebiger gerader Ordnung über: 


m dk dk 
Ind (Ar ga Im (=) Ge = f@). u) 


Wir beschränken uns auf die einfachsten Randbedingungen 
u) =uWla)=..- und) =ub)=ulb)=..- = umd(h) —=0. (16) 


Die Koeffizienten p,(2), k=0,1,2,...,m — 1 nehmen wir als nicht negativ an, 
Pm(x) als streng positiv; auch nehmen wir an, daß f(x) eine endliche Norm hat. 
Bei partieller Integration und Beachtung der Bedingungen (16) findet man 


[} b : 
m deyu\2 dr u\2 
mn 2 | ma (GE) de> [me (Gr) deminmr, (m 


wo diesmal 


2, — min pm(%) 


gilt; wir nehmen an, daß p, > 0 ist. 

Die Ungleichung (7) gilt für alle Funktionen, die bei x = «a gleich Null sind. 
Die Funktionen u (@), w (x), ..., W*=1(z2) genügen dieser Forderung, daher gelten 
die 


be 
Br = pw I, IWl a  wl,..., Ju md < Eu, 


or 


53 Mm 
woraus ohne Mühe folgt, daß |” |] > BER |«|| ist. Wenn man das in (17) 
einsetzt, erhält man 


(Lu, u) > y laß, ne V2 


b—-a 


Die letzte Ungleichung besagt, daß bei den Bedingungen (16) der Operator (15) 
positiv-definit ist; daraus folgt, wie schon mehrfach erwähnt, die Existenz einer 
Lösung und die Konvergenz einer Minimalfolge. Wir wollen die Art der Konvergenz 
klären. 

Man kann der Ungleichung (17) die Form 


ul > Yon In) | as) 


8 Variationsmethoden 


114 IV. Die wichtigsten Anwendungen der energetischen Methode 


geben. u, (2), n=1,2,... sei eine Minimalfolge. Nach Satz 1, $13 gilt Iu, — wol 
—> 0, wo u,(x) die exakte Lösung des Problems ist. Nach der Dreiecksungleichung 
(8 3), die auch für die Norm bezüglich der Energie gilt, haben wir 


lu. — 1 < 1, — üol + Ip — wol 
und folglich 
im lu, — %1l=0. i (19) 


kE,Rn—© 


Auf Grund der Bedingung (16) ist uf'"” (a) = uf” "” (a) = 0, woraus 
& 
ud (a) — ud (a) = [Tui le) — u” (e)] dr 
a 
und nach der Ungleichung von BUNJAKOWSKI 


De) RR < (ea) [l) — print 


b 
< (b — a) [Tu (i) — u (HP di = (d — a) 1a? — up? 
7 

folgt. Jetzt folgt aus (18) und (19), daß die (m — 1)-te Ableitung von u„(x) 
gleichmäßig konvergiert. Nach dem Satz von WEIERSTRASS über die Integration 
gleichmäßig konvergenter Folgen (Smirwow [1], Punkt 145) konvergieren dann so- 
wohl die Näherungslösung u, (x) selbst, als auch ihre Ableitungen bis zur Ordnung 
m, — 1 einschließlich. Aus den Beziehungen (18) und (19) folgt ferner, daß die 
m-te Ableitung von uw, (x) im Mittel konvergiert. 


$ 21. Die Biegung des auf einer elastischen Unterlage liegenden Balkens 
von veränderlichem Querschnitt 


Die Gleichung für die Biegung eines auf elastischer Unterlage liegenden Balkens 

hat die Gestalt 
d? dw 
Hier ist w die Durchbiegung des Balkens im Querschnitt mit der Abszisse x, J (x) 
das Trägheitsmoment dieses Querschnitts. J (x) ist konstant oder eine Funktion 
von x, je nachdem ob der Querschnitt des Balkens konstant oder veränderlich ist. 
Der Einfachheit halber nehmen wir an, daß keiner der Querschnitte des Balkens 
in einen Punkt ausartet, so daß das Trägheitsmoment J (x) nirgends verschwindet. 
Ferner sei #E der Youngsche Modul des Balkenmaterials, K der Kompressions- 
modul der Unterlage, q(x) die Intensität der Normalbelastung. Die Länge des 
Balkens bezeichnen wir mit dem Buchstaben !. Wenn die Enden des Balkens fest 
_ eingespannt sind, dann müssen die Randbedingungen 


vO)=ul)=0; v(O)=wW(l)—=0 (2) 
erfüllt sein. i 
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Die Gleichungen (1) und (2) sind Spezialfälle (für m = 2) der Gleichungen (15) 
und (16) des vorigen Paragraphen. Wir schließen daraus, daß der durch die linke 
Seite der Gleichung (1) und die Randbedingungen (2) bestimmte Operator positiv- 
definit ist, und daß das Biegeproblem für den auf einer elastischen Unterlage 
liegenden und an den Enden fest eingespannten Balken auf de Minimalproblem 
für das Funktional 


F(w) = (Lw, w) — 2(w, q) 


führt; das Minimum ist in der den Randbedingungen (2) genügenden Funktionen- 
klasse zu suchen. Unter Verwendung der Formel (17) des vorigen Paragraphen 
kann man F(w) auf die Form 


b $ 
en F [BJ (x) w? + Kw? — 2g(&) w] de (3) 


bringen. Die Lösung des Minimalproblems für das Funktional (3) kann man nach 
dem Rırzschen Verfahren erhalten,. wofür die Wahl eines bezüglich der Energie 
vollständigen Systems von Koordinatenfunktionen 9,(x) notwendig ist; da die 
Bedingungen (2) wesentlich sind, müssen die Koordinatenfunktionen sie o erfüllen. 
Wenn wir z. B. setzen 


pr(a) = (a)? artt, k=1,2,..., (4) 


dann kann man zeigen, daß das System (4) bezüglich der Energie vollständig ist. 
Eine Näherungslösung unseres Problems erhalten wir, wenn wir 


Wy = Kapılo) = d = x) Yaart! (5) 


setzen und die Koeffizienten aus dem System (8) des $14 bestimmen. Dieses 
System schreiben wir wie folgt: 


RN 
rd — bi w=1,2,...,n0. (6) 


Darin ist 
I i 
= (4,9) = [ate) (U — at artt!de; (7) 
[0] x 


die Koeffizienten A,, kann man in einer der beiden Formen bilden, die den 
Systemen (8,) und (8,) des $ 14 entsprechen: 


I 


Ay =  (Ep;, 9) - m: Lo; dx (ni (8 Ge) +Kpi|de ; (8) 
[} 


ı 


: d? 2 
Ale [ (are .. 


[Ü 


m) de. da 


8*+ 
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Die exakte Lösung unseres Problems bezeichnen wir mit w,(x). Aus den.all- 
gemeinen Betrachtungen am Ende des vorigen Paragraphen folgt, daß w,„(x) 
— wo(&) und wı (x) > wi (x) gleichmäßig gilt, ferner w/ (x) 3 wi (x). 

Wenn eines der Enden des Balkens frei ist, dann sind die Bedingungen (2) an 
dem entsprechenden Ende zu ersetzen durch die Bedingung, daß die Größen 


2 
dw und d EJ (x) Ew verschwinden. Wenn z.B. das Ende 2=0 fest 
da? dx da? 
eingespannt und das Ende x = I frei ist, dann sind die Randbedingungen dieses 


Problems die folgenden: 


w(0) = 0, w(0)=0, vW"d=0, - u 2 J (x) El, . (9) 
=1 
Man kann sich leicht überzeugen, daß der Operator auf der linken Seite der 
Gleichung .(1) wie vorher positiv-definit ist. Wir überlassen es dem Leser, diese 
Tatsache nachzuprüfen und die Schlußfolgerungen zu ziehen, die sich für die 
Lösbarkeit des Problems und die Anwendung von Näherungsmethoden zur Kon- 
struktion einer Lösung ergeben. 
Die Ergebnisse des vorliegenden Paragraphen bleiben auch für den Fall gültig, 

daß der Kompressionsmodul K der Unterlage veränderlich ist. 


$ 22. Die 9 hauptsächlichen Randwertprobleme für die Gleichungen 
von Poısson{und LAPLACE 


In den vorangegangenen Paragraphen haben wir schon mehrfach Randwert- 
probleme für die Gleichungen von Poısson und LArLacz zur Illustration all- 
gemeiner Methoden betrachtet; in diesem Paragraphen untersuchen wir diese 
Probleme mehr systematisch. 

Es sei die Porssonsche Gleichung 


—Au = f(P) a) 


gegeben, wo P ein Punkt eines endlichen m-dimensionalen (man kann m = 2 oder 
m —=3 annehmen) Gebietes Q ist. Wir stellen das DiricaLerTsche Problem für 


diese Gleichung: Zu finden ist eine im abgeschlossenen Gebiet 2 — 2 + 8 stetige 
Lösung, die auf dem Rand $ dieses Gebietes die Randbedingung 
uls=0 (2) 


erfüllt. Als Definitionsbereich des LArLAcE-Operators nehmen wir die lineare 
Menge derjenigen Funktionen (wir bezeichnen diese Menge mit M), die folgende 
Bedingungen erfüllen: 1. Sie sind zusammen mit ihren ersten und zweiten Ab- 
leitungen stetig im abgeschlossenen Gebiet 2 = 2 + 8; 2: sie verschwinden auf 8. 
Man sieht leicht, daß der Operator — A auf dem Lineal M positiv ist. Nach der 
Greenschen Formel ($ 2) ist nämlich 


(—-Au,u) = - [wauan fr = ds + [raw as, (3) 
Y 
2 $ 2 . 
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wo v die Außennormale zu $ ist. Das Flächenintegral fällt fort, da auf dem Rand 
u = 0 ist. Daraus ergibt sich 


(Au, u) = [ (grad u?d2>d. (4) 
2 


Es muß noch gezeigt werden, daß u = 0 ist, wenn (— Au, u) = 0 ist. Das ist 
jedoch offensichtlich: Wenn (— Au, u) = 0 ist, dann ist grad u = 0, wie sich aus 
(4) ergibt, was zur Folge hat, daß u konstant ist. Da diese Konstante auf S gleich 
Null ist, verschwindet sie überhaupt. 

Aus dem Gesagten folgt, daß das von uns formulierte DIRICHLETsche Problem 
gleichwertig ist mit dem Minimalproblem für das Funktional 


F(u) = (— Au, u) — 2(u, f) 
oder, wenn man Formel (3) benutzt, 


= [grad u) eu (5) 


Auf die Gleichung (1) mit der Randbedingung (2) führt bekanntlich das Biege- 
problem für eine fest eingespannte Membran, die unter der Wirkung einer Normal- 
belastung steht; die Funktion f(P) ist dieser Belastung proportional. Das Funk- 
tional (5) ist der potentiellen Energie der gebogenen Membran proportional (vgl. 
E. TREFFTZ [2]); wir haben es hier demzufolge mit einem Spezialfall des Minimal- 
problems für die potentielle Energie zu tun. 

Ein ähnliches Resultat erhält man, wenn man statt (2) die Kandbäiihisungen 
des gemischten Problems stellt, 


+ eme| =, (6) 
Ov Ss 


wo o(P) eine nicht negative Funktion ist, die nicht identisch gleich Null ist. 
. Diesmal muß man als Definitionsbereich des LAPLACE-Operators das Lineal M, 
derjenigen Funktionen einführen, die der Randbedingung (6) genügen sowie den- 
selben Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen wie die Funktionen des 
Lineals M. Man. sieht leicht, daß der Operator — Au auch auf M, positiv ist. 
Nach Formel (3) und der Randbedingung (6) ist nämlich 


(— Au, u) a, 0 este], “as + |mautan>o, 
dabei gilt für (4 u, 4) = 0 notwendig 

[owas=0,  [igradw?d2—0. 

5 fe) 


Aus der zweiten Gleichung folgt u = C = const. Setzt man das in die erste 
Gleichung ein, so erhält man 


@l[ods=0: 
Ss 
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Die Funktion o(P) ist nicht negativ, außerdem ist o(P) nicht identisch gleich 
Null. Daraus folgt, daß J odS >06 ist, dann aber ist. notwendig C=0 und 


u(P)=0. Demnach ist der Operator — /u auf dem Lineal M, positiv. Die Auf- 
gabe, die Poıssonsche Gleichung (1) bei den Randbedingungen (6) zu integrieren, 
kann man durch das Minimalproblem für das Funktional \ 


F(u) = (—4u, u) — 2(u, N) = [{(grad u)? — 2uf}dQ + [ou 8 (7) 
h 2 5 


auf dem Lineal M,„ ersetzen. Die Randbedingung (6) ist natürlich. 
Speziell betrachten wir das Neumannssche Problem für die Gleichung (1). Es 


werde eine Lösung der Gleichung (1) gesucht, die in 2 stetig und stetig differen- _ 


zierbar ist und der Randbedingung 


Fr Ö 


genügt. Man kann analog wie früher ein Lineal M, auswählen, das aus den Funk- 
tionen besteht, die der Randbedingung (8) genügen und denselben Stetigkeits- 
und Differenzierbarkeitsbedingungen, wie sie schon für die Funktionen des 
Lineals M gefordert wurden. Der Operator — Au ist jedoch nicht positiv auf 
diesem Lineal. Nach den Formeln (3) und (8) ist nämlich 


(—Au, u) = [(grad u)? d2, 
2 


was eine nicht negative Größe darstellt. Aber aus der Ungleichung (— Av, u) = 0 
folgt nicht, daß u = 0 ist. So gehört etwa die Funktion v = 1 offensichtlich zum 
Lineal M,, und es ist (—- Au, u) =. 

. Um diese Schwierigkeit zu umgehen, verfahren wir folgendermaßen: Vor allem 
bemerken wir, daß das N#umaAnnsche Problem unlösbar für eine willkürliche 
Funktion f(P) ist, und es ist nicht schwer, die Bedingung zu finden, der diese 
Funktion notwendig genügen muß. Wir integrieren (1) über 2: 


— [4ud2=[fd9; 
2 22 


wenn wir in der Formel (8) des $2v=1 setzen, erhalten wir 


Smee-fse 


was infolge von (8) gleich Null ist. 
Demnach ist für die Lösbarkeit des Nrumansschen Problems notwendig, daß 


[rpaea=0 
2 


$ 22. Randwertprobleme für die Gleichungen von Poıssox und LAPLAcH 119 


gilt. Ferner, wenn das Nzumanssche Problem lösbar ist, dann besitzt es unendlich 
viele Lösungen, die sich untereinander nur um eine Konstante unterscheiden. 
Diese Konstante bestimmen wir so, daß die Funktion u(P) derselben Bedingung 
genügt, wie die gegebene Funktion f{P): 


[uPaa=0. (9) 
2 % 


Offensichtlich ist diese Lösung des NeumAnsschen Problems die einzige. 

Zur Betrachtung des NzumAnnschen Problems für die Gleichung. (1) wählen 
wir als Definitionsbereich des LAPLAcE-Operators eine lineare Menge von Funk- 
tionen, die folgende Bedingungen erfüllen: 1. Sie sind in Q stetig zusammen mit 
ihren ersten und zweiten Ableitungen, 2. sie genügen der Randbedingung (8), 
3. sie genügen der Bedingung (9). Diese Menge bezeichnen wir mit M, . Oben wurde 
gesagt, daß wir stets eine der Bedingung (9) genügende Lösung des NeumAnschen 
Problems suchen. Das kann man so ausdrücken, daß man sagt, wir suchen eine 
im Lineal M, liegende Lösung des Nwumansschen Problems. Wir zeigen, daß 


der Operator — A auf dem Lineal M 0 positiv ist. 
Wir finden nämlich wie vorher 


(— Au, u) — [(gradu)? d2>d0; 
a 


wenn (— Au, u) = 0 ist, dann ist u = const eine Konstante, die der Beziehung 
(9) genügt, muß jedoch notwendig gleich Null sein. 

Das Neumanwsche Problem kann durch folgendes Variationsproblem er- 
setzt werden: Auf dem Lineal M, ist eine Funktion zu bestimmen, die das Funk- 
tional 
Fu) = (Au, u) — 2(f, u) 


oder, infolge der Randbedingung (8), das Funktional 


F(u) = f ((gradu)? — 2/u)dQ (10) 


zum Minimum macht. eu 

Die Randbedingung (8) ist natürlich, deshalb braucht sie nicht von vornherein 
erfüllt zu sein, wenn man das Minimum des Funktionals (10). aufsucht. 

Oft hat man die LarLacksche Gleichung bei inhomogenen Randbedingungen 
zu lösen. 

Wir haben schon gesehen ($ 18), daß die Integration der LarzAacz-Gleichung 
in Gebiet 2 bei der Randbedingung 


“= g(P) (11) 
(Dieicnuersches Problem) auf die Bestimmung des Minimums des Funktionals 


[grad u)2dQ ’ (12) 
3 
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führt, und zwar auf der Menge der die Bedingung (11) erfüllenden Funktionen; 
wenn die Randbedingung die Form 


u 


| rP) (13) 


S 


(Nzumanssches Problem) hat, dann führt das Problem auf die Bestimmung des 
Minimums des Funktionals 


” (grad u? dQ — 2 fe uhdS (14) 


auf der Menge der Funktionen, die, keinerlei Randbedingungen unterworfen sind. 
Wir fügen ergänzend hinzu, daß im Falle der Randbedingung des gemischten 
Typus 


4 + se = h(P) (15) 
v Ss. 
das entsprechende Funktional die Form 


[grad u)2dQ + ftou2 — 2uh,) d8 (16) 
2 S$ 


hat; das läßt sich leicht nachweisen, wenn man analoge Überlegungen zu $18 
anstellt. . 

_ Wir haben oben festgestellt, daß der Operator — 4 auf jeder der Mengen M, M,, 
M, positiv ist. Damit jedoch die Anwendung der in Kapitel ILI entwickelten Ver- 
fahren gerechtfertigt ist, mußte gesichert sein, daß der erwähnte Operator auf 
jeder der aufgezählten Mengen positiv-definit ist. Damit beschäftigen wir uns jetzt. 

Wir beginnen mit dem DirıchueTschen Problem. In diesem Falle ist 


an = eu] 2 > ja. | (17) 


wo m die Zahl der Dimensionen des Gebietes 2 angibt. Zwecks Vereinfachung der 
Rechnung nehmen wir an, daß Q ein ebenes Gebiet ist und zwar in der xy-Ebene; 
der Übergang zu einer beliebigen Zahl von Dimensionen bereitet keinerlei Schwie- 
rigkeiten. 

Für m = 2 nimmt die Formel (17) die einfachere Form 


on 94 (ae 


an. Wir erinnern noch einmal daran, daß das Gebiet Q als endlich vorausgesetzt 
worden war. 

Wir schließen 2 im Innern eines Rechteckes 2, ein. Die Koordinatenachsen 
seien den Seiten des Rechteckes parallel; diese Seiten bezeichnen wir mit d und 


8 22. Randwertprobleme für die Gleichungen von Po1ssox und LArLACE 121 


b (Abb. 8). u(x, y) sei eine hinreichend glatte!) Funktion, die auf S gleich Null ist. 
Wir erweitern die Funktion 4 (x, y) auf das ganze Rechteck, indem wir sie außer- 
halb von 2 gleich Null setzen; sie wird dann in 2, stetig. Wir wählen in 2, einen 
willkürlichen Punkt (x,, y,). Man hat offensichtlich 


%ı 


ul, : 
Ps dz = u(&, Yyı) — WO, Yı)- 


0 


Der Punkt (0, y,) legt jedoch außerhalb von Q und deshalb ist u(0, Yı) = 0. Dem- 
nach gilt 


% 


o9ulz, 
u, Yı) - (an. 
ö 


Bi 1x0) ä 


Abb. 8 


Die Anwendung der Ungleichung von BUNJARKOWSsKI ergibt 


[1 


zı 
d 2 2 
a, y) <a, 1 ] de<a l ww de. 
D) 0) 


Wir integrieren diese Ungleichung zwischen den Grenzen Oo <x, <a, O<y<b 
und erhalten 


EIAN: Ou\2 [One 
1 122, yı) day dyn < ar Jh (3) du dy< at ı (3) = (5) | dedy. 
2 2. 


ı ı ı 


3) Unter einer „hinreichend glatten‘ Funktion verstehen wir eine Funktion, die im abgeschlos- 
senen Gebiet eine hinreichende Anzahl von stetigen Ableitungen besitzt. Im vorliegenden - 
Fall ist die Stetigkeit der ersten Ableitungen der Funktion u (x, y) hinreichend. 
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Es genügt, die Integration über Q zu erstrecken, weil u = 0 außerhalb von L ist. 
Wenn wir noch die Bea 0? = 1/» einführen, kommen wir zu der Un- 


gleichung 
9u du 
legs @jlozufon 0 
2 fe 


die unter der Bezeichnung Ungleichung von FRIEDRICHS [1] bekannt ist. Sie ist, 
wie wir festgestellt haben, in jedem Falle richtig, wenn die Funktion u (x, y) stetig 
differenzierbar und auf. S gleich Null ist. Im allgemeinen Falle des m-dimensionalen 
Baumes hat die Frıepricassche Ungleichung die Form 


5 (35) dQ> « [was u,=0; (18,) 
2 


k=1 


für m = 1 geht sie im wesentlichen in die Ungleichung (8) des $ 6 über. 
Aus der Ungleichung (18) folgt 
(-4u,W)>ylul, y=Yr>0, (19) 


woraus sich ergibt, daß der Operator — Au auf dem Lineal M hinreichend glatter, 
auf 5 verschwindender Funktionen positiv-definit ist. 

Wir betrachten den Operator — Au jetzt auf einem Lineal von Funktionen, die 
der Randbedingung (6) genügen. Der Beweis der positiven Definitheit stützt sich 
diesmal auf eine Ungleichung, die ebenfalls von Frieprichs aufgestellt worden 


ist: . 
du\2 du\2]: 
ferosel Üj+ ll 
{6} 2 5 


wo ( eine positive Konstante ist. Um diese Ungleichung herzuleiten, verfahren 
wir wie folgt: Wir schließen wieder 2 in ein Rechteck 2, ein und setzen u = fr, 
wo f eine noch zu bestimmende Funktion ist. Aus der leicht zu verifizierenden 
Identität 


du\? du? „I/0v\? ov\? „2 of 01 2507 
a ee et 
ergibt sich, wenn man den ersten Summanden rechts unterdrückt, 
du\? du\? of d of 
| & v2 2 
Eee ae nt “iz un 


Wir integrieren über 2; die Integrale des zweiten und dritten Gliedes bilden wir 
nach der Formel von OSTROGRADSKI ($2) um: 


Na) lleos = ferareo+ [erstes 
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Daraus iolgt 
- feraraos [{(0)+ (z)}ao fer ds 
Ss 


und erst recht 


= ferarana {+ (fa) fer 


7 1 1 
Wir wählen f= sin: . sin = . Dann ist Af 7 ze 78 f, F ver- 
schwindet nirgendwo in 2. In der letzten RES EDUEE ändert ich dann das Inte- 


gral auf der linken Seite in 
{1:71 
#( + 5) (21). 


das zweite Integral auf der rechten Seite schätzen wir so ab: 

ER DR DE BE 1 |9f 
2+.__ Zu PERS, (FREE af. 
ee a 

[5 ö Ss 


ein dem Rand R ist die Größe — z| a 
v 


df f | 
a. < Fr = = const auf 8. Dann wird 
v 


| ferzasl< o (was, 
F dv 


| 3 
und die Ungleichung (20) ergibt sich aus \ 1), wenn man mit C die kleinere der 


Zahlen nr? (ar En ! Y und 0’? e -r =) bezeichnet. 


offensichtlich beschränkt; es sei etwa 


n 


[2 
Wir schätzen jetzt das Skalarprodukt (— Au, u) ab. Man hat 


ana [uanan- {Ef Bojen -futas 


oder, wenn man ai Ungleichung (6) anwendet, 


a {nf (ajlanı fo 
2 4 S 
du\? du 
>) +) pae+ejwas 
2 Ss 


wo o, die untere Grenze von o(P) ist, wie schon gesagt wurde. 
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Wir setzen o, = min (o,, 1); dann ist offensichtlich 


—. u) > 0 e)- | da +fw | (22) 


Vergleicht man das mit (20), so erhält man schließlich 


0, 


(— Au, u) > yRlul?, Palo: (23) 


Aus dem Bewiesenen folgt wegen der Sätze der $$ 11—15 und 19, daß die Mini- 
malprobleme, auf welche die Integration der Poıssoxschen Gleichung bei den 
Randbedingungen (2) und (6) führt, lösbar sind und näherungsweise nach dem _ 
'Rımzschen Verfahren gelöst werden können, oder nach einem beliebigen anderen 
der Verfahren des Kapitels IL. 

Wir bemerken, daß beim Disıcnverschen Problem (Bedingung (2)) für, die 
Poı1ssoxsche Gleichung die Konvergenz bezüglich der Energie auf die Konvergenz 
im Mittel bezüglich des Gebietes 2 führt, und zwar sowohl für die Näherungs- 
lösung selbst, als. auch für ihre ersten Ableitungen, während beim gemischten 
Problem (Bedingung (6)) noch die Konvergenz im Mittel der Näherungslösungen 
auf dem Rand $ hinzuzufügen ist. Dies ist aus den Formeln (17) und (22)!) un- 
schwer zu ersehen. 

Wir wenden uns jetzt dem NzumAnnschen Problem zu. Eine wesentliche Rolle 
bei der Untersuchung dieser Aufgabe spielt die bekannte Ungleichung von PoIx- 


” va zZ Fu) 2% 5) ! a0 Es »(j* =) | (24) 


wo A>0 und B>0 konstant sind. Wir führen den Beweis dieser Un- 
gleichung für den Fall, daß das Gebiet 2 ein Rechteck ist; den Beweis 

für ein Gebiet hinreichend allgemeiner Form kann man z. B. in dem Buch 
von CoURANT und HiILBerr [2], Kap. VII finden oder auch in dem Buch von 
S. L. SoBoL£w [2]. 

2 sei das Rechteck O<x<a, 0<y<b. Wir wählen in 2 zwei Punkte 
(21, yı) und (x,, %5). Man hat offensichtlich 


%e Yr, j 
ou %, ö ou X, 
Ul@g, y5) — Ultı, Yı) - em de (ee N ay. 


%ı 


3) Wie aus dem „Einbettungssatz‘“‘ von S. L. SosoLew [2] folgt, ist die Konvergenz einer 
Funktionenfolge im Mittel auf dem Rand eines Gebietes eine Folge der Konvergenz im 
Mittel der ersten Ableitungen in diesem Gebiet. 


822. Randwertprobleme für die Gleichungen von Poıssox und LarLach 125 


Erhebt man das ins Quadrat und benutzt die Ungleichung von BUNJAKOWSKI, 
so erhält man 


u (2, Yı) + ur lag, Ya) — 2U (a1, Yı)% (ka Ye) 


Yı 2 


% 2 
du (®, Yı) u (x, Y) 


Yı 


e d 
d ; 2 d ‚y)\2 
EEE LEE 
) 0 
@ 5 


dulz, yı)\? | du (&, y)\? 
<a fees nee 
j 0 0 


Diese Ungleichung integrieren wir nach x,, Yı, %a, Y, unter der Voraussetzung, daß 
jeder der Punkte (x,, y,) und (z,, y5) das Rechteck 2 durchläuft. Wir erhalten dann 


2 2 2 
ee] ae ee aut: 
— 9x) %y 
2 2 Q2 2 5 


Dividiert man durch 2 ab und setzt 


SE 2 92 rn 
A = max (a?, b?), B ap 


so kommt man auf die PorwcArä&sche Ungleichung für das Rechteck. Die Aus- 
dehnung auf den allgemeineren Fall einer größeren Zahl von Dimensionen bereitet 
keinerlei Schwierigkeiten. 

Sobald die PorncAr&sche Ungleichung bestätigt ist, macht es keine Mühe mehr, 
die positive Definitheit des Operators — A auf der Menge aM, „ zu beweisen. Wir 
haben oben schon gesehen, daß für die Funktionen dieser Menge 


(— Au, u) = | (grad u”dQa 


2 


gilt. Da die Funktion v(P) noch der Bedingung (9) genügt, vereinfacht sich die 
Porscaräsche Ungleichung für diese Funktion und nimmt die Form 


Mm du 2 
fraes4 2.) 12 = 4 [end urd0 
2 a Om er 


an. Jetzt ist offensichtlich, daß 


Pe. er 
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gilt, was auch zu beweisen war. Aus dem Bewiesenen folgt die Lösbarkeit des 
NeumAnnschen Problems für die Gleichung (1), wenn die Funktion f(P) eine end- 
liche Norm besitzt und der Gleichung (9) genügt, ebenso folgt aber auch die Mög- 
lichkeit, eine Näherungslösung nach einer der Methoden des Kapitels III zu fin- 
den, insbesondere nach dem Rıtzschen Verfahren. 


$ 23. Das Torsionsproblem für einen Stab und das Problem der Biegung 
eines Stabes unter der Wirkung einer Querkraft!) 


Wir bezeichnen mit 2 den Normalschnitt des Stabes und mit $ den Rand des 
Schnittes. Im allgemeinen Falle führt das Torsionsproblem auf das Aufsuchen einer 
Funktion 9, (, y), die im Schnittgebiet der LarLacr-Gleichung 


Zu Rp, 029, = 
A % 0x2 + ö y* 0 d) 
genügt und auf dem Rand 8 der Randbedingung 
en —- y— me. (2) 


Hier ist v die Außennormale zu $ und 2 = cos (v, x), m = cos (9, Y). 

Demnach ist die Funktion 9, (x, y) die Lösung des NeumAnnschen Problems für 
die LArLAo&-Gleichung bei der inhomogenen Randbedingung (2). Die Anwendung 
der sich auf dieses Problem beziehenden Ergebnisse des vorigen Paragraphen er- 
gibt, daß sich das Torsionsproblem auf das Aufsuchen einer Funktion zurück- 
führen läßt, die das Funktional 


Je od — |» (Iy — me)'ds 
= (% 2) + (3 la: p(ly — mx) dS (3) 
[I | 


zum Minimum macht. Die Funktion p(z, y) ist im voraus keinerlei Randbedin- 
gungen unterworfen, da die Bedingung (2) für das Funktional (3) natürlich ist. 
Im hu (3) formen wir das Randintegral nach der Formel von OSTROGRADSKI 


um 
ucz (v,2) — px cos (,y)]d8 = Ein By) _ e|ae ie 
-/fb 5-25 )dray. 


1) Wir setzen voraus, daß dem Leser die Tlorsions- und Biegetheorie des Stabes bekannt ist, 
z. B. aus den Lehrbüchern von L. S. LEIBEnson [2] oder von $S. P. Tmosczenko [1]. Der 
Anwendung der energetischen Methode auf das Torsions- und Biegeproblem ist in der Mono- 
graphie von L. S. Lerısenson [1] viel Raum gewidmet, dort sind einige der genannten 
Formeln zu finden sowie eine große Zahl von Beispielen. 
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Setzen wir das in (3) ein, so nimmt unser Funktional die Form 


N- 4) | (55 azay- [fer + nazay 


an. Das zweite Integral ist gleich dem Trägheitsmoment des Schnittes bezüglich 
des Koordinatenanfangspunktes und eine konstante Größe, deshalb führt das 
‚Problem auf das Aufsuchen des Minimums eines einfacheren Funktionals, das wir 
mit D(@) bezeichnen: 


D(9) - [I - ) + (52 + 2) |awan. (4) 


Das Funktional D(p) hat eine einfache mechanische Bedeutung. Bekanntlich 
ist nämlich 


c 


wo C die Torsionssteifigkeit des Stabes, G der Schubmodul des Stabmaterials und 
9,0, Wie schon oben gesagt wurde, eine Funktion ist, die das Torsionsproblem löst.!) 

Nun erteilt aber die Funktion 9, dem Funktional D(g) seinen kleinsten Wert, 
deshalb gilt für jede beliebige Funktion &(x, y) die wohlbekannte Ungleichung 


vollen @ 
2 2 


!) Der Beweis der Formel (5) ist ziemlich einfach. Wir haben (siehe z. B. L. S. LriBensox [2] 


Seite 242) 
a )jlerr ae De _ „e) day. 


Andereiseils findet man bei Auflösung der Klammer leicht 


BEI 22 16 


Nach der GrzENschen Hürmal gilt 


[TE Go)]eror=- [fnanaans [una 


oder, infolge der Gleichungen (1) und (2), 


ei [+ @)]e“ = my — ma) dB, 
eie-)uo 


ist, wie wir schon gesehen haben. Setzt man das in D(@,) ein, so erhält man. die Formel (5). 


was gleich 
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Diese Ungleichung schafft die Möglichkeit, die Torsionssteifigkeit nach oben ab- 
zuschätzen; wenn man für p eine Näherungslösung des Minimalproblems für das 
Funktional D(p) einsetzt (diese Funktion könnte etwa mit Hilfe des Rıtzschen 
Verfahrens gewonnen worden sein), dann kann die durch die Formel (6) gegebene 
Abschätzung beliebig genau gemacht werden. Eine einfache, wenn auch grobe Ab- 
schätzung für die Torsionssteifigkeit erhalten wir, wenn wir 9= 0 setzen. Das 
liefert die Ungleichung 


C<@JI, M 


wo J das Trägheitsmoment des Stabquerschnittes bezüglich des Koordinaten- 
anfangspunktes ist. 

Man kann noch eine etwas genauere Abschätzung für die Steifigkeit C erhalten. 
Zu diesem Zweck setzen wir in (6) 9 = «xy ein, wo die Konstante « so gewählt 
wird, daß die rechte Seite der Ungleichung (6) ihr Minimum annimmt. Eine ganz 
einfache Rechnung führt auf die Abschätzung 


AGI,T 
e< =: (7) 


die viel genauer .als die Abschätzung (7) ist. Mit J, und J, sind die Trägheits- 
momente des Stabquerschnittes bezüglich der Koordinatenachsen x und y be- 
zeichnet. 

Das Torsionsproblem läßt sich auf ein andbteg Variationsproblem zurück- 
führen, welches es gestattet, die Torsionssteifigkeit nach unten abzuschätzen. 

Wir betrachten zunächst den einfachsten Fall, wo das Schnittgebiet 2 ein- 
fach zusammenhängend ist. Dann kann man bekanntlich das Torsionsproblem auf 
die Integration der Poissoxschen Gleichung 


Ay= —2G9 
bei der Randbedingung 
y,>= 


zurückführen; hier ist 9 eine Konstante, die als Grad der Torsion bezeichnet wird. 
Wenn man y(x, y) = 2@9 u(x, y) setzt, dann erhält man die Differentialgleichung 


—Au=1 (8) 


_ und die Randbedingung 
| ul=0.. (9) 

Aus den Ergebnissen des vorigen Paragraphen folgt, daß das Problem (8)—(9) 

gleichbedeutend ist mit der Aufgabe, das Minimum des Funktionals 


BE I Ba 


auf der Menge der der Bedingung (9) genügenden Funktionen zu bestimmen. 
u,y(z, y) sei die exakte Lösung unseres Problems, u,(x, y) eine Näherungslösung 
nach Rırz. Nach Formel (15), $14 gilt Iu,®?< lw,l?. In unserer Aufgabe ist 
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f(&,y) = 1 und die Formeln (13) und (14) des $ 14 liefern 
wa, y dedy > [f un(@, y) de dy. 
fe) fe) 


Bekanntlich unterscheidet sich die Torsionssteifigkeit nur um den Faktor 4G 
von dem Integral auf der linken Seite. Daraus ergibt sich für C eine Abschätzung 
nach unten: 


>46 [una y) dedy. (11): 


Wenn man die Formel (18) des $ 14 benutzt, erhält man die im allgemeinen aller- 
dings ziemlich grobe Abschätzung 
4G (h [J[wdzd 7 


res Duo) 


Hier ist u(z, y) eine beliebige in 2 stetig differenzierbare Funktion, die auf S ver- 
schwindet. 

Jetzt sei das Gebiet Q mehrfach zusammenhängend, die Kurve S, möge dieses 
Gebiet von außen begrenzen, die Kurven $,, Sa, ..., $x voninnen. Wir bezeichnen 
mibty,®=1,2,..., k den Inhalt des von der Kurve 8, eingeschlossenen Gebietes. 
Die Funktion u(&, y) = y(x, y)/2 G9 genügt der Gleichung (8) und den Rand- 
bedingungen 


(12) 


(13) 
&; auf S;; i—1, DIRRER ‚k. 

Hier sind die &, zunächst unbekannte Konstanten; infolge des bekannten Theo- 

rems von BREDT sind sie durch die Beziehungen 


In y5 Be (14) 


miteinander verknüpft; » bezeichnet wie gewöhnlich die Normale zu $,, die äußere 
in bezug auf 2 und demzufolge die innere zu den geschlossenen Kurven S$,. 

Es sei ö(x,y) eine beliebige, den Bedingungen (13) und (14) genügende Funktion ; 
wir nehmen noch an, daß diese Funktion zusammen mit ihren ersten und zweiten 
Ableitungen in Q stetig ist. Wir setzen u — & = v. Dann genügt die Funktion v 
der Gleichung 


—Adv=1+Aü 15) 

und den Randbedingungen _ 
0 auf 8, ” 
Deren N (16) 
a i=1,2,..:,k. (17) 


9 Variationsmethoden 
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Hier sind die 8, willkürliche Konstanten. Die den Bedingungen (16) und (17) ge- 
nügenden Funktionen bilden ein Lineal, wie man leicht einsieht. Wir zeigen, daß 
der Operator — 4 auf diesem Lineal positiv ist. Wenn die beliebige Funktion 
v(x, y) den erwähnten Bedingungen genügt, gilt nämlich 


nn (Jeanner- RES] an feier 


Das Flächenintegral verschwindet wegen 


+ 2% ds=0, 
il 


Analog beweist man die Symmetrie dieses Operators. 
Nach dem Satz vom Minimalfunktional ($ 11) führt das Problem auf das Auf- 
suchen einer Funktion v(x, y), die das Funktional 


[Net rongen 0m 


auf einer Menge von Wünklenen zum Minimum macht, die den Bedingungen (16) 
und (17) genügen. 

Wir kehren zur Funktion v=»-+ & zurück. Wenn wir in (18) konstante 
Glieder unberücksichtigt lassen, finden wir, daß die Integration der Gleichung (8) 
mit den Bedingungen (13) und (14) gleichbedeutend ist mit dem Aufsuchen einer 
Funktion, die bei denselben Bedingungen das Funktional 


0) N) | (2) 21 aa en 
j 2 
du dü 9u HÜü 
-2/f(= dx 0%y 5) gzay 
2 


zum Minimum macht. Das zweite Integral behandeln wir nach der Greenschen 
Formel und erhalten unter Beachtung der Randbedingungen 


(dudü , du du | 0% 
& Er 7 
/ft& Bey 5.) day - rasazau+ [u ds 
2 2 RK 


; k 5 
= - | [w A@deay+ Sam. 
d=1 
2 


und man erhält 
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Setzen wir das in Q(w) ein, so erhalten wir schließlich für das Funktional Q(w) den 


Ausdruck. 
o9u\? du\? : LE 
I (=) = (5) ı RUE en 
$ 


Mit Hilfe des in $ 17 genannten Verfahrens ist es nicht schwer zu zeigen, daß die 
Bedingung (14) für das Funktional Q(«) natürlich ist, deshalb kann dessen Mini- 
mum auf einer Menge von Funktionen bestimmt werden, die nur der Bedingung (13) 
genügen. Wie früher bezeichnen wir mit w,(&, y) die Funktion, die das Torsions- 
problem löst; sie macht Q(w) zum Minimum. Wir klären den Zusammenhang 
zwischen Q(u,) und O, der Torsionssteifigkeit. Wir gehen von der bekannten 


Formel 
0-10 [[mizart Zur! (20) 
2 


aus; mit ” ist der Wert der Konstanten «; für die Funktion u, bezeichnet. 
Da 4 w= —L ist, nimmt das Integral in. (20) folgende Gestalt an: 


Ina - -[fwamarar I) + (xe]arar 
| mas + “alle au EP. 


lt lee [far Zen 


Ersetzt man in (19) « durch u, und. benutzt die letzte Gleichung, so erhält man 


) 


\ k 
Au) = | [mdrdy - Zarrı 
\ 2 


Vergleicht man das mit (20), so erhält man 
= —4GQW). (21) 


u sei eine beliebige der Bedingung (13) genügende Funktion. Wir wählen einen 
konstanten Faktor a so, daß Q(au) zum Minimum wird. Wir haben 


ne 2) +(5 era 2e| [frasavt Zen] 


9* 
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Differentiation nach a und Nullsetzen der Ableitung ergibt 


[fraeant &o 
Tee 


(IT rssan gan)" 
Moon 


Offensichtlich ist Q (w,) < Q (au), da au der Bedingung (13) genügt (in welcher die 
Konstante.&; durch «a, ersetzt worden ist). Jetzt folgt aus den Formeln (21) und 
(22) eine Abschätzung nach unten für die Torsionssteifigkeit: 


res) 
Ne 


Die Abschätzung (23) wurde in der Arbeit von Liv Caus-Sun [1] aufgestellt. 

Wir wollen noch kurz über das Biegeproblem für den Stab sprechen. Es führt 
bekanntlich auf die Bestimmung einer Funktion x (x, y), die im Querschnittgebiet 
2 harmonisch ist und der Randbedingung 


ö 1 
Ei--Berstoslebmnene 0 


‚Jetzt findet man leicht 


"Qlau) = 


0>46 (23) 


genügt; o ist die Poıssoxsche Zahl. Nach dem im vorigen Paragraphen Bewiesenen 
führt dieses Problem auf die Bestimmung einer Funktion, die das Funktional 


HT 3) + (au) arev + [rt tTo@® + BMI 2@ + 0)aym) di 


zum Minimum macht; da die Bedingung (24) natürlich ist, braucht man die 
Funktion x keinerlei Randbedingungen zu unterwerfen. 


‚$ 24. Gleichungen mit veränderliehen Koeifizienten 
Eine nicht unwichtige Rolle spielen in verschiedenen Fragen der mathemati- 


schen Physik Differentialgleichungen mit veränderlichen Koeffizienten. So nennt 
man lineare- Differentialgleichungen, deren Koeffizienten gegebene Funktionen 
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der unabhängigen Veränderlichen des Problems, insbesondere der Koordinaten, 
sind. So stellen die Gleichungen für das Gleichgewicht und ebenso auch für Schwin- 
. gungen elastischer Schalen Systeme mit veränderlichen Koeffizienten dar; die 
Biegung einer Platte von veränderlicher Dicke wird bestimmt durch eine Glei- 
chung vierter Ordnung mit veränderlichen Koeffizienten; auf eine Gleichung 
zweiter Ordnung mit veränderlichen Koeffizienten führt das Problem der Schwin- 
gungen des Flüssigkeitsspiegels in einem Bassin!). Besondere Bedeutung haben 
lineare Gleichungen mit veränderlichen Koeffizienten bei der Untersuchung nicht- 
linearer Gleichungen. Einerseits führen viele Linearisierungsverfahren oft auf 
Gleichungen mit veränderlichen Koeffizienten; das gilt z. B. für die in der Gas- 
dynamik so wichtige Gleichung von TscHApLycin [1]. Andererseits führt die An- 
wendung verschiedener Iterationsverfahren auf nichtlineare Gleichungen häufig da- 


hin, daß man jede Näherung als Lösung einer linearen Gleichung mit veränderlichen 


Koeffizienten erhält; so geschieht das gewöhnlich bei Benutzung des sogenannten 
„Newrosschen Verfahrens“, das von L. W. Kanrorowttsch [1] ausgearbeitet 
wurde. 

Der Übergang von konstanten zu veränderlichen Koeffizienten bringt ernste 
‚Schwierigkeiten mit sich bei der Anwendung solcher Methoden, wie des Integral- 
gleichungsverfahrens oder der Methode der GrEeENnschen Funktion und besonders 
beim Aufsuchen elementarer Partikulärlösungen: Aber für die Mehrzahl der 
Variationsmethoden, darunter auch für die energetische, ist der Übergang zu 
veränderlichen Koeffizienten nicht mit bemerkenswerten zusätzlichen Schwierig- 
keiten verknüpft, und die Ergebnisse des $22 lassen sich mit entsprechenden 
Änderungen auf die Gleichungen vom elliptischen Typ?) übertragen. Diesem 
Gegenstand ist der vorliegende Paragraph gewidmet. 

Wir wollen die Gleichung 


mod u ’ 
Lu= =. 0%, (A),52) +6(Pu=f{P), Ay Ay; (1) 


bei Randbedingungen eines der drei Typen 


ul,=0, (2) 
[N (u) + (Pu), =, | (3) 
Nw),=0 (4) 


Ss 


betrachten, wo 


m d 
N (u) = 3 4Aa(P) 5 cos (v, %;) 
ski Tr 


. ist; hier bedeutet wie gewöhnlich 8 den Rand eines endlichen Gebietes 2, » die 
Außennormale zu $. Analog wie bei den Gleichungen von PoIsson und LAPLACE 
nennt man das Randwertproblem für die Gleichung (1) bei den Bedingungen (2), 


1) Siehe etwa L. N. SRETENsKıs [1]. 
2) Die Definition der Gleichung vom elliptischen Typ siehe unten. 
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(3) oder (4) Diricauetsches Problem, gemischtes Problem oder NeumAannsches 
Problem. Die Wahl der speziellen Form der Gleichung (1) (die allgemeine Glei- 
chung zweiter Ordnung läßt sich nicht in diese Form bringen) erklärt sich dadurch, 
daß bei einer beliebigen der Randbedingungen (2), (3) oder (4) der Operator L 
symmetrisch ist. Nach der Grrenschen Formel (Formel (7), $2) ist nämlich 


fwLu — ulv)d2 = — [N (w) —uNw)]dS. . (5) 
) 8 j 


Wenn beide Funktionen der Bedingung (2) oder der Bedingung (4) genügen, dann 
verschwindet offensichtlich die Funktion unter dem Flächenintegral. Wenn aber 
beide Funktionen der Bedingung (3) genügen, dann ist auf S 


NW +ou=0, Nov =0. 
Wir multiplizieren die erste Gleichung mit v, die zweite mit « und bilden die 


Differenz. Wir finden, daß _ 
[vN (u) — uN (v)], = 0 


gilt, so daß auch in diesem Falle die Funktion unter dem Integral über S ver- 
schwindet. Demnach verschwindet in allen Fällen die rechte und folglich auch 
die linke Seite der Gleichung (5): 


fwru — uLv) d2 = (Lu, ») — (uw,L)=0. 
u 


Das bedeutet, daß der Operator L symmetrisch auf der entsprechenden Funktionen- 
menge ist. 
Der Operator Lund mit ihm auch die Gleichung (1), heißt elliptisch im abge- 


schlossenen Gebiet 2, wenn die Koeffizienten A jw(-P) folgende Eigenschaften besitzen: 
Es existiert eine solche positive Konstante u,, daß für beliebige reelle Zahlen 


bisdas ..., tm und einen beliebigen Punkt P € 2 die Ungleichung!) 
m m “ 
2 Au (Pte > md % (6) 
hei k=1 ’ 


gilt; der Koeffizient C ist keinen Beschränkungen unterworfen. 


1) Diese Definition behält ihre Gültigkeit auch für den allgemeinen linearen Differential- 
operator zweiter Ordnung " 


4 u RL ren 
er nee 


und für die zugehörige Differentialgleichung. Der Begriff „elliptisch im abgeschlossenen 
Gebiet“ bleibt natürlich für den Operator L gültig, wenn man bei letzterem die Zeichen der 
Koeffizienten so ändert, daß statt (6) die Ungleichung 


m m 
Ay (Pu <— md U 
Ik=1 k=1 
gilt. 
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Als Beispiel betrachten wir den Operator 
9u 0 du\ 9 u 0 9u 
1 _ — I(t+ ; 
et 3) tet 
Hier ist m = 2. Wenn man x = 2, Y = X Setzt, ist 
Ay =1+% An= Ay = — 2% Au=i+m. 


Die linke Seite der Formel (6) hat im vorliegenden Fall die Form 


1+-9 —- 22.0 der + - (£atı %to)?. 
Wenn wir den letzten Summanden rechts unterdrücken, erhalten wir 
IH 2m ti DES tER- 


Unabhängig von den Werten von x, und x, ist die Ungleichung (6) mit der Kon- 
stanten #, = 1 erfüllt. Daraus folgt, daß unser Operator in einem beliebigen Gebiet 
der Veränderlichen x und y elliptisch ist. 

Wir betrachten noch den ‚Operator von TRICoMmI“ 


Hu. u u u 


Var rg t Zr 


Hier ist A,.ı = 2, Aıa = Ayı = 0, Ad = 1, und die linke Seite der Formel (6) hat 
die Form »5? + £: Wenn 3 >6>0 ist, dann sit 5? + > öN-+5> 
ö(f +1), wo ö’ die kleinere der Zahlen 1 und ö bedeutet; die Ungleichung (6) 
ist mit der Konstanten u, = 6 erfüllt, und der Operator y O?u/dx? + Huldy? ist 
in einem beliebigen abgeschlossenen Gebiet elliptisch, welches einschließlich seines 
Bandes ganz in der oberen Halbebene gelegen ist. Wenn das Gebiet ganz oder 
teilweise in der unteren Halbebene gelegen ist, dann ist der Operator von TRICoML 
in diesem Gebiet nicht elliptisch.!) Wenn das Gebiet in der oberen Halbebene 
liegt, aber sein Rand teilweise (oder mit einem Punkt) auf der x-Achse liegt, dann 
gehört der Trıoomische Operator im abgeschlossenen Gebiet zur Klasse der so- 
genannten entarteten elliptischen Operatoren, von denen im folgenden Para- 
graphen noch zu reden sein wird. 


Wir wollen voraussetzen, daß die Gleichung (1) in 2 elliptisch ist, so daß die 
Ungleichung (6) für eine gewisse positive Konstante u, erfüllt ist. Wir klären jetzt 
die Bedingungen, die gewährleisten, daß der Operator (1) auf jeder Menge von 
den Bedingungen (2), (3) oder (4) genügenden Funktionen positiv-definit ist; wie 
wir wissen, garantiert das sowohl die Existenz einer Lösung des entsprechenden 
Randwertproblems, als auch die Möglichkeit der näherungsweisen Berechnung 
dieser Lösung mit Hilfe der Methoden des Kapitels III. In allen diesen Fällen 
wollen. wir voraussetzen, daß C(P) > 0 ist. Fälle, wo C(P) negative Werte an- 
nimmt, werden wir hier nicht betrachten. 


0) In der unteren Halbebene ist der Trıcomische Operator hyperbolisch. 
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Nach der Grzznschen Formel (Formel (5), $ 2) ist 


(Lu, u) ee Ar > n a on 40=. fer (u) 48. 


Ss 


Wenn die Randbedingungen (2) oder (4) gegeben sind, verschwindet das Flächen- 
ee und man erhält 


RR ao; | 
moi, ae ol M 
2 
wenn jedoch die Bedingung (3) gegeben ist, dann wird N (u) = — ou auf 8 und 
m du ou 
= } { 2 H 2 & 
(Lu, u) HA 32, dm, | om i fe ds; (8) 
9 S 


wir wollen voraussetzen, daß die Funktion o(P) durch eine positive Zahl o, nach 
unten beschränkt ist, so daß o(P) > > Ö ist. 

Wenn der Koeffizient O(P) durch eine positive Zahl nach unten beschränkt ist, 
dann ist der Operator L für eine beliebige der Bedingungen (2)—(4) positiv- 
definit. Nach Ungleichung (6) gilt nämlich 


m ö 
I An „)22. 9) 
Ji£ 


das Integral auf der linken Seite der Formel (9) ist nicht negativ. In den Formeln (7) 

und (8) lassen wir dieses Integral fort, in der Formel (8) unterdrücken wir außer- 

dem noch das nicht Hesativo Flächenintegral. In beiden Fällen kommen wir zu der 
Ungleichung 


(Lu, u) > [C(PJwdQ. 
2 


Nach Voraussetzung ist O(P) > C, wo Ü', eine positive Konstante ist, dann folgt 
aus der letzten Ungleichung jedoch 


(Zu, u) >yp[wWdo=ylul; y= YO, 
2 


d.h. List ein positiv-definiter Operator. 


Wenn der Koeffizient O(P) irgendwo in 2 verschwinden kann, dann ist der oben 
geführte Beweis hinfällig; trotzdem bleibt für die Randbedingungen (2) und (3) der 
Operator L positiv-definit. Wir betrachten den Fall der Randbedingung (2). 
Unter dem Integral in Formel (7) lassen wir den nicht negativen Summanden 
Cu? fort; das verbleibende Integral schätzen wir nach der Ungleichung (9) ab. 
Als Ergebnis erhalten wir 
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Die Funktion v(P) verschwindet auf dem Rand des Gebietes 2 und genügt des- 
halb der Frreprıonsschen Ungleichung (Formel (18,), $22). Ihre Anwendung 
liefert BR 

(Zu, u) > yjul®, y = rm» 


was zu beweisen war. 


Wir kehren nun zur Bedingung (3) zurück. In der Formel (8) unterdrücken wir 
Cu? unter dem Integralzeichen, unter dem Flächenintegral ersetzen wir.o durch 
ou. Das verbleibende Volumenintegral schätzen wir nach der Ungleichung (9) ab. 
Alles das ergibt 


(Lu, u) = BA “\a0 +. | was. 
5 


Es sei & die kleinere der Zahlen u, und o,. Dann ist offensichtlich 


ma2ei 2 ‚Gz)ae Rue 


Jetzt ergibt die Ungleichung (20) des $ 22, die einfach auf den Fall eines beliebigen 
.m verallgemeinert wurde, 


(Zu, u) > yluld, y = YaO. 


Bei der Behandlung der Randbedingung (3) beschränken wir uns auf den ein- 
fachsten und gleichzeitig interessantesten Fall C(P) = 0. Das Problem führt auf 
die Integration.der Gleichung 


Lu — 2 


| 9u 
„k=1 08%; 


„Il HP 
Ange) =) (10) 
bei der Randbedingung (4). Es ist nicht schwer zu sehen, daß diese Aufgabe nicht 


immer eine Lösung hat. Um sich davon zu überzeugen, integrieren wir beide Seiten 
der Gleichung (10) über 2: 


m 0 
.- PR 2.) 42 = [re 
2 


Wir wenden auf die linke Seite der letzten Gleichung die Formel von OSTROGRAD- 


skıanund finden 


u) 
- I 3 (An „) 42 = J£ a jk 5 cos ,2)d8=0, 


k=1 0%; 
2 


was infolge der Bedingung (4) verschwindet. Wenn also das NEumAnNsche Pro- 
blem eine Lösung hat, dann ist notwendig 


[rae=0. 
2 
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Wenn andererseits eine Lösung existiert, dann ist sie nicht eindeutig: Zusammen 
mit w ist auch u + (Ü eine Lösung, wo (eine willkürliche Konstante ist. Wir be- 
seitigen diese Willkür, indem wir fordern, daß die gesuchte Lösung der. Beziehung 


[wd2=0 (11) 
2 


genügt. 

- Wir betrachten jetzt die Menge der Funktionen, die in 2 zusammen mit ihren 
ersten und zweiten Ableitungen stetig sind und den Beziehungen (4) und (11) 
genügen. Wir zeigen, daß der Operator Z, auf dieser Menge positiv-definit ist. Es 


ist nämlich 
(Lou, u) =: PARAT .)aa. 


"Partielle Integration und Anwendung der Bedingung (4) ergibt 


(Lou, u) = = Au _ ” Pr = io > ‚(se)ae- 
2 


Die allgemeine Ungleichung von PoINcAr& (siehe $ 22) 


ea (u eek 


ergibt mit der Bedingung (11) 


m (ou 1 i 1 
[Je A feso- iur 
2 2 


Setzt man das in (12) ein, erhält man 


(Zu, u) > yPlul, = m. | 


$ 25. Die ausgeartete elliptische Gleichung; 
. die Gleichung von TscHarLYsIn 


Den Differentialoperator zweiter war 
a) (0) 


wollen wir als ausgearteten elliptischen Operator im gegebenen endlichen Gebiet 2 be- 
zeichnen, wenn die Ungleichung 


m 
Pal), >0 (1) 
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gilt, und zwar für jeden beliebigen Punkt P e 2 und für beliebige, nicht gleich- 
zeitig verschwindende reelle Zahlen t,, ta, ..., I, und wenn die Ungleichung (6) 
des $ 24 


Mm m 
3 AP 2m 5 
hei j j=1 


in gewissen Punkten P e 2 und für gewisse Werte t,, ta, ..., t„ verletzt ist, und 
zwar für jede positive Konstante u,. Als einer der einfachsten Operatoren dieser 
“ Art erweist sich der im vorigen Paragraphen betrachtete Trıcomische Operator. 
Eine Differentialgleichung der Form Lu=f(P), wo f(P) eine gegebene 

Funktion und L ein ausgearteter elliptischer Operator ist, wollen wir ausgeartete 
elliptische Gleichung nennen. Die allgemeine Theorie derartiger Gleichungen wurde 
in Arbeiten von M. W. Keıpysc# [2], M. I. Wiıscmk [4—6] und dem Verfasser 
13, 15, 16] entwickelt!); eine Reihe wichtiger Ergebnisse, die sich auf spezielle 
Formen ausgearteter Gleichungen beziehen, ist in den Arbeiten von 8. A. TscHAr- 
Lyeın [1], F. Trıcomi [1] und an- j 

(derer enthalten?). Hinsichtlich der y 

in ihnen entwickelten Verfahren Ss” 

stehen vorliegendem Werke die hier 

erwähnten Arbeiten von M. I. WI- 

SCHIK und vom Autor nahe?). Im 

vorliegenden Paragraphen beschrän- 

ken wir uns auf den einfachsten Fall, 

der im: Artikel des Verfassers [13] 

betrachtet wurde. a, Ss’ b 

Wir beschränken uns auf den Abb. 9 

Fall zweier unabhängiger Veränder- 

licher und betrachten in der Halb- . 
ebene y > 0 (Abb. 9) ein endliches Gebiet Q, dessen Begrenzung aus dem Ab- 
schnitt (a, b) der &-Achse (wir bezeichnen ihn mit 8”) und der Kurve 8” besteht, 
welche mit: Ausnahme der Endpunkte a und b ganz in der oberen Halbebene 
liegt. Wir bezeichnen wie gewöhnlich den Rand des Gebietes 2 mit S, haben also 
S=8' +8”. Eine Funktion p(y) sei definiert und, sagen wir, im Intervall 
-0<y<Y stetig, wo Y nicht kleiner als die größte Ordinate der Punkte der 
Kurve 8” ist, weiter sei 9(0) = 0 und o(y) > 0 für y > 0. Im selben Intervall 
0<y<Y sei eine weitere stetige Funktion »(y) gegeben, von der wir voraus- 
setzen, daß w(y) > k ist, wo k eine positive Konstante ist. 

Wir betrachten den elliptischen Differentialoperator 


92 u 8 | ou b 
le) ©) 


1) Vgl. noch die Arbeiten von O. A. Ouzssık [1] und N. D. WwrpenskoJ [1], ferner auch die 
sehr interessante Arbeit von M. S. Breman [#]. 

2) Wegen der Bibliographie siehe F. Trıcomı [1], ferner auch S. Beremann und M. ScHirFRR 
[1]. 

3) Wir weisen noch auf die Arbeit von E. W. MacHowe [1] hin, in der eine ausgeartete Glei- 
chung vierter Ordnung betrachtet wird. 
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der im Gebiet Q. ausgeartet ist; dieser Operator geht fürog(yJ)=y,o(y)=1 in den 
TrıcomiIschen Operator über. Wir stellen das Problem, die Gleichung 


0° ö 0 
- Wale) ten 8 


im Gebiet 2 zu integrieren, wobei f(x, y) eine gegebene Funktion ist und homo- 
gene Randbedingungen eines der beiden Typen 


1. uls=0, ar (4) 


I. “ use =0, —| =0 (5) 
vorliegen. 

Den Operator (2), der auf einer Menge von in 2=2-+38 gereia stetig 
differenzierbaren und den Randbedingungen (4) oder (5) genügenden Funktionen 
betrachtet wird, wollen wir mit Lı oder Lyı bezeichnen. Wir zeigen, daß die Opera- 
toren Lı und Zi: positiv-definit sind. 

u(x, y) und v(x, y) seien zwei Funktionen, welche gleichzeitig zum Definitions- 
bereich .D;, des Operators Lı oder zum Definitionsbereich D;,, des Operators Lir 
gehören. Insbesondere genügen beide Funktionen gleichzeitig den Randbedin- 


gungen (4) oder (5). Wir verstehen unter : einen beliebigen der Indizes Iund Il und 
bilden das Skalarprodukt 


um =- [fr er at FAIDr ] dx dy. 


Wendet man auf das letzte Integral die GreENsche Formel an, so erhält man 
du dv d9u Ov 
(L;u, v) -/[rwn a + 0059| der 


-[» [vw G cos(n.2) + ala) 5 cos @ ] as; (0) 
; / 


v ist wie gewöhnlich die Außennormale zu S. Es ist leicht zu sehen, daß das Rand- 
integral gleich Null ist. Denn sowohl bei der Bedingung (4) als auch bei der Be- 
dingung (5) verschwindet die Funktion v auf der Kurve 8”, und man braucht das 
Randintegral in (6) nur über das Intervall S’ der x-Achse zu erstrecken. Wenn die 
Bedingung (4) gegeben ist, dann ist vs = 0, und das Integral über 8’ ver- 
schwindet; wenn aber die Bedingung (5) gegeben ist, dann ist du/dy= 0 und 
außerdem cos (v, x) = 0, und wie zuvor verschwindet das Integral über 8’. Jetzt 


ist 
ou OV ou 6V ’ ; 
z pn 1 x E 
2 
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Formel (7) besagt, daß die Operatoren Lı und Lıı symmetrisch sind, da sich die 
rechte Seite der genannten Formel bei Vertauschung der Funktionen u und v nicht 
ändert. Wir setzen in (7)v= u und finden 


Es [ Y [vw (5) Fo) al Baden: 6 
2 


Aus den Formeln (8) folgt sofort, daß die Operatoren L; und Lrı positiv sind. Um 
ihre positive Definitheit zu beweisen, schließen wir Qin ein Rechteck ein (Abb. 10), 
das durch die Ungleichunga <x< b’,0 <y< Y definiert ist; offensichtlich ist 
a <a und b’ > b. Dieses Rechteck 
bezeichnen wir mit dem Buchstaben (xy) 

R. Eine Funktion u (x, y) sei aus den 
Definitionsbereichen des Operators 
Li oder des Operators Lıı gegeben, 
d.h. sie sei zweimal stetig differen- 
zierbar in @ und genüge auf S ent- 
weder der Bedingung (4) oder der 
Bedingung (5). Wir definieren die j 
Funktion u. (x, y) im Rechteck R, in- aa ’ bb' 
dem wir sie außerhalb von .2 gleich 
Null’setzen. Bei dieser Definition ist 
die Funktion. im. Rechteck stetig, 
während ihre erste Ableitung nur auf der Kurve 8’ unstetig wird, wo sie einen 

endlichen Sprung erleidet. (x, y) sei ein Punkt innerhalb des Rechtecks. Wir haben 


Y 
(7) E 
re dn=uls, Y) — us, y). 


Abb. 10 


Y 


Der Punkt (@, Y) liegt jedoch außerhalb von @, und deshalb verschwindet die 
Funktion u in diesem Punkt. Daraus ergibt sich 


Y 
u ra 


Y 


Nach der Ungleichung von BUNJAKOWSKI ist 


Y »4 
way)<(r—N . ur Pan < Y f (5) as 
Y 1] 
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Integration dieser Ungleichung über das Rechteck R liefert 


y2 2 ) 2 
[few [ Slogan leer 
R R 


Im Gebiet R — 2 haben wir u(x, y) = 0; indem wir die verschwindenden Inte- 
grale über dieses Gebiet fortlassen, kommen wir zu der Ungleichung 


Y? gu\? ou\? 
[fr «es ;/ [bo (5) + 0(y) (55) |arar © 
2 2 


Der Vergleich der Formeln (8) und (9) ergibt 


(L;u, w)>- vi) [ara para; = LI, 


und das bedeutet, daß die Operatoren Lı und Li: positiv-definit sind. 

Gestützt auf die Ergebnisse der $$ il, 18 und 19 kann man folgende Behaup- 
tungen aufstellen: 

1. Die Lösung der ausgearteten elliptischen Gleichung (3) bei den Rand- 
bedingungen (4) oder (5) existiert (mindestens im. verallgemeinerten Sinne). und 
kann als Lösung des Minimalproblems für das Funktional 


n) 2 d 2 
-/ (oh) ng) -zuleıu wo 
2.. 2 


erhalten werden, wobei das Minimum auf einer Menge von Funktionen zu suchen 
ist, die der Bedingung «|s = 0 genügen, wenn die Randbedingung (4) gegeben 
ist, der Bedingung u|s” = 0, wenn (5) gegeben ist; im letzteren Falle ist die 
Bedingung d9u/dy | y = 0 natürlich. 

2. Die Lösung der homogenen Gleichung 


u 
te) =" an 


bei der inhomogenen Randbedingung 
uls=gN(), (12) 
wo s die Bogenlänge auf dem Rand $ ist, führt auf die Bestimmung des Minimums 


des Funktionals 
(Sbotfsoßiflen m 


auf der Menge der Funktionen, die der Bedingung (12) genügen, wenn wenigstens 
eine Funktion existiert, die der Bedingung (12) genügt und dem Integral (13) 
einen endlichen Wert erteilt. 
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3. Die Lösung der Gleichung (11) bei den Randbedingungen 


OU 


Fa 92x) (14) 


g 


us’ = 91(8); 


führt auf die Bestimmung des Minimums des Funktionals 


b 
ß) 2 fr} 2 
Sei) +oG)lew-2femana us 
2 " [7 


auf der Menge der Funktionen, die der Bedingung u |s» = g, (x) genügen, wenn 
mindestens eine Funktion existiert, die dieser Bedingung genügt und dem Funk- 
tional (15) einen endlichen Wert erteilt; die Bedingung du/dy |s’ = 9,(x) ist für 
dieses Funktional natürlich. 

Einen besonders wichtigen Spezialfall der Gleichung (11) stellt die Gleichung von 
TscHAPLYGIN [1] dar: 


1—- @ß+1)ry 9 %: Yy_, 
Hl—ıprı 98" Al Wo ° 


(16) 


Hier ist $ eine positive Konstante, die durch die Beziehung $ = (y — 1)! mit 
der relativen Wärmekapazität y verknüpft ist. Dem Sinn der Aufgabe entsprechend 
ist die Größe r positiv im engeren Sinne; den Werten r < (2 -+ 1)-! entsprechen 
Geschwindigkeiten der Gaspartikel unterhalb der Schallgeschwindigkeit; bei 
= (2 + 1)" fällt die Geschwindigkeit der entsprechenden Gaspartikel mit der 
Schallgeschwindigkeit zusammen. Die Gleichung von TscHAPLYGIn ist im Bereich 
der Unterschallgeschwindigkeit vom elliptischen Typ; sie artet in der 07-Ebene 
auf der Geraden 7 = (28 + 1)! aus, d.h. dort, wo die Geschwindigkeit der Gas- 
partikel die Schallgeschwindigkeit erreicht. Die Gleichung (16) nimmt die Form (11) 
an, wenn man 

1 


»—=6, yvanyı 


setzt. 

Aus dem oben Gesagten folgt, daß man die Gleichung von TSCHAPLYGIN durch 
Anwendung der energetischen Methode lösen kann, wenn es sich um eine Unter- 
schallströmung handelt (wobei wir das Erreichen der Schallgeschwindigkeit zu- 
lassen), und wenn der Schwankungsbereich der Veränderlichen # und 7 gegeben 
ist sowie, sagen wir, die Werte der unbekannten Funktion y auf dem Rand dieses 
Gebietes. Wie gewöhnlich muß dabei die Existenz einer Funktion gesichert sein, 
die auf dem Rand des Gebietes 2 die vorgegebenen ‚Werte annimmt und dem 


Integral 
1—- (28 + 1)r [dy 2r Oy\? 
WiEzeon (Bo) He) | 


einen endlichen Wert erteilt. 
Wir wenden uns wieder dem Operator (2) zu. Das Bild wird etwas komplizierter, 
wenn die Ausartung dieses Operators durch das Verschwinden der Funktion o(y) 
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hervorgerufen wird. Ohne uns auf Einzelheiten einzulassen, wegen derer wir den 
Leser auf die oben zitierten Arbeiten von M. I. Wisctik und dem Verfasser ver- 
weisen, merken wir hier nur die grundlegenden Ergebnisse an. Wie zuvor wollen 
wir annehmen, daß das Gebiet diein Abb. 9 dargestellte Form hat. Wir nehmen an, 
daß die Funktion p(y) >0 für 0<y< Y ist, ferner gelte »(y) = yo, (Y), 
©,(y) > k;c« und ksind positive Konstanten. Wenn « < 1 ist, dann kann man die 
Werte der gesuchten Funktion auf dem ganzen Rand $ vorgeben; dabei wird der 
Operator (2) positiv-definit und demzufolge hat das zugehörige Randwertproblem 
eine eindeutige Lösung, die man mit Hilfe der energetischen Methode finden kann. 
Wenn a > 1 ist, dann darf man auf der Linie 8°’, wo der Operator ausgeartet ist, 
nichts vorgeben. Dabei erweist sich für 1<«<{ 2 der Operator (2) als positiv- 
definit auf der Menge der auf 8’’ verschwindenden. Funktionen, und das Problem, 
die Gleichung (3) bei der Randbedingung 


% Is” —=( (17) 


zu integrieren, hat immer eine Lösung, und zwar eine eindeutige; wenn jedoch 
& > 2 ist, dann ist der Operator (2) bei der Randbedingung (17) nur positiv, aber 
nicht positiv-definit, und die Aufgabe, die Gleichung (3) bei der Randbedingung 
(17) zu integrieren, ist im allgemeinen unlösbar, wenn man fordert, daß das 
gesuchte Integral eine endliche Energie besitzt. 


$ 26. Das Minimalprinzip für die potentielle Energie 
in der Elastizitätstheorie 


Wir wollen folgende Bezeichnungen verwenden: u(%,, %,, u.) ist der Ver- 
" schiebungsvektor, 0, ..., Tag; - -, Ty, sind die Spannungskomponenten, &(X, Y,Z) 
ist der Vektor der Volumenkräfte. Ferner wollen wir mit e, die relative Längen- 
änderung in Richtung der x-Achse bezeichnen und mit y,, den Schub in der xy- 
Ebene; analog bestimmen sich &,, &; Yaz Yyz. Die Größen &,, &,, & Pay Yaz» Yyz 
wollen wir als Deformationskomponenten bezeichnen, obgleich das nicht ganz 
korrekt ist. Sie hängen mit dem Verschiebungsvektor u durch die Beziehungen 


OU, du, du, 
FIEBER rasen 7° 


A) 


&, = 


und vier ihnen analoge zusammen. In einem elastischen Körper sind die Span- 
nungs- und Deformationskomponenten durch die Gleichungen des verallgemei- 
nerten Hookzschen Gesetzes 


% = A; 4 Arzty 4 Rs 4 SraYay T HısYar 4 OısYor } 
y—Azıöa T Money T Anzee T AgaYay T Qo5 Yan I AneYorr 
9; — Ozı&n T Gzgöy T UggEz T AzaYay T Ass Yaz T ge ty: 
Toy  BgıEa T Agay T Agsez T RgaYay T BasYaz T Sys Yyr> 
Toy — Ası&g T May T Usg&z T AsgYay Tr Ins Yaz Iso Yyz 3 


Typ  gı&a T Agaey T SggEr T RgaYay 1 Was Yaz T Bes Yyr- ) 


(2) 
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miteinander verknüpft. Die Größen a;, hängen nicht vom Deformationszustand 
des Körpers ab, sondern stellen mechanische Charakteristiken des Materials dar. 
Sie werden als elastische Konstanten des gegebenen Materials bezeichnet. 
Zunächst muß bemerkt werden, daß die a,, nur für: homogene Körper konstant 
sind, im allgemeinen Fall eines inhomogenen Körpers sind sie Funktionen der 
Koordinaten %,Y,2 
Die Größen a,, hängen durch die wichtige Beziehung 


Gr = Apjs (8) 


miteinander zusammen, welche aus der Existenz eines elastischen Potentials 
folgt, d. h. aus der Existenz einer solchen Funktion der Deformationskomponenten 
W en, Ep ++ Yya), daß r 
_.oW _.0W _.9W 
Tg: re De 


gilt. Aus den Formeln (2) und (3) ist leicht zu entnehmen, daß 


2W = 8,05 4 EyOoyt &0, 4 Yaylay HF Part F Yyalı (4) 
gilt. 

Im folgenden werden wir das elastische Potential mit W (u) bezeichnen. Wenn 
man die Spannungskomponenten nach Formel (2) ersetzt, findet man, daß W 
eine quadratische Form) in den Deformationskomponenten ist. In der Elastizitäts- 
theorie wird gezeigt, daß diese Form positiv-definit ist, d.h. daß W > 0 ist, wobei 
dann und nur dann W = 0 ist, wenn alle Deformationskomponenten gleich Null 
sind.?) Die Gleichungen (2) gelten für den allgemeinsten anisotropen Fall. Wenn 
der elastische Körper isotrop ist, vereinfachen sich die Gleichungen (2) stark und 
gehen in die bekannte Form der Lam£schen Gleichungen über: 


y—=Ad + Zus Toy MYayı 

,—=A0 + 2us, In = Uyazs 

,—=40 + 2us, Typ = My: 
9d-divm 


Hier sind A und u die sogenannten Lam&Eschen Konstanten. 
Die bekannten Gleichgewichtsbedingungen, die wir in der etwas ungewöhnlichen 


Form 
90, I On 
(5 +5 +72)-2 


ty, I, A 
(3 9y . 92) r: E 6) 


(Or. Or |, do _ 
\ dx dy ) = 


+) Die nötige Einführung in-die Theorie der quadratischen u kann man z. B. im Buch 
von I.M. GerrAnp [1] finden. 

2) Eine ausführliche Erörterung der hier angeschnittenen Fragen siche z. B. bei L. 8. Leisen- 
soX [2]. 
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schreiben, kann man als eine Vektorgleichung für den Vektor u auffassen. Dazu 
genügt es, auf der linken Seite der Gleichungen (5), die als Komponenten eines 
Vektors aufgefaßt werden, statt o,, ..., Tay + -, 7, Ihre Ausdrücke (2) einzusetzen 
und weiter die Deformationskomponenten nach der Formel (1) zu ersetzen. Den 
genannten Vektor bezeichnen wir mit Yu, seine Komponenten mit A,u, A,u, 
A,u. Das System (5) schreibt sich jetzt in der Form der Vektorgleichung 


Wu=R. (6) 


Wir bemerken, daß im wichtigsten Fall, einem isotropen Medium, der Operator A 
eine überaus einfache Form hat, nämlich 


Yu = (A + 214) grad div u — wrotrotu. 


Es seien u’ und u’ zwei Verschiebungsvektoren, die den Volumenkräften ®’ 
und $” entsprechen. Wir erwähnen die bekannten Formeln von Brrrt!) 


[wAn’4a0=2[W (w,u)da — [wi’@as, (7) 
2 2 S$ . 
[uAua2=2[W (m) ao — [umds, (8) 
Q2 Q2 S$ 
[w Au’ w’ Au‘) do2 — — [wr® Fe w’r’®) ds. . (9) 
2 Ss 


Hier haben wir folgende Bezeichnungen benutzt: 

1. Ein einfacher Strich (bzw. ein zweifacher Strich) bezeichnen Größen, die sich 
auf den Vektor u’ (bzw. auf den Vektor u’) beziehen; 

2. 1% ist der Spannungsvektor, der auf die Oberfläche des Körpers wirkt; 


3. Wu, u) HE + Yayday + Yartas 4 Yet) 
wie bekannt, ist W (w’, u”) = W (u”’, u’). 

Wir wenden uns jetzt dem Problem zu, die Gleichungen der Elastizitätstheorie 
zu integrieren. Die diesen Gleichungen zugeordneten Randbedingungen nehmen 
wir als homogen an. 

Die einfachsten und wichtigsten Typen von Randbedingungen in der Elastizitäts- 


theorie sind die folgenden: 
&) Der Rand $ ist eingespannt: 


uls=0; (10) 
b) der Rand des Körpers ist frei von der Wirkung äußerer Kräfte: 
= 0; (11) 


c) der Rand des Körpers besteht aus zwei Teilen $, und 8,, auf dem ersten Teil 
ist der Rand eingespannt, auf dem zweiten ist er frei von der Wirkung äußerer 


Kräfte: ee (12) 
Die Aufgabe c) wird oft als gemischtes Problem der Elastizitätstheorie bezeichnet. 


1) Siehe z. B. E. TREFFTz [2]. 
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Wir zeigen, daß alle angeführten Aufgaben gleichbedeutend mit dem Minimal- 
problem für das Integral 


[ir -u9da (13) 


2 


bei dieser oder jener Randbedingung sind. Diese Formulierung stellt das bekannte 
Minimalprinzip für die potentielle Energie in der Elastizitätstheorie dar, da das 
Integral (13) gleich der potentiellen Energie eines elastischen Körpers ist, der 
unter der Wirkung der Volumenkraft & steht. 

Wir bilden den Ausdruck 


ee 
2 


Wir wenden auf dieses Integral die Formel (8) an und bemerken, daß bei einer 
beliebigen der Bedingungen (10) oder (12) der Integrand im HlAchenımtegrn] ver- 
schwindet. Demnach ist 


Au,)=-2/[W(w)do>0. (14) 
2 


Ferner, wenn (Xu, u) = 0 ist, dann ist W (u) = 0, und da W eine positiv-definite 
quadratische Form in den Deformationskomponenten ist, sind diese letzteren 
identisch gleich Null. Dann aber ist u der. Vektor einer kleinen starren Verschie- 
bung des Körpers; wenn der Rand des Körpers [Bedingung (10)] oder ein Teil 
des Randes [Bedingung (12)] eingespannt ist, dann ist eine starre Verschiebung 
unmöglich und u = 0. Demnach ist der Operator X positiv auf jeder der durch die 
Bedingungen (10) oder (12) definierten Mengen. Nach dem Satz vom Minimal- 
funktional ($ 11) ist das Aufsuchen eines Integrals der Gleichungen (6) (oder, was 
dasselbe ist, des Systems der Gleichungen der Elastizitätstheorie) bei einer der 
Bedingungen (10) oder (12) gleichbedeutend mit der Bestimmung eines Vektors, 
der denselben Randbedingungen genügt und das Funktional 


Fu) = Au, u) — 2(8, u) = 2 [tw (u) — 8u}dQ 
2 r 


zum Minimum macht. Damit ist das Minimalprinzip für die potentielle Energie in 
Anwendung auf die Aufgaben a) und c) bewiesen. 

Wir beschäftigen uns jetzt mit der Aufgabe b), die in der Elastizitätstheorie die- 
selbe Rolle spielt wie das NzumAnnsche Problem in der Theorie der harmonischen 
Funktionen. Auf dem Lineal der Funktionen, die einschließlich ihrer ersten und 
zweiten Ableitungen in 2 stetig sind und der Randbedingung (11) genügen, ist der 
Operator X nicht positiv. Die Formel (14) bleibt zwar auch jetzt gültig, so daß 
(Au, u) > 0 ist. Jedoch kann (Au, 1) nicht nur für u = 0 verschwinden, sondern . 
auch, wenn man für u eine willkürliche kleine starre Verschiebung wählt. Wie 
schon beim NzumAnnschen Problem machen wir A positiv, indem wir es auf 
einer engeren Funktionenmenge betrachten. 


10* 


r 
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Die Aufgabe b) hat nicht immer eine Lösung, und es ist nicht schwer, die not- 
‚wendige Bedingung für ihre Lösbarkeit zu finden. Sie besteht darin, daß die 
Besultierende der Kräfte, die auf den elastischen Körper wirken, statisch äqui- 
valent Null sein muß. Da Oberflächenkräfte fehlen [Bedingung (11)], müssen die 
‘Volumenkräfte statisch äquivalent Null sein: 


[sa2=0; [tx sao=0. 
2 2 


Hier ist r der Radiusvektor eines veränderlichen Punktes im Gebiet 2, das‘ 
schräge Kreuz bezeichnet die vektorielle Multiplikation von Vektoren. Nach 

Bedingung (11) ist der Verschiebungsvektor nicht eindeutig bestimmt, zwei den- 

selben Volumenkräften und derselben Randbedingung (11) entsprechende Ver- 

schiebungsvektoren können sich um den Vektor einer beliebigen kleinen starren 

Verschiebung unterscheiden. Dieser willkürliche Vektor kann festgelegt werden, 

indem man die gesuchte Lösung z. B. den Beziehungen 


[ud2=0; [rxudo=0 (15) 
2 2 


unterwirft. Um sich .davon zu überzeugen, genügt die Feststellung, daß der 
Vektor der kleinen starren Verschiebung, der den Gleichungen (15) genügt, 
gleich Null ist. Die Komponenten u}, uy, u des Vektors der kleinen starren Ver- 
schiebung haben nämlich die Form 


uw —=a-+ay— Br, 
wW=b—axr+yz, 
wW=c+ßs —yY, 


woa,b,c,«&,ß,y Konstanten sind. Bekanntlich gilt folgendes, wenn ein Vektor den 
Gleichungen .(15) in einem Koordinatensystem genügt, dann genügt er ihnen 
auch in einem beliebigen anderen Koordinatensystem. Wir nehmen deshalb die 
Hauptträgheitsachsen durch den Schwerpunkt des Körpers als Koordinaten- 
achsen. Bei einer solchen Festlegung sind die statischen Momente gleich Null, und 
die erste Gleichung (15) liefert sofort a =b=c=0. 

Projiziert man die zweite Gleichung (15) auf die x-Achse, so erhält man 


0= [ya — zu) AO = BIy — yIy — Jar — YIan- 
2 : ” 


‚ Die Trägheitsmomente J,,, J,. sind gleich Null, und aus der: letzten Gleichung 
folgt, daß y = 0 ist. Ebenso beweist man, daß x = $ = 0 ist. 

Wir betrachten jetzt ein Lineal von Verschiebungsvektoren, die nicht nur der 
Bedingung (11) genügen, sondern auch den Bedingungen (15). Es ist nicht schwer 
zu sehen, daß auf diesem Lineal der Operator W positiv ist. Es genügt zu zeigen, 
‘daß hier aus der Beziehung (Xu, u) = 0 folgt, daß u = 0 ist. Wie jedoch schon 
oben gesagt wurde, folgt aus dieser Beziehung, daß u der Vektor einer kleinen 
starren Verschiebung ist, und da dieser Vektor den Gleichungen (15) genügt, ist 
er gleich Null. 
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Demnach behält das Minimalprinzip für die potentielle Energie seine Gültigkeit 
auch für die Aufgabe b), wenn man annimmt, daß sowohl die Lösung der Diffe- 
rentialgleichungen der Elastizitätstheorie, als auch der Vektor, der das Funktional 
(13) zum Minimum macht, den Gleichungen (15) genügen. 

Die Randbedingungen (11) sind natürlich, und sie brauchen beim Aufsuchen des 
Minimums nicht im voraus erfüllt zu sein. 

Durch Überlegungen wie in $ 18 kann man leicht die Form des Minimalintegrals . 
auch im Fall inhomogener Randbedingungen finden. 

Im allgemeinen Fall des gemischten Problems hat dieses Integral die Form 


[1 u) — u} d0 — [utmdS. (16) 
2 RA 


Hier ist t®) der auf dem Teil 8, der Oberfläche 8 vorgegebene Spannungsvektor. 
Wenn insbesondere auf der ganzen Oberfläche die Verschiebungen gegeben sind, 
dann hat das Minimalintegral die Form 


[ww un d®, | am 
2 i 


wenn jedoch auf der ganzen Oberfläche der Spannungsvektor gegeben ist, dann 
geht das Integral (16) in das folgende über: 


erw _ aa (18) 


Die Randbedingungen müssen im voraus nur auf dem Teil der Oberfläche erfüllt 
werden, auf dem die Verschiebungen vorgegeben sind. 

Oben wurde festgestellt, daß der in den Gleichungen der Elastizitätstheorie 
auftretende Operator A positiv auf der Menge der Verschiebungsvektoren ist, 
die den Bedingungen (10), (12) oder (11) und (15) genügen. Man. kann beweisen, 
daß der Operator X auf jeder dieser Mengen positiv-definit ist. Eine ausführliche 
Formulierung und den Beweis des entsprechenden Satzes, aber auch biblio- _ 
graphische Hinweise findet der Leser in dem Buch des Verfassers [11]. Für den 
Fall des eingespannten Randes wird die positive Definitheit des Operators A 
in $39 bewiesen. 
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1. In den vorangegangenen Paragraphen dieses Kapitels gingen wir von den 
Differentialgleichungen und Randbedingungen eines. gegebenen Problems aus - 
‘und überführten es in. ein Minimalproblem für ein bestimmtes Funktional. Im 
vorliegenden Paragraphen behandeln wir die Frage, wie man die Differential- 
gleichung und natürliche Randbedingungen erhält, wenn man von dem Variations- 
problem ausgeht. 

Man kann die Theorie dünner Platten aufbauen, indem man sich auf die unten 
formulierten Hypothesen stützt.?) 


3) Diese Hypothesen wurden in etwas anderen Ausdrücken von KırcHHorr [1] formuliert. 
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Wie.es üblich ist, nehmen wir an, daß die xy-Ebene in der. Mittelebene der 
Platte liegt; mit A bezeichnet man die Dicke der Platte. 
Die Hypothesen: 1. Die Punkte der Mittelebene der Platte erleiden nur Normal- 
verschiebungen; 2. infolge der Kleinheit der Plattendicke kann man die Ver- 
schiebungen u, und u, als lineare Funktionen von 2 annehmen, die Verschiebung 
u, als unabhängig von z; 3. in den Punkten der Mittelebene ist der Schub in den 
. Vertikalebenen gleich Null; 4. im Vergleich mit o,, o,, T,, sind die Spannungen 
Ty2; Tyr, 0, vernachlässigbar klein; 5. für die gebogene Platte behält das Minimal- 
prinzip für die potentielle Energie seine Gültigkeit in der unten noch zu be- 
schreibenden Form. 
Wir bezeichnen mit w(z, y) die Normalverschiebung im Punkt (x, y) der Mittel- 
ebene. Infolge der Hypothesen 1 und 2 ist u, = 2&(x, y), u, = zö(x, y), wo ü 
und ö gewisse Funktionen von z und y sind. Nach Hypothese 3 gilt y., = yy„=0 


‚für 2=0; darausfolgt = = DE a und demzufolge ist 
Un = Ban: u, = ag | () 


Gestützt auf die Hypothese 4 setzen wir o, = 0.-Aus den Lam£schen Gleichungen 
ergibt sich dann A0 + 2ue, = 0, woraus 


2 
ZIrE2, 


& = (ea + &y) 

folgt. Wir setzen dies in die ersten zwei Lamfschen Gleichungen ein und erhalten, 
wenn wir die bekannten Beziehungen zwischen den Slpstischen Konstanten. des 
isotropen Körpers benutzen, 


06, = 


E E 
1-0 (+0), = 1-2 (ey + 08); (2) 


wo E der Younssche Modul und o die Poıssoxsche Zahl des Plattenmaterials ist. 
Wir geben noch die Lamf#sche Gleichung, die r,, und y,, verknüpft: 


E 
Toy = MYay 7 21 +0’ Yay- : (3) 


Wir bezeichnen mit 2 das von der Platte eingenommene Raumgebiet, mit S und 8, 
ihre obere und untere Grundfläche und mit & ihre Seitenfläche. Wie es üblich ist, 
nehmen wir an, daß auf die obere Grundfläche 8 eine Normalbelastung der 
Intensität q(&, y) wirkt, während die untere Grundfläche $; frei von der Wirkung 
äußerer Kräfte ist. Die Wirkung der Volumenkräfte auf die Platte vernachlässigen 
wir. Wenn der Rand % der Platte fest eingespannt ist, dann schließen wir in 
Übereinstimmung mit der Formel (16) des vorigen Paragraphen, daß das Problem 
der Plattenbiegung auf das Minimalproblem für das Funktional 


[If wwar- [[auas | (a) 
2 5 . 
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bei entsprechenden Randbedingungen führt. Wir finden, daß die Form (4) für 
das Minimalfunktional auch dann erhalten bleibt, wenn ein Teil des Bandes oder der 
ganze Rand der Plaite frei oder frei gestützt ist; wir wollen uns im weiteren zur 
Vereinfachung der Untersuchungen auf den Fall beschränken, daß ein Teil des 
Randes der Platte fest eingespannt ist, während der andere Teil des Randes 
frei gestützt ist. 

Wir vereinfachen das Funktional (4). Wir haben 


Wu) —— 4 (Opa + Oy&y + TayYay + 0465 4 Te Yaz + TyaYız) . 


Die Hypothese 4 erlaubt es, die letzten drei Summanden im Vergleich zu den 
ersten drei zu vernachlässigen; unter Verwendung der Formeln (1)—(3) erhält 


man 
B2 BT IEERE Ow \2 Or Aw 
WW) = 5a (dor H2(1—o) & rn) O2 at 


. Daraus ergibt sich 


2 S h 
g 
D ä uw \ wow 
u 2 _ ” 
2 IR ae (b ) PEZ | ac) 
2 Ss 
Eh3 
Dr 12(1 — 09)" 


Für das weitere ist es wichtig, daß sich das Integral 


2 Raw Ow 
Illcır a8 


in ein über den Rand. des Gebietes 8 erstreckendes Integral umformen läßt; diesen 
Rand bezeichnen wir mit L. Bei partieller Integration finden wir 


dw Hw dw Pw 
Se ah dx dx Oy? e IE 08 dy 22; 
rw rw O:w =: 9w Odw dw 0° wu 
FE d= du Pa re 
s 


Durch Subtraktion der letzten a erhalten wir 


2 w Aw dw d 
Ne 3) dx 598 u Er ds wm“ (6) 


ds ist das Differential des Bogens des Randes B 
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Wir integrieren das Randintegral partiell. Da der Rand L geschlossen ist und 
die Funktion w und ihre Ableitungen offensichtlich eindeutig sind, so verschwindet 
das ausintegrierte Glied, und wir erhalten 


NeA-arr- [ale 


Aus den letzten beiden Gleichungen folgt, daß 


2 OR A © Pfau Den: 
ll ae aa | 98 2 - ds (32) dx ds (=) 2 = 
Ri L ; 


ist. Wir bemerken, daß 


[fe zn) = I \as =o (6) 


gilt, wenn die Funktion w(x, y) auf dem Rand Z den Bedingungen (8) (siehe unten) 
genügt. Auf Grund der Hypothese 2 kann man im zweiten Integral in (4) u, = 
w(x, y) setzen. Bei Berücksichtigung der Formeln (5) und (6) erhalten wir für die 
potentielle Energie der gebogenen Platte den Ausdruck 


D[ 24 1,. Dl-o) [[owd [dw dwd [dw 
zsJ/ Aw D 2 er 2 I ds (=) dx ds =) en 
. ; Ä Ä m) 


Wir klären jetzt, welchen Randbedingungen die Funktion w unterworfen 
werden muß. Wenn die Seitenfläche der Platte fest eingespannt ist, dann ist auf 
dieser Fläche 


eye =0. 


“ Unter Berücksichtigung der Formel (1) und der oben vermerkten Identität u, =w 
findet man, daß die Bedingungen auf dem fest eingespannten Rand der Platte die 
Form 
dw dw 
= 0) — BP 
7 dx. 9y e 


haben, was man durch zwei gleichwertige Bedingungen, nämlich 
——0, (8) 


ersetzen kann; diese Bedingungen müssen auf dem fest eingespannten Teil des 
Bandes erfüllt sein; auf dem frei gestützten Teil des Randes.Z hat die eine Rand- 
bedingung die Form 

v0, (9) 


die andere Randbedingung erhalten wir als die für das Funktional (7) natürliche 
Randbedingung. Wir bemerken noch, ohne ausführlich darauf einzugehen, daß 
man auf dem freien Teil des Randes zwei natürliche Randbedingungen erhält. 
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Wir leiten die Gleichgewichtsbedingung für die gebogene Platte her. Wir nehmen 
an, daß der Teil Z, des Randes L fest eingespannt ist und daß der verbleibende 
Teil L, frei gestützt ist. Dann ist auf dem ganzen Rand Z die Bedingung w = 0 


erfüllt; außerdem ist - —=0 aufL. 


Möge die Funktion w(x, y) das Funktional (7) zum Minimum machen, dieses 
Funktional bezeichnen wir der Kürze halber mit Y(w). Ferner sei 7 eine hinrei- 
chend oft differenzierbare und den Bedingungen (8) und (9) genügende, aber im 
übrigen willkürliche Funktion und ? eine willkürliche reelle Zahl. Die Funktion 
w + in genügt ebenfalls den Bedingungen (8) und (9), deshalb ist 


Po +19) > Po). 
Wenn man die Funktion 7 (x, y) festhält, dann ist Y(w -+ in) eine Funktion von t, 


die, wie die letzte Ungleichung zeigt, ein Minimum bei # = 0 besitzt. Dann gilt 
jedoch notwendig 


durch einfache Rechnungen läßt sich diese Gleichung in die Form 


| q ‚1-0 ['fön d (öw\  ow d (07 
[few Zn)as: 3 Rx dx) ' Oy ds \0& 
8 


L 


0m d [fu\ dw d [on = 
ln) nem log) = 


bringen. Weiter gilt nach der GreExschen Formel 


[fe anas = | [nawas + [(awgl -n"z2)d 
0» dv 
Ss S L 
; on 
= n4?wdS+ | Aw—ds, 
Ov 
Ss j L 


dan |z = 0 ist. Schließlich erhalten wir 


re BE on  . on d [dw 
[fer 1) as + | Awst as 2 dy ds \da 
Ss . L 


L 


ow d [On On d [dw o9w d [On 
| — 
"ayds () dx ds (ee) > dw ds 2) Mr en 


Das Randintegral in (10) braucht man nur über L, zu nehmen, da das Integral 
über L, infolge der Bedingung (8) verschwindet, nach der die Funktionen w und. 
n beide verschwinden. Wenn der ganze Rand fest eingespannt ist, dann entfällt 
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das Randintegral in (10). Wir nehmen an, daß (x, y) die Bedingung (8) nicht nur 
auf Z, erfüllt, sondern auch auf dem ganzen Rand L. Dann verschwindet das Rand- 
integral in (10), und diese Beziehung ergibt 


[Inter hun 


Indem wir die Überlegungen des $ 11 wiederholen, erhalten wir hieraus die be- 
kannte Differentialgleichung für das Gleichgewicht der gebogenen Platte 


q 
u 
Lew = D’ au 
die zuerst im Jahre 1815 von SOPHIE GERMAIN gewonnen wurde. 

2. Wir befassen uns jetzt mit der zweiten Randbedingung auf dem frei ge- 
stützten Teil des Randes der gebogenen Platte. Infolge der Gleichung (11) ver- 
schwindet in (10) das Doppelintegral, während man das Randintegral nur über Z, 
zu nehmen braucht, wie schon gesagt wurde. Die Gleichung (10) nimmt die Form 


on N On d (dw dw d (On 
[wa 3 IR ds dx + Oy ds Fr 
da - Le 


on d (dw dw d [dm 
"dx ds (5) dx ds (7) N 12 
an. In einem willkürlich gewählten Punkt der Kurve Z, ziehen wir an diese die 
Tangente, die wir so richten, daß die Achsen » und s ebenso orientiert sind wie die 


x- und y-Achse (Abb. 11), mit # bezeichnen wir den Winkel zwischen den 
Achsen x und s. Wir setzen noch 


& = 0080 = 008 (8,X) = — cos (v, Y), 
5 ß = sind = cos (s, y) = cos (», x). 

Auf der‘ Kurve L, verschwindet die 
Funktion w, deshalb wird auf dieser 


Kurve 
x : Teen 
Andererseits ist 
Ei v ow dw ER ae dw cos ( ) 
Be y FE 9). 
bb. dv °x £ 9y zZ 


: a 
Durch Auflösung dieser beiden Gleichungen nach m und ergibt sich, 
0x 9y 
daß auf Z, 


ee Gw Iw 
On “a 


gilt. 
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Analog gilt auf L, 


9n On. Om 07 
EZ dy Werra 


Setzt man dasin (12) ein und führt die Differentiation unter dem zweiten RER 
zeichen aus, so erhält man 


on dw de dß e= 
[ae Hilo) Ep (# 5 “.)) as 0. 


da dß dd 1 
rar 0’ 


Nun ist aber 


wo o der Krümmungsradius der Kurve L, ist. Daraus folgt 
[on . 1- o0w 
A =. 
il m | w-— ”) ds—0 
? 


Nutzt man die Willkür von a auf L, aus und wendet die Überlegungen des 
v 


$11 auf den vorliegenden Fall an, so findet man die hier interessierende Rand- 
bedingung in der Form 


Near, (13) 


Ay 
= 8% 


Man kann zeigen, womit wir uns nicht aufhalten wollen, daß die Bedingung (13) 
gleichbedeutend mit der Bedingung verschwindender Biegemomente am frei 
gestützten Band ist. 

Auf analoge Weise, ausgehend vom Minimalprinzip für die potentielle Energie, 
kann man die Differentialgleichungen für das Gleichgewicht elastischer Schalen 
und die zugehörigen Randbedingungen erhalten.!) Die Überlegungen komplizieren 
sich dabei natürlich. Das Minimalprinzip für die potentielle Energie kann auch 
einer Reihe anderer Näherungstheorien für elastische Zustände zugrunde gelegt 
werden. 

Ohne uns mit der Herleitung aufzuhalten?), wenden wir uns der Randbedin- 
gung auf dem freien Band der Platte zu. Wir führen die zweidimensionalen 


Vektoren 
en . dw u 9Aw|. 
Ü = {wls; -z|h U, = er = Au} 


1) Siehe die Arbeit des Verfassers [17]. 
2) Siehe M. S. Breman [6]. 
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in die Betrachtung ein. Ausgedrückt durch die Vektoren U und U, nimmt die 
Bedingung auf dem freien Rand der Platte die Form 


(did d2 
ds o ds’ ds 

V,—(-0) U=0 
d? 1 
er 


an. 

3.Man kann beweisen, daß der in der Gleichung von SoPHIE GERMAIN auf- 
tretende Operator symmetrisch und positiv-definit auf der Menge der Funktionen 
ist, die auf L, den Bedingungen (8) für feste Einspannung, auf L, den Bedingungen 
(9) und (13) für freie Stützung genügen. Hier beschränken wir uns auf die beiden 
Fälle, daß der Rand L der Platte entweder vollständig eingespannt oder voll- 
ständig frei gestützt ist. 

Der Rand L sei fest eingespannt. Um die Symmetrie des. biharmonischen 
Operators in diesem Falle zu prüfen, nehmen wir an, daß die Funktionen w, (z, y) 
und w,(z, y) beide den Bedingungen (8) genügen. Nach Formel (10), $2 ist 


(Atw,, w,) = mar, ds 
08 
Aw dw 
= [ [Ama as + [m TE Aw, 2) ds. 
S L 


Das Randintegral verschwindet infolge der Bedingungen (8), deshalb gilt 


(Aw, w) = [ [ Aw, Aw, d8. (14) 
Ss 


Da die rechte Seite der Formel (14) in w, und w, symmetrisch ist, ist (A?w,, w,) = 
(w,, A2w,), d.h. der Operator 4? ist auf der Menge der den Bedingungen (8) ge- 
nügenden Funktionen symmetrisch. Wir setzen in (14) w, = w, = w. Das gibt 


(Atw, w) = (Aw)? dS. (15) 


Multiplizieren wir jetzt die Gleichung (6,) mit 2 und vergleichen dann mit (15), 
so erhalten wir 


en SETS 


Wie wir schon festgestellt haben, ist die Bedingung (8) der folgenden gleichwertig: 


w=h, ne =0 auf L. 
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In diesem Falle kann man auf die beiden ersten Ableitungen die Ungleichung von 
FRIEDRICHS (siehe $ 22) anwenden: 


[Sejes=t eye} 
[fies [Mesa 


Die FriEpericHssche Ungleichung kann man auf die Funktion w selbst anwenden, 
da w|; = 0 ist. Daraus folgt 


Je) 
et 


(Aw, w) > x’ 1wlP, 


| 
| . (dm) 
| 


oder 


was die positive Definitheit des Operators 4? bedeutet. Daraus folgt, daß das 
Gleichgewichtsproblem für_die fest eingespannte Platte eine (sogar eindeutige) 
- Lösung besitzt, die man durch Anwendung der Verfahren des Kap. III konstruie- 
ren kann. Wenn insbesondere w,, nr =1,2,... eine beliebige Minimalfolge?) ist, 
dann konvergiert sie bezüglich der Energie gegen die exakte Lösung. Wir er- 
läutern den Charakter der Konvergenz bezüglich der Energie für den gegebenen 
Fall genauer. Aus Formel (16) folgt, daß 


ee 


gilt. Da die Folge der Funktionen w, bezüglich der Energie konvergiert, so ist 


lo, — wm > 0 
RM—X 


oder ausführlicher 
un a Ww\? 9 02, m \? 
0x? 9x2 dzdy 9mdy 
Ss 


A| 
IS DO. 
| dy? dy? j Nn,m—> oo 


1) Sie sei etwa nach dem Rrrzschen Verfahren gebildet. 
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Hieraus folgt offensichtlich 


un PFwm\: 
I -5) 2% 
N 

ö?w, 020m \2 
J [ 7 FE ) ne 
S 

0° 0? er) 

_ dS—0, 

N ms 


(19) 


d.h. die Folgen der zweiten Ableitungen der N äherungslösungen konvergieren im 
‚Mittel. Die Ungleichungen (17) besagen jetzt, daß die Folgen der ersten Ableitun- 
gen von w, sowie die Folge der w, selbst im Mittel konvergieren. Wir zeigen 


jetzt, daß die Folge {w,} im abgeschlossenen Gebiet 2 gleichmäßig") konvergiert. 
Die Bedingung (8) ist nicht natürlich, wohl aber wesentlich, deshalb genügen die 
Funktionen w, dieser Bedingung notwendig. Wir wollen ferner annehmen, daß 
. diese Funktionen stetig sind und stetige erste und zweite Ableitungenn& = SS -+L, 
besitzen, das kann man immer erreichen. Wir schließen 8 in ein Rechteck R ein 
(Abk. 8) und definieren die Funktionen w, (x, y) in R, indem wir sie außerhalb von 
S gleich Null setzen. Dann sind diese Funktionen einschließlich ihrer ersten Ab- 


rechnen das Integral 


u (En) e 
as DE On dedn, Un — We 


nt der aan ergibt 


| .  y 
. u 
00 


siehe 8. L. SoBoLEw [2]. 


fa n) dein ale, Yy) — u, 0) — %(0,y) + %(0,0). 


| leitungen in R stetig. Wir wählen in $ einen willkürlichen Banks (2,:y) und. be- 


Die Punkte (x, 0), (0,%) und (0,0) liegen auf den Seiten des Rechtecks R, wo 
“= 0 und deshalb u(2, 0) = u(0, y) = u(0,0) = 0 ist, folglich wird 


1) Dieser Satz ist ein Spezialfall des sogenannten „Einbettungssatzes‘‘ von S. L. SOBOLEW; 
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Daraus ergibt sich 


= co a I</Iheo 


oder, da vu = 0 außerhalb von 8 ist, 


u 
Ina, nı< | Ne, dean. 
R Ss 


Jetzt wird nach der Ungleichung von BUNJAKOWSKI 


3 2 2 
we < 151 | (525,) 8 
S 


.wo mit |S| der Inhalt des Gebietes S bezeichnet wurde. Nun ist aber u = w, — Un 
deshalb ist 


ya! (ln _ P%m\®,.)8 
CE NO TES TEN as". | 
} | 


Wegen der Ungleichung (19) strebt der Ausdruck auf der rechten Seite für 
m, n — co gegen Null. Nach der Definition (SMIRNOwW [1], au 144) konvergiert 
die Folge w,n =1,2,.... gleichmäßig gegen $. 

4. Wir nehmen jetzt an, daß der Rand L frei gestützt ist, so daß die Ausbiegung 
der Platte den Bedingungen (9) und (13) genügt. Wir betrachten den Operator 4?, 
der auf einer den genannten Bedingungen genügenden Menge von Funktionen 
definiert sei und zeigen, daß dieser Operator symmetrisch und positiv-definit ist. 

Mögen w, (x, y) und w,(x, y) den Bedingungen (9) und (13) genügen, so daß 
auf L 


d&dn 


1-00dw 1- 00w, 


Or» oe dv = 


wv=w-0, 4w 


güt. Dann gilt, wie schon unter Punkt 3 des vorliegenden Paragraphen 


(A?w,, wa) ee 
+ gr — 10, 2) ds, 
dv 


was infolge der Randbedingungen die Form 
(Aew,w,) = BEL Aw,dsS — (1 af SOurn,, (20) 
8 I 


oe dv 0% 
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annimmt. Dasselbe Ergebnis erhält man, wenn man von dem Skalarprodukt 
(4’w,, w,)) ausgeht. Daraus ergibt sich (A?w,, w,) = (A?w,, w,), d.h. der be- 
trachtete Operator ist symmetrisch. Um seine positive Definitheit festzustellen, 
verfahren wir folgendermaßen: 

a) Wir führen die Überlegungen des Puriktes 2 in umgekehrter Reihenfolge aus, 
indem wir n.durch w, und w durch w, ersetzen. Dann finden wir 


1 00 du ,__ A [fon d (Om 
oe 0» 0» 2 oy ds\09x 
L 


‚9w, d (dw, dw, d [dw,\ dw, d [dw, ds 

"9dy ds \9y dx ds\dy 2 ds \dy ; 
Wir setzen dies in (20) ein und setzen dort w, = w; = w. Das führt uns auf die 
Gleichung 


dw d 9w d [öw 
vun [Samen -o [a aln)- wie 


oder, wenn man Formel (6,) benutzt, 


02 w\? rw rw 0%w\ 2 ww \? 
2 = N | BR | R ie 
ie 162) er FI (5) “ ” (a. a} 
s 


Es ist von Interesse, zu bemerken, daß das Integral in (21) sich nur durch den 


konstanten Faktor 2 von dem Ausdruck [Formel (5)] 


[Sfwwae 
2 
unterscheidet, der gleich der potentiellen Deformationsenergie der Platte ist. 
b) Es gilt die Identität 
e+2 747 -Ü-)E+M=ol+m?. 
Unter der Annahme o > 0 ergibt sich daraus 
a2 P>l-)RHM. 


2 2 
nn 1-5 erhalten wir aus (21) die Un- 


Mit der: Substitution Ee= 
gleichung! ) 


en le 


1) Wenn o < 0 wäre, dann erhielten wir eine analoge Ungleichung mit dem Faktor 1 + o statt 
1-o. 
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e) Auf die Ableitung > wenden wir die Pormcarfische men [kermel 
(24), $ 22] an, die in diesem Falle 


SI) <a) ibe)* De rl 5 ds) (23) | 


ergibt. Nach der Farm von OÜSTROGRADSKI ist 


Saw 2 cos m, 2)ds —= 0, | a4) 


und die Ungleichung (23) nimmt die Form 


ee ee 


an. Änaieo findet man 


Iw u 
Ik ur Ne a): (m) } ae 

Durch Addition der letzten Ungleichung erhält man 

a9w\? (dw? 92w\? ww \? (ö2w\? 

Be > N er 
I 

s“, S 

Vergleich mit der Ungleichung (22) ergibt 


ee 


Die Bedingung (9) erlaubt es, auf die Funktion w die FRIEDRICHSsche Un- 
'gleiehung anzuwenden: 


Bei A Ele jasze [[oae-rien 


Wenn wir das in (25) einsetzen, kommen wir zu der Ungleichung 


(Aw, w) = y? IK y? Er rar (26) 


die besagt, daß der betrachtete Operator positiv-definit ist. 


11 Variationsmethoden 
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Wir überlassen dem Leser die Formulierung der sich hieraus ergebenden Folge- 
rungen. Wir bemerken nur, daß man auch in diesem Falle die gleichmäßige 
Konvergenz der Minimalfolgen beweisen kann, wenn man den oben erwähnten 
Einbettungssatz von 8. L. SoBoLzw benutzt. Doch führt dieser Beweis über den 
Rahmen dieses Buches hinaus. 

5. Auf eine ähnliche Aufgabe wie das Variationsproblem für die am Rand fest 
eingespannte Platte führt das ebene Problem der Elastizitätstheorie bei gegebenen 
äußeren Kräften in dem Fall, daß das von dem elastischen Medium eingenommene 
Gebiet endlich und einfach zusammenhängend ist. In diesem Falle kann man das 
Problem bekanntlich auf die Integration der biharmonischen Gleichung 


Au=0 (27) 
bei den Randbedingungen 


u 
uU "zz hs), EyR 


file) :. , (28) 
L 


zurückführen, wo (6) und /,(s) bekannte Funktionen sind. Wenn y(x, y) eine 
willkürliche viermal stetig differenzierbare Funktion ist, die den Bedingungen (28) 
genügt, dann findet man mit Hilfe der Substitution u — y = w, daß w den Rand- 


bedingungen (8) und der Gleichung (11) genügt, m der 5 = — A/?y ist. Die 


Funktion w kann man finden, indem man das Minimalproblem für das Funktional 
F(w) = (4w, w) + 2(A2y, w) 


löst. Wir setzen hier w = w — y und finden leicht, daß 


u 0°y Ru My. 
= Dly) — 
NEE) Zu 02° R* 02 dy dx 0dy 


ud ; 
Se &n\asz2[ [uwas-2[ [wavas (29) 
Ss Ss 
gilt, wobei wir zur Abkürzung . 
ru ou \2 (Ru 
oe (ste): 2 ( a) | 6} 


gesetzt haben. Wir bemerken, daß auf der rechten Seite der Beziehung (29) das 
zweite und das fünfte Glied konstant sind. Das dritte Glied integrieren wir zweimal . 


bekannt sind, deshalb. sind 


partiell. Aus Formel (28) folgt, daß u 
%\z 


ou 
öy Ir 
die Randintegrale, die sich bei der partiellen Integration ergeben, bekannte 
Konstanten. Wenn wir das berücksichtigen, erhalten wir 


Ru ap u 8y 92 O&y 5 j 
ZZ 9x2 a 94 9x 9y BT, 7) 48 [ff ydS -+- const. 
S 
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Setzen wir das in (29) ein, so finden wir, daß 


F(w) = B(u) + const 


gilt. Demnach führt das ebene Problem der Elastizitätstheorie bei den oben er- 


wähnten Bedingungen auf das Minimalproblem für das Funktional B(u), das 
Minimum ist auf der Menge der Funktionen u (x, y) zu bestimmen, die zusammen 
mit ihren Normalableitungen die vorgegebenen Werte (28) annehmen. Bei der 
Bestimmung des Minimums kann man (uw) durch das einfache Funktional 


(u) = [ [dw as 
Ss 


ersetzen. Nach Formel (6) ist nämlich 
: du „[Ow 
B,(u) — Blu) = 2 | 52a (2) 
L . 


was infolge der Randbedingungen (28) eine bekannte Konstante ist. 


$ 28. Biegung dünner Platten, auf die sowohl Normalkräfte 
wirken als auch Kräfte in der Mittelfläche 


Eine Platte möge unter der gleichzeitigen Wirkung der Normalbelastung 
9(x,y) und der in der Mittelfläche der Platte wirkenden Spannung 7, Tyy T, 
stehen. Wir wollen annehmen, daß keine Volumenkräfte vorhanden sind. Dann 
sind 7, Tyy, 7, durch die homogenen Gleichgewichtsbedingungen 


DT, oT, om 
BEE Ö; Y Y__ * 
PR a 0y 08 = dy e ” 


miteinander verknüpft. Wenn die Ausbiegung der Platte klein ist, dann kann man 
näherungsweise annehmen, daß die Ausbiegung der bekannten Gleichung!) 


; h 9w w 9w q 
2 De e— —— ._._— — m 
en Ir Faser - D M 


genügt; wie schon im vorigen Paragraphen, bedeutet A hier die Dicke der Platte 
und .D ihre Steifheit. Ebenso wie schon in $ 27 haben die Randbedingungen auf 
. dem fest eingespannten Teil des Randes die Form 


\ 


Iw 
und auf dem frei gestützten Teil des Randes die Form 
ER Eee (3) 
ae 


i) Siehe etwa P. F. Parkowiırsch [1], S. 522, oder S. P. TımoscHenko [2], S. 289. 


‚11* 
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Wir zeigen, daß der Operator auf der linken Seite der Gleichung (1) auf jeder der 
Mengen symmetrisch ist, deren Funktionen entweder den. Bedingungen (2) oder 
den ‘Bedingungen (3) genügen.!) Die Symmetrie des biharmonischen Operators 
wurde in $ 27 festgestellt; um unsere Behauptung zu beweisen, genügt es, sich zu’ 
überzeugen, daß der Operator 


2 
Tu=T 27 Bi © (4) 


auf der Menge der Funktionen symmetrisch ist, die der Randbedingung 
vl, 0 6) 


genügen, die in den beiden oben genannten Fällen erfüllt ist. Zu diesem Zweck 
bemerken wir, daß der Operator T unter Verwendung der Gleichgewichts- 
bedingungen (*) in die Form 


[u dw ow ö o9w o9w 
f —— 1 r | 
er (2. Du + I ) Bon (7% 0" 7,50) 


gebracht werden kann. Wir bilden jetzt das Skalarprodukt (Tw,, w,) und beachten 
dabei, daß die Funktionen w, und w, beide der Randbedingung (5) genügen. Wir 
integrieren partiell und beachten, daß das Randintegral der genannten Rand- 
bedingungen wegen merchwnden: Wir finden 


dw dw ö dw dw 
2 1, 1} j j 1 1 
(Tu, %,) -/[* ={e Et Ts N) | 5 (fr +7, ze) ds 


dw, dw | dw, dw, dw, dw,\ | 9wOwg 
z =: De dan öy ' 9y da) 2, dy 0y a 
Da im letzten Bo w, und ws symmetrisch auftreten, so erhält man offen- 


sichtlich dasselbe Ergebnis, wenn man vom Skalarprodukt (wi, Tw,) ausgeht. 
Daraus folgt (Tw,, w,) = (wı, Tw,), was zu beweisen war. 


Satz 1. Wenn die Spannungen T,, Tay T, dem absoluten Betrage nach hinreichend 
klein sind, dann ist der Operator auf der linken Seite der Gleichung (1) positiv-definit 
auf jeder der Mengen der Funktionen, die auf dem ganzen Rand entweder den Be- 
dingungen (2) oder den Bedingungen (3) genügen. 

Wir bilden das Skalarprodukt 


(am - row) = (am u) - zT). x m) 


1) Auf diesen Umstand machte $S. M. Birma den Verfasser aufmerksam. 
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Wenn der ganze Rand der Platte fest eingespannt ist [Bedingung (2)], dann gilt 
nach den Formeln (16) und (18) des $ 27 


wu ale 


‚wenn hingegen der ganze Rand frei gestützt ist [Bedingung (3)], dann gilt nach 
Formel (25) des $ 27 


non 


Wir eh mit O die Größe x im Falle des fest eingespannten Randes und die 


Größe I 


° im Falle des frei gestützten Randes; in beiden Fällen haben wir 


ee ® 
i S 


Wir schätzen jetzt die Größe (Tw, w) ab. In Formel (6) setzen wr u =w,=w. 
Wir erhalten dann 


dw dw dw\? 
ES -[fI ( % a a 7) \es- 2 


N sei das größte der Maxima der Größen 7',, Ta T’,, so daß 
| IMI<®, Mul<N ZN 


eco lirfer 


oder, unter Beachtung der Ungleichung (a + 5)? < 2 (a? + 52) 


em fS[elrtlen 0 


Mit Hilfe der Beziehungen (8) und (10) erhalten wir aus der Formel (7) 


(mern LET 0 


4) Die Ungleichung (10) behält ihre Giltigkeit, wenn man unter 2N das Maximum der 
Hauptnormalspannungen versteht, die in der Plattenebene wirken. 


ist. Dann gilt 
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' Da w |; = 0 ist, gilt die Frieprickssche Ungleiehung 


Sie ) + = 5) }as>»1wr. 


Die Spannungen T,, T,, T, seien so klein, daß 


CD i 
Ne 3% (12) 


gilt. Dann ist die rechte Seite der Ungleichung (11) positiv, und wir verstärken 
die Ungleichung, wenn wir das Integral rechts durch & |w j? ersetzen. Jetzt ist 


(Aw 520 n) > (6-75 


j | 
nrw, (13) 


und Satz 1 ist richtig, wenn das Maximum der Spannungen der Ungleichung (12) 
genügt. 

Aus dem eben bewiesenen Satz und aus den Ergebnissen des $ 27 des KapitelsIII, 
sowie aus den $$ 11, 19, 12—15 ergibt sich folgender Schluß: 

Eine Platte stehe unter der gleichzeitigen Wirkung einer Normalbelastung q(x, Y) 
ünd der in der Mittelfläche der Platte wirkenden Spannungen T',, Tzy, T’y. Ferner sei 
der gamze ‚Rand der Platte entweder fest eingespannt oder frei gestützt. Wenn das 
Maximum der Spannungen Ta; Toy Ty der Ungleichung (12) genügt, dann hat das 
Gleichgewichtsproblem eine Lösung!), und, zwar eine eindeutige, die man als die 
Funktion erhalten, kann, die das Funktional 


ww, (Aw de \2 
n/a) + te) 
h dw\? dw dw 9w\? 2q 
=D [? (2%) Tanz dy +75) | - D »}d8 a 


zum Minimum macht. Wenn der Rand der Platte fest eingespannt ist, dann kann 
man das Funktional (14) vereinfachen und auf eine beliebige der beiden Formen 


. i . h 2 
Fu) = [ / Im +3 [r- (22) un 
S 


ow\?]| -2q . 
Sc m; T, a) —* D 2 ds; (15,) 
O:w \2 92 w\? 
er IN) | 2 (004) ’ (5) 
h dw dw do dw\? 29- 
een) - es um 


1) Wie in $ 38 gezeigt wird, braucht das Problem im allgemeinen keine Lösung zu haben. 
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überführen.!) Die Lösung des Minimalproblems für das Funktional F(w) kann 
man als Grenzwert einer Minimalfolge erhalten, insbesondere als Folge der 
Näherungslösungen nach dem Rırzschen Verfahren, aber auch in Form einer 
.Orthogonalreihe ($ 12). Wenn w,,n = 1, 2, ... eine Minimalfolge und w die exakte 
Lösung ist, dann gilt w, — w gleichmäßig in 8 = 8 + L, während die ersten und 
die zweiten Ableitungen von w, im Mittel gegen die entsprechenden Ableitungen 
von w konvergieren. 

Gestützt auf den oben inehrfachr erwähnten ‚„Einbettungssatz“ kann man 


beweisen, daß der Operator 42 — sr positiv-definit ist, wenn eine Bedingung 


der Form (12) erfüllt ist, auch in dem Falle, daß der Rand der Platte zum Teil 
fest eingespannt, zum Teil frei gestützt ist, und auch bei einigen anderen Ein- 
spannungsbedingungen. 


Wir vermerken den einfachen und wichtigen Fall, daß der Operator 4? — . T 


positiv-definit ist, und alle eben erst aufgezählten Schlüsse gelten mit der Aus- 
nahme, daß die Ungleichung (12) nicht erfüllt zu sein braucht. Dies ist dann der 
Fall, wenn in einem beliebigen Punkt der Platte die Spannungen T',, Tyy, T, in den 
beiden Hauptrichtungen Zugkräfte sind. Wie früher setzen wir voraus, daß der 
Rand der Platte entweder ganz eingespannt oder ganz frei gestützt ist. Um unsere 
Behauptung zu beweisen, genügt die Feststellung, daß (— Tw, w) > 0 ist, sofern 
|, = 0 ist. 

Zuerst bemerken wir, daß der Ausdruck unter dem Integralzeichen in (9) in- 
variant gegen eine Drehung des Koordinatensystems ist; davon kann man sich 
durch eine einfache, wenn auch etwas langwierige, Umformung überzeugen. Dies 
beachtend, wählen wir einen willkürlichen Punkt in $S und richten die Koordinaten- 
achsen so, daß sie in dem gewählten Punkt mit den Hauptachsen der Spannungen 
T,, Tyy, T, zusammenfallen. Dann hat der Integrand in (9) die Form 


9w\? ow\? 
T (3) vn G) 


wo %,, 2; die Hauptspannungsrichtungen und 7‘, 7’, die Hauptnormalspannungen 
sind. Nach. Voraussetzung sind die Spannungen T7',, T, Zugspannungen und dem- 
zufolge positiv; daraus ergibt sich, daß in dem gewählten Punkt des Gebietes 8 
der Integrand in (9) nicht negativ ist; da der Punkt willkürlich gewählt war, ist die 
genannte Funktion im ganzen Gebiet $ nicht negativ. Daraus folgt, daß 


(-Tw, w) > 0 
und 


(a _ Tw, ”) > (A?w, w) > C |w|? 
gilt, was zu beweisen war. 


1) Die Identität der Funktionale (14), (15,) und (15,) im Falle des fest eingespannten Randes 
folgt aus den Formeln (6,) des $ 27. 


KAPITELV 


EIGENWERTPROBLEME 


$ 29. Die Eigenwertprobleme; 
ihr Zusammenhang mit Eigenschwingungs- und Stabilitätsproblemen 


In der mathematischen Physik spielen die Begriffe des Eigenwertes und der 
Eigenfunktion einer Gleichung eine wichtige Rolle. Es sei die Gleichung 


Au— 4Bu=0 (1) 


gegeben, wo A und B gewisse lineare Operatoren sind und A ein Zahlenfaktor ist. 


“Infolge der Eigenschaften linearer Operatoren (vgl. $4) gilt AD = 0 und BO = 0; 


daraus folgt, daß die Funktion v = 0 der Gleichung (1) genügt und zwar für jeden 
beliebigen Faktor A. Die Funktion u = 0 bezeichnet man als triviale Lösung der 
Gleichung (1). Wir stellen jetzt die Aufgabe, diejenigen Werte des Parameters A 
zu finden, bei welchen die Gleichung (1) eine nicht identisch verschwindende 
Lösung hat. Wenn solche Werte von A existieren, dann nennen wir sie Eigenwert 
der Gleichung (1), während die ihnen entsprechenden nichttrivialen Lösungen!) 
dieser Gleichung als Eigenfunktionen dieser Gleichung bezeichnet werden. Wenn 
also eine Zahl A, und eine Funktion u,(P) gegeben sind, und wenn u, (P)= 0 und 


Au, — Bu = 0 


gilt, dann ist A, ein Eigenwert der Gleichung (1), und u,(P) eine ihrer Eigen- 
funktionen. Man sagt, daß die Eigenfunktion u,(P) dem Eigenwert }, entspricht 
oder zu ihm gehört. 

Von besonderer Bedeutung ist der Spezialfall, daß B der identische Operator 
ist: Bu = u. In diesem Falle nimmt die Gleichung (1) die Form 


Au — Au 0 (2) 


an. Die Eigenfunktionen. und Eigenwerte der Gleichung (2) heißen auch Eigen- 


funktionen und Bigenwerte des Operators A. Die Gesamtheit aller Eigenwerte eines 
Operators heißt sein Bigenspektrum. 


Beispiel. Es sei Au = 0<x<[l, wobei die Funktionen aus dem 


deu 
daR? 
Definitionsbereich des Operators A der Randbedingung 
w(0) = ul) = 0 . 8) 
unterworfen seien. Eigenwerte des Operators A sind im gegebenen Falle.diejenigen 
Werte von A, für welche die Gleichung 


du. 
TE + Au = 0 (4) 


1) Das heißt nicht identisch verschwindende Lösungen. 
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eine Lösung hat, welche den Bedingungen (3) genügt und die nicht identisch gleich 
Null ist; eine solche Lösung ist eine Eigenfunktion unseres Operators. Im vor- 
liegenden Beispiel ist es nicht schwer, die Eigenfunktionen und Eigenwerte des 
Operators zu finden. Die Eigenfunktionen genügen der Diterentalgleiehins (4), 
deren allgemeines Integral die Form 


u(x) = O sin [ix + CO, cos YA 


hat. Aus der Bedingung u(0) = 0 folgt C; = 0 und u(«) = C sin Yır; die Be- 
dingung u(l) =0 ergibt C sin ya = —=0. Wenn C = ist, ist u= 0, und wir 
erhalten keine Eigenfunktion, weshalb notwendig 


sin YAl—= 0 


gilt, woraus man leicht die Eigenwerte 


und die ihnen entsprechenden Eigenfunktionen 


u,(2) = 0, sin "7, vw—=1l,2, .. 


erhält; die Werte C,„ sind von Null verschieden, aber sonst willkürlich, ins- 
besondere können sie für verschiedene n verschieden sein. 

Wenn w(P) eine Eigenfunktion der Gleichung (1) ist und C eine beliebige nicht 
verschwindende Konstante, dann ist Cu(P) ebenfalls eine Eigenfunktion; all- 
gemein gilt: Wenn ı,(P), %,(P),...., u,(P) Eigenfunktionen der Gleichung (1) 
sind, dann ist ihre Linesrkombination 


OP) + Ozu(P) + a Oruy(P) 


eine Eigenfunktion derselben Gleichung), und zwar für beliebige Konstanten (,, 
Üz, ..., Oy. Dafür genügt es, wenn die dem gegebenen Eigenwert nn: 
Eigenfunktionen linear unabhängig sind. 

Die Anzahl der linear unabhängigen Funktionen, die zu einem gegebenen Figen- 
wert gehören, heißt der Rang des Eigenwertes. Der Rang eines Eigenwertes kann 
auch unendlich sein. 

Auf das Aufsuchen von Eigenwerten und Eigenfunktionen führt gewöhnlich 
das Problem der Eigenschwingungen mechanischer Systeme. Wir betrachten als 
Beispiel eine homogene gespannte Saite der Länge /!, welche im Gleichgewichts- 
zustand das Intervall O<x<{ I der x-Achse einnimmt. Die Querschwingungen 
dieser Saite genügen der Gleichung (SmIRvow [2], Punkt 163) 


U 10920 T 
Dr yE 2 


1) Wenn diese Kombination nicht identisch verschwindet. 
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Hier ist U(x, t) die Auslenkung der Saite aus der Gleichgewichtslage im Punkte x 
und zur Zeit t, T ist die Spannung der Saite und o ihre Masse pro Längeneinheit; 
es wird vorausgesetzt, daß auf die Saite keinerlei äußere Kräfte wirken, so daß die 
Schwingungen nur von dem der Saite erteilten Anfangsimpuls bzw. der Anfangs- 
auslenkung abhängen. Wenn die Enden der Saite fest eingespannt sind, dann ist 


U0,)=Ul)=0. (6) 


Als Eigenschwingungen der Saite bezeichnet man Schwingungen, bei denen die 
Auslenkung U (x, it) die Form 


hat. Setzt man das in (5) und (6) ein, so zeigt sich, daß u(x) der Differential- 
. gleiehung 


2 2 
+ u=0; jan at 


und der Randbedingung 
u(0) = ull) =0 


genügt. Dem Sinn der Aufgabe entsprechend ist u(z) = 0, andernfalls fände gar 
keine Schwingung der Saite statt, und das Problem der Eigenschwingungen der 
Saite führt auf die von uns no behandelte Aufgabe, Eigenwerte und Eigen- 
funktionen des Operators -5 bei den Randbedingungen (3) zu ermitteln. 
Die Eigenschwingungen der Saite werden bis auf einen konstanten Faktor durch 
die Formel 


. an [cos anni 
en ; Ir 7 


bestimmt. Wenn die Saite inhomogen ist, dann ist g = olx) eine Funktion von «. 
In diesem Falle führt das Problem der Eigenschwingungen der Saite wiederum 
zu den Randbedingungen (3) und zu der Gleichung 


dru 


de? 


+ie@u=0, (7) 


2 
doch ist jetzt A = ©, Die Gleichung (7) ist ein Sonderfall der Gleichung (2), 


T 


2 
in welcher A= — - ist und B der Operator der Multiplikation mit der 


Funktion o(x); beide Operatoren sind für die Funktionen definiert, die an den 
Endpunkten der Saite verschwinden. 
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. Wir betrachten noch die Eigenschwingungen einer Membran. Wenn die Mem- 
bran nicht unter der Wirkung äußerer. Kräfte steht, dann hat die Gleichung ihrer 
Querschwingungen die Form (Smirwow [2], Punkt 176) 


RU U 1 o9?U 
an | = Fern 
Ei fi op ar 92" 


b 


(8) 


Die Membran möge im Gleichgewichtszustand das Gebiet Q der zy-Ebene ein- 


nehmen, das von dem Rand $ begrenzt werde. Wenn der Rand der Membran fest _ 


eingespannt ist, dann gilt 
Uls=0. » (9 


Die Eigenschwingungen der Membran haben die Form 


cos 


.. ot; 
sin 


Venen! 
ihre Bestimmung führt auf die Integration der Gleichung 


w? 


Au+Mmu=0, er a 
im Gebiet 2 und bei der Randbedingung 
uls=0. (11) 


Da notwendig u (x, y) =E 0 ist, führt unser Problem auf die Bestimmung der Eigen- 
werte und Eigenfunktionen des Operators —4 bei der Randbedingung (11). Dieses 
Problem ist bedeutend schwieriger als das analoge Problem. für die Saite, in 
manchen Fällen ist es jedoch verhältnismäßig einfach, eine Lösung zu erhalten; 
solche Fälle sind zum Beispiel die der rechteckigen und der kreisförmigen Membran 
(Sumxow [2], Punkt 177 und Punkt 178). 

Es ist noch eine weitere Klasse von Aufgaben bekannt, die ebenfalls auf Eigen- 
wert- und Eigenfunktionsprobleme führen. Das. sind die Stabilitätsprobleme 
mechanischer Systeme. Wir wollen. diese Probleme nicht in voller Allgemeinheit 
formulieren, sondern erläutern sie an einem Beispiel. Wir betrachten die Biegung 
. einer dünnen Platte, auf welche Kräfte wirken, die in ihrer Mittelebene gelegen 
sind und einem Parameter A proportional sind; diese Kräfte mögen die Kompo- 
nenten AT, AT'zy, AT, haben. Normalbelastungen mögen fehlen und der Rand der 
Platte sei definitionsgemäß fest eingespannt. Die Ausbiegung der Platte wird 
bestimmt (siehe $ 28) durch die homogene [dag (x, y) = 0 ist] Differentialgleichung 


Ah 9:w w ?w 
2m — N = 
en [r- 0 WR dy 7, A o = 
und die ebenfalls homogenen Randbedingungen 
dw 
w|;,=®, FrI Pe 0. (13) 


| 
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Das System der Gleichungen (12) und (13) hat die triviale Lösung o= 0; ihr 
Vorhandensein bedeutet, .daß die nicht ausgebogene Platte eine mögliche Gleich- 


' gewichtslage ist. Wenn A hinreichend klein ist, nämlich [siehe Formel (12), $28] 


wenn 
j CD 

Al < 20; | (14) 
gilt, wo N das größte der Maxima der Spannungen T,, T,,, T, ist, dann ist die 
triviale Lösung die einzige und demnach die ungebogene Form die einzige Gleich- 
gewichtslage;.dabei ist offensichtlich, daß eine hinreichend kleine Änderung von A 
die Ungleichung (14) nicht beeinträchtigt und demzufolge auch die nicht aus- 
gebogene ebene Gleichgewichtslage nicht beeinträchtigt, die sich als stabil in bezug 
auf eine kleine Veränderung des Parameters A erweist. Wenn A der Ungleichung (14) 
jedoch nicht genügt, dann ist es nicht ausgeschlossen, daß für gewisse Werte 
von 4A, die als kritische bezeichnet werden, die Gleichung (12) eine nichttriviale 
Lösung hat, die den-Randbedingungen (13) genügt. In diesem Falle ist außer der 
ebenen auch eine gebogene Gleichgewichtslage möglich; bei Werten von A, die 
nahe bei den kritischen liegen, wird die ebene Gleichgewichtslage instabil. Im 
Zusammenhang damit ist die Bestimmung der kritischen Werte des Parameters 
(besonders des kleinsten kritischen Wertes) von Wichtigkeit, was seinerseits auf 


. die Bestimmung der Eigenwerte der Gleichung (12) bei den Randbedingungen (13) 


führt. 

Im allgemeinen führt ein Stabilitätsproblem auf ein Eigenwertproblem für eine 
lineare Gleichung, ausgehend von den nichtlinearen Gleichungen des gegebenen 
Problems. Die strenge mathematische Begründung dieses Verfahrens wurde in den 
Arbeiten von M. A. KrRAsNosELskt [2, 3] gegeben. Für elastische Systeme werden 
in dem Buch von W. W. NowosHıLow [1] solche Stabilitätsprobleme ausführlich 
behandelt, welche, ausgehend von den nichtlinearen Gleichungen der Elastizitäts- 
theorie, auf ein Eigenwertproblem für eine gewisse nichtlineare Gleichung (oder 
ein System von Gleichungen) führen. 


fs 30. Eigenwerte und Bigenfunktionen symmetrischer Operatoren 


Bei Anwendungen zeigt sich, daß die Untersuchung der Eigenwerte und Eigen- 
funktionen symmetrischer Operatoren besonders wichtig ist; einige einfache und | 
wichtige Eigenschaften werden im vorliegenden Paragraphen hergeleitet. 

Satz 1. Die Eigenwerte eines symmetrischen Operators sind reelle Zahlen. 


Es sei A, ein Eigenwert und @,(P) eine zugehörige Eigenfunktion des sym- 
metrischen Operators A. 
Dann gilt identisch Ay, = AP: 


Die Funktion 9, sei reell, dann multiplizieren wir diese Identität skalar mit @, 
und dividieren durch die positive Größe (9,, 9) = 19,1%; wir erhalten 
A 
„= ( 9: Po) ; ' 7 (1) 
Ipol 
und es ist offensichtlich, daß die Zahl A, reell ist. 
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Jetzt sei g(P) koiples, %(P) = y(P) -io(P),woy(P) und. w(P) reell sind. 
Dann silt 


Ay+io) = Alp(P)+iolP) (2) 
Ay-+iAo = Alp(P) +io(P)). 


Die letzte Gleichung multiplizieren (im gewöhnlichen Sinne dieses Wortes) wir 
mit y{P) —io(P) und integrieren dann über das Be Gebiet 2. Das führt 
uns auf die Gleichung 


[Ww-Av-+ nee + @*(P)]d2, 
2 fe) \ 


oder 


der man auch die folgende Form geben kann: 


(49, 9) + (40, 0) + i[(4o, 9) — (0, Ay)] = Allyl?+ 101). 
Da der Operator A symmetrisch ist, gilt 
(Aw, y) = (wo, Ay), 


und die linke Seite der letzten Gleichung ist reell. Weiter ist 9,(P) == 0. Daraus 
folgt »2(P) + @(P) = |o,(P)®= 0 und demnach silt 


iyP+ lol® = [Ipt? )?d2>0. 


Jetzt wird 
_ (Ay, y) + (Aw, o)' 
E Iyi+lol 


und es ist klar, daß }, eine reelle Zahl ist. 

Wir bemerken, daß man die Eigenfunktionen eines symmetrischen Operators 
als reell ansehen kann. Wenn nämlich 9,(P) = y(P) + io(P) ist, dann erhält 
man durch Aufspaltung von (2) in Real- und Imaginärteil 


Ay=Ay, Aw—hm, 


und dem Eigenwert }, entsprechen die reellen Eigenfunktionen y und w. Im 
folgenden werden wir die Eigenfunktionen eines symmetrischen Operators immer 
als reell annehmen. 


Anmerkung. Da es einmal möglich ist, die Eigenfunktionen eines symmetrischen 
Operators als reell anzunehmen, ist für die Eigenwerte eines solchen Operators 
stets die Formel (1) richtig. Daraus folgt u. a. sofort, daß alle Eigenwerte eines 
positiven und demzufolge auch eines positiv-definiten Operators positiv sind. 

Satz 2. Eigenfunktionen eines symmetrischen Operators, die zu verschiedenen 
Eigenwerten gehören, sind orthogonal zueinander. 

Es seien 2, und A, zwei verschiedene Eigenwerte des symmetrischen Operators A, 
9,(P) und 9,(P) seien ihnen entsprechende Eigenfunktionen. Dann ist 


Ayı = AP, Aypy = ?gPa. 
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Die erste Gleichung multiplizieren wir skalar mit o,, die zweite mit o,. Die Aus- 
rechnung ergibt 


(A91, 92) — (91 AY3) = (Ar — 22) (91 P2)- 


Die linke Seite der letzten Ungleichung ist gleich Null, da der Operator symmetrisch 
ist; da A, — A, #0 ist, gilt (91, 9) = 0. 


Wenn einem gegebenen Eigenwert mehrere Eigenfunktionen entsprechen, 
dann kann man diese unter Verwendung des Orthogonalisierungsverfahresn ($ 10) 
orthogonal machen. Das erlaubt uns, im folgenden ohne Einschränkung anzu- 
nehmen, daß die Menge aller Eigenfunktionen eines symmetrischen Operators ein 
Orthonormalsystem bildet. 


Satz 3. Das Sysiem der Eigenfunktionen eines positiven Operators ist orthogonal 
bezüglich der Energie. 

Es seien A, und g, ein Eigenwert und eine Eigenfunktion des positiven SZ 
rators A, so daß - 
Ayı = hıpı (8) 


gilt, ferner sei 9, eine von 9, verschiedene Eigenfunktion desselben Operators. 
Nach dem .oben Gesagten sind 9, und 9, orthogonal im gewöhnlichen Sinne: 
(#1, 9%) = 0. Wir multiplizieren. die Beziehung (3) kalar mit @, und finden 
(Ayı, 9) = 0, was zu beweisen war. 


Anmerkung. Oft zeigt es sich, daß das System der Eigenfunktionen nicht nur 
orthogonal, sondern auch vollständig bezüglich der Energie ist. Dann kann man 
dieses System verwenden, um eine Lösung der Gleichung 


Au=f | (4) 


in Form einer Orthogonalreihe zu bilden, wie in $ 12 besprochen wurde. 

Das System der Eigenfunktionen eines positiv-definiten Operators A sei voll- 
ständig bezüglich der Energie und, in Übereinstimmung mit dem oben Gesagten, 
orthonormal im gewöhnlichen Sinne. Wenn wir mit @,(P),n = 1,2, ... die Eigen- 
funktionen des Operators A und mit A, die entsprechenden Eigenwerte!) be- 
zeichnen, dann haben: wir 


0, nm, . 
(On; Om) = n [Ym: r]=0, RrAm, 
2 s NM; 
Am = MnPn: 


Wenn wir die letzte Beziehung skalar mit p, multiplizieren, erhalten wir noch 


(Ayn Pr) = I? = m* (5) 


1) Wenn dem einen oder anderen Eigenwert mehrere Eigenfunktionen. entsprechen, dann 
kommen unter den Zahlen A, solche vor, die einander gleich sind. 
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Die Beziehung (5) besagt, daß die Funktionen 9,(P) bezüglich der Energie nicht 
normiert sind. Wenn wir 

1 

Y e Pn( 

setzen, erhalten wir ein System von Funktionen, die bezüglich der Energie ortho- 
normiert und folglich auch vollständig bezüglich der Energie sind. In Überein- 
stimmung mit Formel (2), $12 kann man die Lösung der Gleichung (4) in der 
Form 


YnP) 


Wu = (F Yn) Un(P) 
darstellen oder, wenn man die y,(P) durch die o,(P) ausdrückt, in der Form 
u) I ip. 0 
n=1 n 


Die Entwicklung (6) in eine Reihe nach Eigenfunktionen des gegebenen Ope- 
rators hat einen Vorteil gegenüber der allgemeinen Reihe (2), $ 12. Wir beschränken 
uns in einer beliebigen dieser Reihen auf die N ersten Glieder und bezeichnen die 
' so erhaltene endliche Summe mit u, (P). Da die genannten Reihen: bezüglich der 
Energie konvergieren, so konvergiert in beiden Fällen uy (P) gegen u,(P) sowohl 
im Mittel, als auch bezüglich der Energie. Wenn man jedoch uxy (P) in die Glei- 
chung (4) einsetzt, dann weicht, allgemein gesprochen, deren linke Seite erheblich. 
von der rechten ab; EBer gesagt, ist es im allgemeinen Fall nicht möglich zu 


behaupten!), daß Auy > F{P) gilt. Wenn man aber von der Reihe (6) ausgeht 
und. 


setzt, dann gilt Aux ER f(P). Der Beweis beruht auf folgender Feststellung: 


Wenn die Energie mit Hilfe eines positiv-definiten Operators definiert ist, und ein 
gewisses Funktionensystem bezüglich der Einergie vollständig ist, dann ist es 
auch im Sinne der Konvergenz im Mittel?) vollständig. Daraus folgt, daß das 
Funktionensystem 9,(P), n=1,2,..., das nach Voraussetzung bezüglich der 
Energie vollständig ist, auch im Sinne der Konvergenz im Mittel vollständig ist. 
Da dieses System auch noch orthonormiert ist, läßt sich eine beliebige Funktion 
mit endlicher Norm in eine Orthogonalreihe nach den Funktionen @,(P) ent- 
wickeln; es gilt 


K= om) ulB), 
n= 
wobei die Reihe im Mittel konvergiert: 


N 
v7 (F, 9m) 9n(P (PD 2 HP) 


1) Siehe das Buch des Verfassers [11], $ 8, S. 47. 
2) [11], $12, 8. 58. 
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Andererseits gilt \ 
N 
n=1 An 


da @,(P) eine Eigenfunktion des Operators A mit den zugehörigen Eigenwerten A, 
ist, so hat man Ag, = A, (P) und folglich 


N 
Auy =24 Pn)Pan(P); 


daraus folgt, daß Auy ee HP) gilt. Wenn man also von der Reihe (6) ausgehend 
eine Näherungslösung der Gleichung (4) bildet, dann genügt diese Näherungs- 

lösung bei hinreichend großem. N im Mittel der Gleichung (4) mit einem beliebigen 
vorgegebenen Grad von Genauigkeit. 


$ 31. Energetische Sätze bei Eigenwertproblemen 


Das Eigenwertproblem kann unter bestimmten Bedingungen auf ein Variations- 
problem zurückgeführt werden. Der symmetrische Operator A möge der Un- 
gleichung 

(Au, u) > klul? 02) 


genügen, wo k eine reelle, nicht notwendig positive, Zahl ist; ein derartiger 
Operator heißt nach unten beschränkt. Insbesondere ist jeder positive Operator 
nach unten beschränkt, da er der Ungleichung (1) für k = 0 genügt. 

Wenn A ein nach unten beschränkter Operator ist, dann gilt 


(Au, u) 
(u, %) 


>k 


Die nach unten beschränkte Größe (Au, u)/(u, u) hat eine untere Grenze d. Offen- 
sichtlich ist d > k. 
Wir beweisen folgenden Satz: 


Satz 1, A sei ein nach unten beschränkter symmetrischer Operator, ferner sei d die 
‚ genaue untere Grenze des Wertes des Funktionals 
: Ä 


(Au, u) 
(u, u) “= 
Wenn eine solche Funktion u, = 0 existiert, daß 
(At, %) 
(20, %o) “ 


gilt, dann ist d der kleinste Eigenwert des Operators A und u, die zu diesem Wert 
gehörende Eigenfunktion. 
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Es sei 7 eine willkürliche Funktion aus dem Definitionsbereich D, des Operators 
A und i eine willkürliche reelle Zahl. Offensichtlich ist u, + in e D,. Die Funktion 


(Alup + in), up + 1m) _ PlAnım) + 21AuM) + (Atıo, Wo) 


a se u 


(+ 9% + in) 5 (nm, ) + 2) + (bo %) 


nimmt ihr Minimum für i = 0 an. Dann aber ist 9'(0) = 0. Die Berechnung von 
o'’(0) führt ohne Mühe auf die Beziehung 


(Un: %p) (Aug, 7) — (Ay, U) (ug, N) = 0 
oder, wenn man die Gleiehung (3) benutzt, auf 
(Au, — dan) = 0. (a) 


‘Wenn wir die Überlegung des $ 11 (S. 70) wiederholen, finden wir, daß Au, — du, 
= 0ist, d.h. daß d und u, ein Eigenwert und eine Eigenfunktion des Operators A 
sind. 

Daß d der kleinste Eigenwert des Operators A ist, ergibt sich aus der Formel (1) 
des $30. Wenn nämlich A, und u, ein beliebiger Eigenwert und die zugehörige 
Eigenfunktion des Operators A sind, dann gilt 


ge (Au,, %,) Sn (Au, u) d 


(u) (u, w) 


Der hier bewiesene Satz 1 überführt das Problem, den kleinsten Eigenwert eines 
nach unten beschränkten symmetrischen Operators zu bestimmen, in folgendes 
Variationsproblem: Es ist eine Funktion zu bestimmen, die das Funktional 


(Au, u) 
(v, u) 


(5) 
zum Minimum macht. 


Wir geben dieser Aufgabe noch eine andere Formulierung, die sich vielfach als _ 
günstiger erweist. Wir setzen » —= u/|«|. Dann wird 


Iyl=1i 
und 


Au,“ _ 
wu) 


Wir ersetzen den Buchstaben » wieder durch « und können unser Variations- 
problem so formulieren: Es ist das Minimum des F'unktionals 


(App). - (6) 


(Au, u) (7) 
bei der Nebenbedingung ; 


(u,u) = 1 (8) 
zu bestimmen. 


Wir sprechen jetzt über Verfahren zur Bestimmung der höheren Eigenwerte. 


12 Variationsmethoden 
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Satz 2. Es seien A, <A,< "<A, n unmittelbar aufeinanderfolgende Eigenwerte 
des nach unten beschränkten symmetrischen Operators A und u,, Us, -.-, U, die ihnen 
entsprechenden orthonormierten Bigenfunktionen. Es ezxistiere eine Funktion 
= W+1ı= 0, die das Funktional (5) bei den Nebenbedingungen 


ww=0, WU)=0, ..., (WW) = 0 (9) 


zum Minimum macht. Dann ist Unz+ı eine Eigenfunktion des Operators A, die zu 


dem Eigenwert 
(Au, Un 
An+ı = (Alm + 1, Un +1) (10) 
(Un +1 Un +1) 


gehört. Dieser Bigenwert ist der nächste, der auf An folgt. 
& sei eine willkürliche Funktion aus dem Definitionsbereich D, des Operators A. 
Wir setzen ni 


BEI, 
kei 
Dann genügt 7 den Bedingungen (9). Es ist nämlich 
R 
(N um) = (d, Um) 238 ur) (Un Um, m=1,2,...,n. (11) 


Nach dem in $30 Bewiesenen sind die u, orthogonal als Eigenfunktionen eines 
symmetrischen Öperators. Weiter sind nach den Bedingungen des Satzes die u; 
normiert. Deshalb ei 3 

0, k > m, 


(ur; Um) -1, ke 


und folglich 


Zusammen mit n genügt auch das Produkt tn den Bedingungen (9), wo t eine 
beliebige Zahl ist, und ebenso auch die Summe „+, + tn. Die Funktion 


(Altınıı +1); Unı+ı + in) 
(Un+ı rt 19 Un+ı 7 in) 


von t nimmt ihr Minimum bei t = 0 an. Indem wir dieselben Überlegungen an- 
wenden, wie schon beim Beweis von Satz 1, finden wir 


(Auyzı — At n4nM) 0. . (12) 
Wir betrachten die Größe 
(Auyyrı = Ant 1 Und &). 


Nach den Formeln (11) und (12) ist 
(Aunzı — Antıtinsn d)= Ce MEER 


+2 (Ur, &) (Atn+ı Du Anti int 1 1) 


1 
n 
= 2 (un d) (An +ı =; Ay+ 1m ur). 
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\ 


Ferner ist 
(Aun+ı = Anzılatı 4) = (Au + 1, %) — An+ı (Und 1 U). 


Es ist unschwer zu sehen, daß dieser Ausdruck gleich Null ist. Das zweite Glied 
rechts verschwindet nämlich infolge der Bedingungen (9). Das erste aber ist gleich 


(Aw+ı Ur) = (iar1 Au,). 


Nun genügt aber uw, als Eigenfunktion des Operators A der Gleichung Au, — A;%; 
— 0. Deshalb ist Au, = A,4, und. 


(Aun +1 %) = Ar(Un + 1: Ur) = 0. 


Daraus folgt, daß (Aw 41 — An+ın ; 16) = 0 ist. Indem wir die Überlegungen des 
$11 wiederholen, finden wir wieder, daß Au, +1 — Ant ıtn+ı > 0ist,d.h.),4 11st 
ein Eigenwert des Operators und 4, .. .. die zugehörige Eigenfunktion. Es bleibt zu 
zeigen, daß A,.., der kleinste auf A, folgende Eigenwert ist. Es sei A’ ein Eigenwert 
des Operators A, der größer als A, ist und w die zugehörige Eigenfunktion. Nach 
Satz 2, $30 erfüllt «’ die Bedingungen (9). Ferner ist nach Formel (1), $ 30 


(Au, wu) _ 


er (w,w) 


> Anzı 
da A,+, das Minimum des Funktionals (4) bei den Bedingungen (9) ist. 

Wie im Falle des kleinsten Eigenwertes kann die Bestimmung von },.ı in 
folgendes Variationsproblem überführt werden: Es ist das Minimum des Funktio- 
nals (7) bei den Nebenbedingungen (8) und (9) zu bestimmen. 

Die vorstehenden Sätze tragen konditionalen Charakter: Sie geben ein Ver- 
fahren zur Berechnung der Eigenwerte, wenn deren Existenz mit anderen Mitteln 
festgestellt ist. Unten wird ein Satz formuliert, in dem Bedingungen aufgestellt 
werden für die Existenz von Eigenwerten bei positiv- definiten Operatoren. 

Einleitend führen wir einen. wichtigen Begriff ein. 


Eine Menge von Funktionen wollen wir als kompakt im Sinne der Konvergenz 


von gegebenem T'yp bezeichnen, wenn aus einer beliebigen unendlichen Teilmenge 
eine Folge herausgegriffen werden kann, welche gegen einen bestimmten Grenz- 
wert konvergiert im Sinne der Konvergenz des besagten T'ypus. So ist es möglich, 
Funktionenmengen zu unterscheiden, die kompakt im Sinne der Omar RZ 
bezüglich der Energie, der gleichmäßigen Konvergenz usw. sind. 


Der Begriff der Kompaktheit wird verwendet bei der Formulierung des Fr 


genden Satzes: 


Satz 3. Es existiere ein positiv-definiter Operator von der Art, daß jede M' enge von 
Funktionen, deren Normen bezüglich der Energie sämtlich beschränkt sind, kompakt 
im Sinne der Konvergenz im Mittel ist. Dann gilt: 2 Der Operator hat eine unendliche 
Menge von Eigenwerten 


a N Pe lim }, = + 00; 


b) die zugehörigen Eigenfunktionen bilden ein System, das sowohl bezüglich der 
Energie als auch im Sinne der Konvergenz im Mittel vollständig ist. 


12* f 
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Beweis. 1. Wir setzen 
(Au, u) lu12 


(13) 


und. bezeichnen mit A, die genaue untere Grenze des Funktionals (u). Offen- 
sichtlich gilt A, > y?, wo y? die Konstante der Ungleichung (7) des $6 ist. Wir 
zeigen, daß eine Funktion u, existiert, die der Beziehung $ (w,) = A, genügt: 

Nach Definition der genauen unteren Grenze kann man zu jeder beliebig vor- 
gegebenen positiven Zahl n eine solche Funktion v, € D, finden, daß 


1 
A <syeWm)<sht 


gilt. Offensichtlich ist 
lim p(v,) = A. 


Nn—Xo 


Das Funktional p(u) ändert sich bei Multiplikation mit einer Konstanten nicht. 
Durch Multiplikation der Funktion v„, mit ||v„|" kann man erreichen, daß 
[© | = 1 wird. Dann aber gilt p(v,) = Iv„!? und 


10,12 4,. gi (14) 


Jetzt sei.n7 eine willkürliche Funktion aus dem Definitionsbereich D 4 des 
ÖOperators A und $ eine willkürliche reelle Zahl. Offensichtlich ist 
lv, + ty? 
— > 4. 
Ion + tm? ON 
Wir ersetzen jetzt das Quadrat der Normen durch das Skalarprodukt (bzw. durch 
das Produkt bezüglich der Energie) und nutzen aus, daß ||v, | = 1 ist. Dann läßt 
sich die letzte Ungleichung leicht in die Form 
2 {nl — 2, In19} + 28 {om m] < Alm ad} + tn > 0 


bringen. Wenn der dreigliedrige quadratische Ausdruck das Zeichen nicht wechselt, 
‚dann ist seine Diskriminante nicht positiv. Deshalb hat man 


on 7] = Alm m) < Ya a Ya <ilyYio®— a. (15) 


- Es sei |n| < © = const, aber im übrigen 7 willkürlich. Aus (14) und (15) folgt 
dann, daß 


Tl — Alan N) 0 (16) 
gilt. Da 1,122, gilt, ist Io,| < C, wo C eine Korkiirte ist. Wenn wir 
| | N = dn. — Um 
setzen, ist deshalb Iyl < Iv,1 + Iv„| < 2C und infolge der Ungleichung (16) 


In; Un — Um] = A, (On; Un 028) 255 0- 


$ 31. Energetische Sätze bei Eigenwertproblemen 181. 


Wenn wir m und n vertauschen und addieren, erhalten wir 


No — vl? — Ar Min — ml —— 0. an) 


N,M—0o 


Die Ungleichung Iv„! < C bedeutet, daß die Folge v,, = 1,2, .... beschränkt 
durch die Norm bezüglich der Energie ist. Nach den Bedingungen des Satzes 
ist diese Folge kompakt im Sinne der Konvergenz im Mittel. Wir sondern aus ihr 
eine Folge aus, die im Mittel konvergent ist; um keine neuen Symbole einzuführen, 
bezeichnen wir diese Folge wie vorher mit v,. Essei 95% u,. Dann gilt |v, — !n| 
m20. Aus (17) folgt, daß lv, — 9,1, 0. Das bedeutet aber, daß die Folge v, 


R,mM—> X 
auch bezüglich der Energie gegen einen bestimmten Grenzwert konvergiert. 
Offensichtlich. ist dieser Grenzwert ebenfalls gleich u,, so daß lv, — 1,1 —0 gilt. 
Ebenfalls offensichtlich ist, daß |, || = Im |v„| =1 und Iw,| = lim Iu,| = A, 
ist, so daß o(u,) = A, ist. 

Wir zeigen jetzt, daß Au, = Au, ist. Wenn wir in (16) durch 2 — oo zur Grenze 
übergehen, erhalten wir 


nl Aa m)=0, med (18) 
Wir bestimmen die Funktion «, die das Funktional 
u, u] — 2 (u, Au) (19) 


zum Minimum macht; wie wir wissen, stellt eine solche Funktion eine Lösung 
(möglicherweise eine verallgemeinerte) der Gleichung Au = A,u, dar. Aus der 
Gleichung (18) folgt, wenn man in ihr den Buchstaben n durch u ersetzt, daß das 
letzte Funktional gleich 
[%, u] — 2a, u] = lu — ul? — Iu,1? 


ist. Daraus ist ersichtlich, daß die Funktion v, das Minimum des Funktionals (19) 


liefert. Wie soeben bemerkt wurde, genügt diese Funktion dann aber der Gleichung‘ 


Au, = A,u,: Damit ist gezeigt, daß A, und u, ein Eigenwert und:eine Eigenfunktion 
des Operatöors A sind. Aus Satz 1 folgt, daß A, dessen kleinster Eigenwert ist. 

2. Wir bezeichnen jetzt mit }, die genaue untere Grenze des Funktionals »(%) 
bei der Nebenbedingung (u; u) =0. Diese Bedingung verengt die Klasse der 
Funktionen, in welcher das Minimum zu suchen ist. Deshalb ist A, > A,: Wenn wir 
die vorangegangenen Überlegungen mit einigen Änderungen anstellen, finden wir, 
daß A, der zweite Eigenwert des Operators A ist, und diesem Eigenwert entspricht 
eine Aomare Eigenfunktion x,, die orthogonal zu «, ist. Setzt man diesen Prozeß 
fort, so gewinnt man die wachsende Folge von Eigenwerten 4, <A, <... <<... 


die offensichtlich positiv sind, und eine ihr nn Folge 


von Eigenfunktionen W(P), u(P), ..., Ww(P),... 
3. Wir zeigen, daß A, — 0 gilt. Wir nehmen das Gegenteil an, es sei ,<C 
"— const. Nach Formel (5) des $ 30 ist Iu,| = A, < 0, d.h. die zugehörige Eigen- 
funktion ist bezüglich der Energie beschränkt. Nach den Bedingungen des Satzes 
ist die Folge der Eigenfunktionen dann kompakt, und man kann aus ihr eine Folge 
Un k=1,2,... aussondern, die im Mittel konvergiert. Und. dann gilt 


him |, — Um? =0., 
kl oo ; 
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_ Das ist jedoch unmöglich, da die Eigenfunktionen orthonormiert sind und deshalb 
|dny — Um? = (Umy — Unız Un — Um) = Um |? — 2 (Umy )+ lu —2. 


gilt. 
4. Das System der Funktionen u, ist vollständig bezüglich de Energie. Um 
uns davon zu überzeugen, bemerken wir, daß. i, als genaue untere Grenze- von 
p(u) auf der den Bedingungen . 


[&, %] =, fa, ul =d, ..., [%, % 1] = 0 


genügenden Funktionenmenge bestimmt werden kann, sofern die Eigenfunktionen 
bezüglich der Energie orthogonal sind (Satz 3, $ 30). Wenn unser System bezüglich 
der Energie unvollständig wäre, dann könnte man von Null verschiedene Funk- 
tionen finden, die orthogonal bezüglich der Energie zu allen u, wären. Bezeichnet 


man die genaue untere Grenze von o(u) auf den genannten Funktionen mit Au. 


dann fände man, daß 4 ein Eigenwert; des Operators A wäre, der größer als alle A, 
ist, und das ist unmöglich, da A, — 00 geht. - 


5. Den Beweis dafür, daß das System der Eigenfunktionen Un vollständig im’ 
Sinne der Konvergenz im Mittel ist, führen wir unter der Annahme durch, daß 
eine beliebige Funktion mit endlicher Norm im Mittel mit einem beliebigen Grad 
von Genauigkeit approximiert werden kann durch Funktionen mit endlicher 
Energie. !) Wir machen diese Annahme, geben eine Funktion f(P) mit a 


Norm vor und wählen eine Funktiong (P) mit endlicher Energie, sodaß | — gl< 5 


ist, wo e eine willkürlich gegebene positive Zahl ist. Die Funktion g(P) approxi- 
mieren wir durch eine Summe der Gestalt «u, (P) + asus (P) + "+ %W(P), 


sodaß lg — (au + Gau 4. + W)1< z ist, wo y die Konstante der Un- 
gleichung (7) des $ 6 ist. Jetzt wird s 


Y- au ra tr tn <If—gl+ lg en | 


1 N 5 
< 1-14 |o- Sam <e 


was zu beweisen war. 


Anmerkung 1. Wenn der Operator die Figenschaften a) und b) des Satzes 3 
besitzt, so sagt man, dieser Operator besitze ein diskretes Spektrum. 


Anmerkung 2. Man kann zeigen, daß für positiv-definite Operatoren. die 
Bedingungen des Satzes 3 nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig dafür 
sind, daß dieser‘Operator ein diskretes Spektrum besitzt. 


1) Für positiv-definite Operatoren kann diese Annahme bewiesen werden. Siehe das Buch des 
Verfassers [11]. 
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832. Das Rrrzsche Verfahren bei Eigenwertproblemen 
A sei ein nach unten beschränkter Operator: | 
(Au, u) > klul?. 
Die Auffindung der Eigenwerte des Operators A läßt sich leicht auf die Bestim- 
mung der Eigenwerte eines positiv-definiten Operators zurückführen. c sei nämlich 
eine beliebige Zahl, die größer als |k} ist. Die Gleichung 
Au—-u—0, 
welche Eigenwerte des Operators A definiert, schreiben wir in der Form 
ÄAu-su=0 ; 
wo Au = Au + cu, i=4 + c ist. Der Operator Aist positiv-definit, da 
(Au, u) = (Au, u) + (u, u) > (c + k) Jul 
und c -- k > O ist. Wenn A ein Eigenwert des Operators A ist, dann itA=4— c 
ein Eigenwert des Operators A und umgekehrt. Deshalb wollen wir im folgenden 
annehmen, daß.A ein positiv-definiter Operator ist. Wir setzen!) 


(Au, u) 
(u, %) 


Nach Satz 1, $ 31 ist d der kleinste Higenwert des Operators A, wenn eine solche 
Funktion ug "existiert, daß 


d = inf 


. 4) 


= (Au, %o) 
(Up; Un) 
“ gilt. Wenn wir annehmen, daß. eine solche Funktion existiert, dann führt die 
Bestimmung des kleinsten Eigenwertes des Operators A auf die Bestimmung der 
genauen unteren Grenze des Funktionals (1) oder, was dasselbe ist, auf die 
Bestimmung der genauen unteren Grenze des Funktionals 


(Au, u) (2) 
bei der Nebenbedingung : 
w,u=-1. (3) 


Wir zeigen, daß sich dieses Problem mit Hilfe des RıTzschen Verfahrens lösen läßt. 
Wir nehmen eine Folge von Koordinatenfunktionen &(P), n=1,2,..., die 
folgenden drei Forderungen unterworfen seien: 1. Die Funktionen 9,(P) liegen i im 
Definitionsbereich des Operators A; 2. das System dieser Funktionen ist voll- 
ständig bezüglich der Energie; 3. bei beliebigem n sind die Funktionen 9, (P), 


t) Das Symbol inf bezeichnet die genaue untere Grenze. 


\ 
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%,(P); ..., %n(P) linear unabhängig: Wir setzen 
N 
= 494 (P 


wo a, konstante Koeffizienten sind. Wir wählen diese Koeffizienten so, daß 4m der 
Beziehung (3) genügt und daß die Größe (Au,, u,) minimal wird. Das ganze läuft 
darauf hinaus, das Minimum der Funktion von n Veränderlichen 


(Aun, Un) =S = Pr: Im) 472770 (4) 


k,m=i 


zu finden, die durch die Bedingungen 


N 
(Un; u) DER ER Pi, Pm) Am = 1 (5) 
k,m = : 
verknüpft sind. Zur Lösung dieses Problems benutzen wir die Methode der un- 
bestimmten Multiplikatoren von LAGRAnGe.!) Wir bilden die Funktion ® = 
(Au, Un) — A(u,, U,), wo A ein zunächst unbestimmter Zahlenfaktor ist und setzen 
ihre partiellen Ableitungen nach den Koeffizienten «a,, gleich Null. Das führt auf 
das GRREEE, 


Zarlı As Om) — Ar Pm)} = 0, m = 1, 2, Me . (6) 


Das System (6) ist linear und homogen bezüglich der Unbekannten o;,, die nicht 
gleichzeitig verschwinden können, andernfalls wäre die Gleichung (5) verletzt. 
Daraus folgt, daß die Determinante des Systems (6) verschwinden. muß; das liefert . 
uns eine Gleichung für 2: 


(Ayı, 91) — Al91 Pi)» (APa 91) — AlPa Pı)s ---, (Am Pı) — Alan Pi) 


(Apı, 92) — Alpı, Pe), (Ape, Pa) — Alpe Po), -- ee ar) -0.M 


A(91, Pn) — 7 (9, Pn)> (A P3; Pr) az A(Qs, Only +++; (A On: Pu) — Alm Pn) u 
Wenn die Folge {p,} orthonormiert ist, dann vereinfacht sich die Gleichung (7 ) 


und nimmt die Form 


(Ayı, 91) — A, (Ayy, 91), .., (Agm 91) 
(App),  (Apn Po) — A... (An Po) ns 8 
(A %1: In): (As: Pn); ... (A Pn> On) — A I © 


an. Wie schon bemerkt wurde, sind die Funktionen g,, 9 -.., 1 für beliebiges r 
linear unabhängig; dann ist die Gleichung (7) genau vom n-ten Grade, da der 
Koeffizient bei (— 1)” A? die GrAmsche Determinante der Funktionen 9,, 93, -- 


“, 


1) Man vgl. etwa Smirnow [1], Punkt 167. 
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%n Ist. Daraus folgt, daß die Gleichung (7) gerade » Wurzeln hat. }, sei irgendeine 
dieser Wurzeln. Setzen wir.diese-in das System (6) ein, so bringen wir dessen 
Determinante zum Verschwinden, und dieses System hat dann eine Ole 
Lösung. Es sei a0, k=1,2,...,n eine solche Lösung. Dann ist ua, wö u ein 
beliebiger Zahlenfaktor ist, ebenfalls eine Lösung des Systems (6). Setzt man uaj” 
in (5) ein, so erhält man den Wert «. Wir ersetzen jetzt die Bezeichnung ua; 
durch af” und wollen im folgenden unter af” diejenige Lösung von (6) ver- 
stehen, welche der Gleichung (5) genügt. Wenn wir in ()A=4A, unda, = aß 
setzen, erhalten wir eine Identität, welche wir in der Form 


N 
‚u (AP Im) = daß (Pk: Im); m=1,2,..,n (9) 


schreiben. Wir multiplizieren sie mit am 


halten dann 


und summieren über alle m. Wir er- 


(0) (0) 


N 
(A Pk: Pm)®r an a 0 9% Om) Ak an 
km=1 


IM 


k, 
Wegen Gleichung (5) ist die rechte Seite der letzten Ungleichung gleich A,; ihre 
linke Seite ist gleich (Aus, us), wo 
-3 Ge Pk 


ist. So erhält man i 
| = (Aw, un). (10) 


Formel (10) besagt, daß die Gleichung (7) nur.reelle Wurzeln hat, wenn der Operator A 2 


symmetrisch ist. Ferner macht eine der Funktionen us) die Größe (4) zum Minimum. 
Die Formel (10) besagt jetzt, daß dieses Minimum gleich der kleinsten Wurzel der 
Gleichung (7) ist. 

Mit wachsendem n wächst das genannte Minimum, das wir mit 4% bezeichnen 
werden, nicht; gleichzeitig ist es nicht kleiner als d. Daraus folgt, daß für n — 00 
die Größe Al) einem Grenzwert zustrebt, welcher größer oder gleich d ist. Wir 
zeigen, daß dieser Grenzwert gleich d ist; dadurch wird die Anwendung des Rırz- 


schen Verfahrens bei Eigenwertproblemen wenigstens in dem Falle gerechtfertigt, 


wo es sich um die Bestimmung des kleinsten Eigenwertes handelt. Wir führen 
das energetische Produkt und die Norm bezüglich der Energie ein, indem wir wie 
gewöhnlich 

[%; = (Au,v); lu? = (Au, u) 


setzen. Nach. der Definition der genauen unteren Grenze existiert für beliebiges 
€ > 0 eine Funktion w' e D,.. derart, daß (w, w) =1 und 


d<(Au,u)zdte 


gilt oder, was dasselbe ist, 


Ya<lwl<yate. 


: 186 V. Eigenwertprobleme 


Da die Folge 9,(P),n =1,2,... vollständig bezüglich der Energie ist, kann man 
eine Funktion w’y der Gestalt 


N 
ur =D 5,9 du > const 
Pe 


finden, so daß lv’ — url < Ve ist. 
Daraus folgt 


uyl<lult+ye<ydte+ Ye 


oder 

(Aus, u) = (Ya+z+ Ye). 
Aus (1) folgt, daß |uy — w |< 7a luy -— WI< = ist. Damit ergibt sich 
(u > 1%] = Yz=-: -V5 und demzufolge 


(Aup, u) lwyle _ (Yale + Yele 


d< -=d-+n, 


Su) Tan“ ( ja) 
u A 


wo n mit e gegen Null geht. Ferner ist AY das Minimum des Ausdrucks 


Auy, u N 
( N E =D 09; 


[7 
(un, un) ’ k=1 


deshalb gilt insbesondere 
(Auy, un) 
(un, un) 


d<N< <d-+n. 


Wenn n> N ist, dann ist 0 <A und dnnach d<AP <d-+n. Die letzte 
Ungleichung besagt, daß . 


im 0 — d (11) 


N->X 


gilt, was zu en war. 

Wir befassen uns jetzt mit der Bestimmung der folgenden Eigenwerte. Um einen 
Näherungswert für den zweiten Eigenwert zu bekommen, suchen wir- das Minimum 
des SEalpradunne: (4) bei den Nebenbedingungen ei 

(Un, U) = 1 ge (8) 
und 


Wet. 2) 
k,m=1 


N 
wo un = Sal p, ein Näherungswert für die erste normierte Eigenfunktion 
k=1 | 
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‚des Operators A ist. Nach dem Verfahren von LAGRANGE bilden wir. den Ausdruck 


Au, Un) — Alun, Un) — Zu (Um, un 
und setzen seine partiellen Kireiuegen nach @;, gleich Null. Das liefert uns das 
System 


{0 Aa 9m) — Ara al nl = (8) 


Beide Seiten der Gleichung (13) multiplizieren wir mit ai» 


und summieren über m. 
Wir erhalten en 


Rn 
: Zah ER Im) — AP, Pm)] — BZ air dm Am (Pr Pr) = 0. (14) 
m=1 Mm 
Die zweite Summe ist, wie man unschwer erkennt, gleich (9; u) — 1. In. der 


ersten .Summe ersetzen wir den Index m durch %k und umgekehrt und summieren 
dann zuerst über k, dann über m. Damit geht die erste Summe in die Form 


0m 3 a? KAPmı Pu) — My a] (15) 


über. 
Die innere Summe ist gleich 


m 
PL 075 Aym) — (Or Pm)] 
oder, da der Operator A symmetrisch ist, gleich 
n 


>, KA Pr, Im) — 98 Pm)]- 


k=1 


Wen Gleichung (6), welcher die Zahlen af für A = A genügen, ist der letzte 
un gleich 


18 2) > a ( (Pr 9) »(2 > GR Pk = 


= (1 — 2) (UP, Gm) = AP — A (am U), 
Der Ausdruck (15) nimmt die Form 


n 
(Am — A) Am (Pms um) = (An — A) (Um, Un 
mi 


an, was gleich Null ist wegen (12). Jetzt folgt aus (14), daß u = 0 ist, und das 
System (13) fällt mit dem System (6) zusammen. Daraus schließen wir wie schon 
oben, daß das gesuchte Minimum gleich A ist, was eine Wurzel der Gleichung (7) 
darstellt. Es ist nicht schwer zu sehen, daß man diesmal die der Größe nach zweite 
Wurzel der genannten Gleichung nehmen muß. 
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Analog kann man Näherungswerte für die folgenden Eigenwerte bilden; alle 
diese sind Wurzeln der Gleichung (7). 

Die Frage.der Konvergenz der Näherungswerte der folgenden unua gegen 
ihre exakten Werte wird unten in $ 78 untersucht. 


$33. Eine andere Form des Rırzschen Verfahrens; 
der Fall natürlieher Randbedingungen 


“Wir gehen aus von einem positiv-definiten Operator mit diskretem Spektrum. 
Dessen kleinster Eigenwert A, ist in Übereinstimmung mit Satz 1, $31 gleich. 


(Au, u), 
(u, u) ’ 


die genaue untere Grenze bezieht sich auf die Menge aller Funktionen, die im 
Definitionsbereich des Operators A liegen, so daß man die vorige Formel genauer 
so schreiben kann: 


Jh = (0) 


(Au, u) 


), = inf 1 
x j eh (u, u)’ ) 
und das kann man auch noch in folgender Form schreiben: 
ul? 
A =inf —. 2 
"nen, IulR = 


Der Quotient in Formel (1) hat nur Sinn für Funktionen aus dem Definitions- 

bereich des Operators A, während der Quotient in Formel (2) auch auf der größeren 

Klasse der Funktionen mit endlicher Energie definiert werden kann. Wir zeigen, 

"daß sich in diesem Falle die genaue untere Grenze: des erwähnten Quotienten nicht 
ändert, so daß 

lul2 

)ı = imf — 3 

"ven, IulP 2 

gilt, wenn man die Menge der Funktionen mit endlicher Energie mit A, bezeichnet. 

. Bei Erweiterung der Funktionenklasse kann die genaue untere Grenze mög- 
licherweise kleiner werden, deshalb gilt jedenfalls 


= lu® 
ven, UT" 
Wir setzen zur Abkürzung 
ul? 
6 = inf ‚u 
ucHa 1%] 


und nehmen an, daß 6 < A, ist. Nach Definition der genauen unteren Grenze kann 
man zu jeder beliebigen Zahl e > 0 eine Funktion u(P)e H, derart finden, daß 
a1? 


ö ö 
< up Bet 


$ 33. Eine andere Form des Rrrzschen Verfahrens 189 


gilt. Der Quotient l#l?/j@|? ändert sich nicht, wenn man @ mit einer beliebigen 


Konstanten multipliziert, deshalb kann’ man || = 1 annehmen und dann ist - 


ö<k<öte 


Andererseits existiert nach Definition der Funktion mit endlicher Energie eine 
solche Funktion w’€ D,, daß Iw —#l <e und demzufolge |w — #| < BE 
Y 


ist, wo y die Konstante der Ungleichung (7) des $ 6 ist. 
Wir schätzen den Quotienten 


. Iw 
I? 


ab. Nach der Dreiecksungleichung haben wir 


18 2 5112 —— — 12 i 
en a 1 Ze 


we = al — Iw —@l — Yely 


wo n mit e gegen Null strebt. ‚Wir wählen e so klein, daß ö+n <A, wird und 
erbalten einen Widerspruch zur Formel (2). Dann ist jedoch die. Ungleichung 
ö < A, unmöglich, und die Gleichung (3) ist bewiesen. Es ist offensichtlich, daß die 
exakte untere Grenze in (3) angenommen wird, wenn u = u, ist, wo u, die dem 
Eigenwert A, entsprechende Eigenfunktion des Operators A ist. 

Das en Verfahren läßt sich auch auf die Bestimmung des Minimums des 


ee H, anwenden. Dazu wählen wir eine Folge von Koordi- 


r 
natenfunktionen 9,(P), n=1,2,..., die den Bedingungen 2 und 3 des $32 
unterworfen sind; die Bedingung 1 des $32 ersetzen wir durch 1a), die Zunkbiohien 
%n(P) haben endliche Energie. Wie schon in $ 32 setzen wir 


N 
u,(P) = 2 MP (P), 
wobei wir fordern, daß 
ei r 
| Un r = 5 I; (Pr Om) —1 

k,m-i1 
und 

N . 

lu,12 =2 2m [9% Pl = mm 


erfüllt sei. 
Wenn wir die Überlegungen aus $ 32 wiederholen, ER wir zu der Gleichung 


[91 Pıl — (91 Pı)) Ip Pıl — AP 91) ---» [9m Pıl — Alpm 91) 
| 191; pe] Fe 4(91, 92): [9s, P2] = 2(@s; 92), ... » [9m 021 Fr A(On 92) er 0. (4) 


Ipı Pn] — AlP1> Bm)» [Pa, 9m] — AP Pn)> ++» [Ps In) — At (On Pr) | 
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Wir bemerken, daß die Gleichung (4) mit der Gleichung (7) des $ 32 zusammenfällt, 
wenn wir Koordinatenfunktionen aus dem Definitionsbereich D, des Operators A 
wählen. 

Wie im vorangegangenen Paragraphen kann man zeigen, daß die Wurzeln der 
Gleichung (4)-Näherungswerte für die Eigenwerte des Operators liefern. und.daß 
für n — oo die kleinste Wurzel der Gleichung (4) gegen den Kleinsten, Eigenwert 


des Operators strebt. 


Die Form (4) der Gleichung für die Näherungswerte der Eigenwerte nimmt eine 
spezielle Gestalt in dem Falle an, wo die zum Definitionsbereich D,, des Operators 
gehörenden Fnnktionen neben anderen auch den. natürlichen Randbedingungen 
genügen. Wie uns bereits bekannt ist ($ 17), genügen die Funktionen mit endlicher 
Energie diesen Bedingungen nicht notwendig. Daraus ergibt sich folgendes 
praktisch. wichtige Resultat: Wenn man die Gleichung für die näherungsweise Be- 
stimmung der Eigenwerte in der Form (4) schreibt, aber nicht in der Form (7), 
$32, dann. braucht man nicht unbedingt dafür zu sorgen, daß die Koordinaten- 
funktionen den natürlichen Randbedingungen genügen. 


8 


$ 34. Gleichungen der Form Au — ABu = 0 


Wir betrachten die Gleichung 4 f 
Au—ıiBu=0, (1) 


wir wollen voraussetzen, daß die Operatoren A und B beide positiv-definit sind 
und daß .D, eine Teilmenge von D;z bildet. Für jede Funktion, die zu D, gehört, 
kann man, dann die Energie zweifach definieren, entweder indem man sie auf 
den Operator A bezieht, oder indem man sie’auf den Operator B bezieht. Wir 
wollen diese beiden Formen der Energie unterscheiden, indem wir von der ‚Energie 


. der Operators A‘ oder der „Energie des Operators B“‘ sprechen. 


Im vorliegenden Paragraphen formulieren. wir eine Reihe von Sätzen, die sich 
auf die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Gleichung (1) beziehen. Die Beweise 
erbringen wir nicht, da sie nahezu wörtlich mit den Beweisen für die Gleichung 
Au — Ju = 0 übereinstimmen. 


Satz 1: Die Eigenwerte der Gleichung (1) sind reell. 
Wir bemerken folgendes: Wenn }, und «, ein Eigenwert und eine Eigenfunktion 
der Gleichung (1) sind, dann gilt 


Keen. -(2 
IT Bu) Tl n 
Daraus folgt unter anderem, daß die Eigenwerte der Gleichung (1) nicht nur reell 
sind, sondern auch positiv. 


Satz 2. Eigenfunktionen der Gleichung (1), die zu verschiedenen Eigenwerten 
gehören, sind orthogonal bezüglich der Energie des Operators B. 

Wenn also A, und A, verschiedene Eigenwerte der Gleichung (1) sind und &, und 
%, die ihnen entsprechenden Eigenfunktionen, dann gilt - 


(Buy, u) = [un Ypln = 0. (3) 
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Ebenso wie in $ 30 folgt daraus, daß man die Gesamtheit aller Eigenfunktionen der 
Gleichung (1) als orthonormiert bezüglich der Energie des Operators B ansehen kann. 
Dann gilt der 


Satz 3. Das System der Eigenfunktionen der Gleichung (1) ist orthogonal be- 
züglich der Energie des Operators A. 


Satz 4. Die Operatoren A und B mögen folgende Eigenschaft haben: Jede Menge 
von Funktionen, für die die energetische Norm bezüglich des Operators A gemeinsam 
beschränkt ist, sei kompakt im Sinne der RIIAINEN Norm des Operators B. 
Dann gilt: 


a) Die Gleichung (1 ) hat eine unendliche Menge von Minen 


O<H<SH< <<, 


wobei A, — © für n — 00 gilt; 
b) die zugehörigen Bigenfunktionen bilden ein System, das vollständig bezüglich 
der Einergie sowohl des Operators A als auch des Operators B ist. 
Satz 5. Es sei d die untere Grenze des Funktionals 
(Au, u) 
I 4 
(Bu, m) = 


Es existiere eine Funktion u, derart, daß 


(Aug, %o) _ 


(Buy, Un) 


gilt, dann vst d der kleinste Eigenwert der Gleichung (1), während % die entsprechende 
Eigenfunktion dieser Gleichung ish. 


Satz 6. Es seien A,, Ay ..., A, die n ersten (der Größe nach) Hienwähe der @lei- 
chung (I) und u, (P), us (P), 5 Un(P) die ihnen entsprechenden Eigenfunktionen. 
Es existiere eine Funktion Un (P )» die das Funktional (4) bei den Nebenbedingungen 


(Bu, 1) = (Bu, m) = = (Bu, un) = 0 (5) 


zum Minimum macht. Dann ist u,.+ 1 eine Bigenfunktion der Gleichung (1), die zum 
Eigenwert 
(Aum +1, Um+ı) 
A = 6 
n+1 (Bun 1, Um 2) ( ) 


gehört. Dieser Eigenwert ist der nächste auf A, folgende. . 


Satz 5 führt die Bestimmung des kleinsten Eigenwertes der Gleichung (1) auf 
folgendes Variationsproblem zurück: 
Zu bestimmien ist das Minimum des Funktionals (Au, u) bei der Nebenbedingung 


.(Bu,u)=1. (7) 
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Ebenso führt die Bestimmung. des (r + 1).ten Eigenwertes auf folgende Auf- 
gabe: 

Zu bestimmen ist das Minimum des Funktionals (Au, u) bei den Nebenbedin- 
gungen (7) und (5). 

Wir wollen nicht ausführlich bei der Anwendung des Rırzschen Verfahrens auf 
die Gleichung (1) verweilen. Wir erwähnen. nur, daß die Koordinatenfunktionen 
drei Forderungen zu unterwerfen sind, von denen die Bedingungen 1 und 3 die- 
selben sind wie in $32, während die Bedingung 2 so lautet: Das System der 
Koordinatenfunktionen sei vollständig bezüglich der Energie des Operators A. 
Die Gleichung (6) und (7) des $ 32 sind dann durch die Gleichungen 


R a 
> 0 [A Up, Um) — AlBuür, un)] = 0, m=1,2,....,n; (8) 
k=1 
(Au, u) — -A(Bu,, U), (A Un, u) —AlBü, un), > (Au u) — A(Buü,- u) 


(Au), u) — .)(Bu,, Us), (Ay, U) — AlBuüs, Ur); --., (Ay Us) — A( Bun, Us) 


(Au, u) — A(Bur; Un); (AU, Un) — AlBüs Un) --., (Alm, Un) — AB Un, Un) 


—=( 


(9) 


zu ersetzen. Die Bedingung 1 kann man abschwächen, indem man lediglich 
fordert, daß die Koordinatenfunktionen endliche Energie bezüglich des Operators 
4A besitzen. Man kann zeigen, daß sie dann auch endliche Energie bezüglich des 
Operators B besitzen. Folglich hat man an ‚Stelle der Gisschuugen (8) und (9) 
jetzt zu schreiben 


PK {[u%, Unla — Alan, Um |B} ze 9, m = 1, 2, N (8) 
[%,, u, ]4 — Aluı, ul»; [%,, Unla — Alu, ul +. [Um urla — All, uule 
[%;. Upla = Alur, ug] [%», Uglı a Alts, Ug]»» ..., (un, Ug]la Pa Altn, Us]a —(, (9) 
[%,, Un]a — Al, Unlz» [%o, Unla — Alta, Un|B; ..., [y, Umla — AlUn, Un]a 


Die Bemerkung über die interiähen Randbedingungen ($ 33) behält ihre SIE 
keit. 


$ 35. Eigenwerte gewöhnlicher Differentialgleichungen 


Im vorliegenden Paragraphen wird die Frage. der Eigenwerte einer gewöhn- 
lichen Differentialgleichung untersucht. Wir betrachten den Fall der Gleichung 
zweiter Ordnung ausführlich, wir untersuchen sie bei verschiedenen Typen von 
Randbedingungen. Für Gleichungen höherer als zweiter Ordnung beschränken 
wir uns auf die einfachsten Typen der Randbedingungen (siehe unten, Formel (28)); 

. Randbedingungen anderer Typen werden im folgenden Paragraphen betrachtet 
für den Spezialfall des Stabilitätsproblems eines Stabes unter Längsdruck. 
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1. Wir betrachten den Differentialoperator zweiter Ordnung 


tree () 


wo die Funktion u (x) auf dem Segment a < x << b gegeben ist. 
Wir nehmen an, daß die Koeffizienten p(x) und r(x) den Bedingungen des $ 20 
unterworfen seien, insbesondere sei ’ 


Pe) >0,r@)> 0, 1 [d5<o ® 


und u(x) genüge (siehe $ 20) solchen Randbeimpungen, daß die positive Definit- e 
heit des Operators (1) gesichert ist. Wir stellen das Problem der HRBSNWeRIE und 
Eigenfunktionen des Operators A. 

2. Wir untersuchen zuerst den einfachsten Fall, wenn an einem Ende des Seg- 
. mentsa <x<- b, sagen wir am linken Einde, die Randbedingung 


u(la) =0 (3) 
erfüllt ist, während am rechten Ende die allgemeine Randbedingung 
yu(b) + du) = 0 (4) 


gilt, wobei y > 0, 6 > 0 und mindestens eine der Größen y und. ö von, Null ver- 
schieden ist. 

Zur Lösung unseres Problems ist es zunächst von Nutzen, eine Abschätzung 
für die durch den Operator A bestimmte Bnereie. zu geben. Wir haben (siehe 
Formel 6) 8 20) 


item [ou 4rde+ 20; 


wenn y = 0 ist, muß der letzte Summand unterdrückt werden. In jedem Falle 
ist er nicht negativ. Wir lassen ihn fort, ebenso den nicht negativen Summanden 
unter dem Integralzeichen und erhalten die gesuchte Abschätzung 


b ! = 
uP > [ pia)w*() de. (). 


Der zweite Schritt ist mit der Anwendung des folgenden Satzes aus der Theorie 
der Integralgleichungen verbunden): 


Satz 1. Wenn 
b B 
= [Ki, t) v(i) dt (6) 


1) Siehe z. B. in dem Buch des Verfassers [7], Satz 2, $ 20. 


13 Variationsmethoden 
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gilt und das Doppelintegral 
bb 
IESCHLEZL (7) 
aa 


endlich ist, dann überführt der Integraloperator (6) jede Menge von Funktionen, 
deren Normen gemeinsam beschränkt sind, in eine Menge, die kompakt im Sinne der 
Konvergenz im Mittel ist. 

Wenn also M eine Menge von Funktionen ist und für jede Funktion v(x) e M 
die Ungleichung 


2 a 
vll -| few ie! <0, O= ons 
a 


gilt, dann kann man aus dieser Menge eine solche Folge %,(x) aussondern, daß 
die ihr nach Formel .(6) zugeordnete Folge 


b \ Mi 
= [ Ka, i)v,(t) dt 


im Mittel gegen einen bestimmten Grenzwert konvergiert. 
Möge eine Funktion v(x) der Bedingung (3) genügen und eine stetige Ableitung 
besitzen. Dann ist offensichtlich 


Setzt man: 
—— ', er 7 < t < x, 
= Yp@) wo), Kot) = 1 Vp) (8) 
. 0, z<t<pb, 
so kann man die letzte Gleichung in der Form 
— [Kula, doc) de (6,) 
a i 


darstellen. Diese Identität wurde unter der Voraussetzung gewonnen, daß u(x) 
eine stetige Ableitung besitzt, jedoch läßt sie sich auf beliebige Funktionen mit 
endlicher Energie ausdehnen. 

Es ist nicht schwer zu sehen, daß in unserem Falle das Integral (7) endlich ist, 
so daß Satz 1 anwendbar ist. Aus Formel (8) ist nämlich ersichtlich, daß für alle 
möglichen Werte von x und # des Segmentes [e, 5] 


0< Kulm) < — 


Yp® 


gilt, und deshalb wird 


vd bb 
dx dt 
: 2 — 
H K?(«, t) dea< || AIG u. a) <m. 
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Jetzt sei eine Menge von Funktionen u(x) gegeben, deren energetische Norm 
insgesamt beschränkt ist: Iu(x)| < © = const. Nach Formel (5) ist 


b 
[pw da< 0° 


oder, wenn man die mkön v(x) nach Formel (8) einführt, |v | < C. Nach Satz 1 


des vorliegenden Paragraphen ist die Menge der Funktionen u(x) kompakt. Daun 


aber ist die Bedingung des Satzes 3, $ 31 erfüllt; daraus folgt, daß der Operator (1) 
bei den Randbedingungen (2) und (3) ein diskreies Spektrum hat. 

Wir formulieren dieses Ergebnis ausführlicher: Es existieren eine unendliche, 
wachsende Folge von positiven Zahlen A < = <..<AM< ... und ihnen ent- 
sprechende Funktionen u, (8), uo(X), ..., Un (®), - ‚die der Differentialgleichung 


d nn 4 
En (p Far An — 0 (9) 
j 
sowie den Randbedingungen (2) und (3) genügen. Die Funktionen w,(x) sind 
orthonormiert im gewöhnlichen Sinne: 


b 
O,n=m, 


(Un; Um) = ie (x) un (x) de = | (10) 


l,n=m 


a 


und orthogonal bezüglich der Energie: 


[un Um] Tag 4 (Pun Um tr U) d& + > Un (6) Um (b) =, NM; (11) 


außerdem ist 


En (12) 


das System der Funktionen u,(x), n = 1,2, ..: ist vollständig sowohl bezüglich 
der Energie, als auch im Sinne der Konvergenz i im Mittel. 

Es kann vorkommen, daß die Funktion r(x) auch negative Werte annimmt. 
Wir nehmen an, daß diese Funktion im ganzen jedoch beschränkt bleibt: |r(x)| < 
C. Dann genügt der Operator Acu = A„-+ (Ü + 1)u den Bedingungen des vor- 
liegenden Paragraphen. Daraus folgt die Existenz einer unendlichen Folge po- 
sitiver Eigenwerte A,, 3, ... für den Operator A.. Dann hat aber der a A 
eine unendliche \ Menge von Eigenwerten 4, —O —-1,,— 0 —1,..,—- 0 — 
1,...; davon kann eine endliche Anzahl negativ oder gleich Null sein. 

; 3. en) etzt sei der Operator (1) auf den Funktionen gegeben, die den allgemeineren 
Randbedingungen 


“u (0) — Buio)=0, yulb) + dulb)— 0 (13) 


13* 
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genügen, wobeix > 0,9 > 0,8 > 0,6 > O und mindestens einer der Koeffizienten 
ß£ und ö von Null verschieden sei. Es sei etwa 8 > 0. Wir zeigen, daß auch in 
diesem Falle die Bedingung des Satzes 1, $ 32 erfüllt ist, so daß der Operator (1) 
auch bei den Randbedingungen (13) ein diskretes Spektrum hat. 

Nach Formel (5), $ 20 ist im gegebenen Falle 


b z i B 
lul® = j: (pu”? + ru)da + Fa) 4 >20) ; 


wir unterdrücken unter dem Integral den nicht negativen Summanden ru? und 


außerhalb des Integrals den ebenfalls nicht negativen Summanden 2 u2(b). Wir. 
finden dann ? 


'& 


b 
1 > | purde-+ P u? (a). ’ (14) 


Eine Menge M von Funktionen sei gegeben mit gemeinsam beschränkter 
energetischer Norm. 


lul<C = const, veM. 
Aus Ungleichung (14) folgt 


b 
[pu” dae< 0®2, (15) 
& 


“ 
lu(a)j<C Vs; . (16) 
Wir schreiben die Identität 


b 
ua) = u(a) + [w(t) di 
& 
hin, wenn man die Bezeichnungen (8) benutzt, kann man sie in die Form 
b . 
ul) = u(a) + [Kı@, tot) dt (17) 
: 


bringen. Wegen Ungleichung (15) ist |v|| < C’; man kann aus der Menge M eine 
solche Folge u, (x) aussondern, daß die Funktionen 


b 
[ Kedu@)dı, vl) = Vo) un) (18) 


a& 


im Mittel konvergieren. Ferner sind wegen Ungleichung (16) die Werte |, (a) | be- 
schränkt; nach dem Satz von BOLZANo-WEIERSTRAsS!) kann man aus der Folge 


1) Siehe G. M. FicHTEnnorz [1], S. 105. 
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u,(&), n=1,2,... eine Teilfoge u,,(x), k=1,2,... derart auswählen, daß die 
Folge u,„,(@) konvergiert. Jetzt ergibt sich aus der Identität (17), daß die Folge 
%, (2) im Mittel konvergiert. 

4. Wir betrachten jetzt den Operator (1) bei den Randbedingungen 


w(a)=uw(b)=0. (19) 


Man kann stets annehmen, daß’ r (x) > 1 ist; hinreichend dafür ist es, den Opera- 
tor Au durch Au + Cu zu ersetzen, wo. O eine hinreichend große positive Kon- 
stante ist; alle Eigenwerte des Operators A werden dann einfach um 0 vergrößert. 
Bei den Bedingungen (19) haben wir 
i 
ul? = f (pw? + ru) de. (20) 


a 


Eine Menge M von Funktionen sei mit gemeinsam beschränkter Norm bezüg- 
lich der Energie gegeben: 


ul<C,ueM. 
Dann ist, wie aus (20) folgt, 
b 
[pw de< 02 . (21) 
’ 
und, dar>L1ist, 
b 
[war< 02. (22) 
a 
Wenn wir v(x = Yp(e) w (x) setzen, kommen wir wieder auf die Identität (17); 


nach dem ee überzeugen wir uns auf Grund der Ungleichung (21) 
von der Möglichkeit der Auswahl einer solchen Folge von Funktionen u, (x), daß 
die Folge (18) im. Mittel konvergiert. Wir zeigen jetzt, daß die Werte ,(a) ge- 
meinsam beschränkt sind. Wenn. wir das Integral in (17) mit w,(x) bezeichnen, 
haben wir u„(a) = u,(x) — w, (x). Daraus folgt 


(a) <2un (2) + 2wn(®); 


wir integrieren diese Ungleichung zwischen den Grenzen « und b und finden 
‚b b 
ur(a) < Be ur (x) de + en (x) dz (23) 
De “ b—a ” " 
ad a 


Wegen Ungleichung (22) übersteigt das erste Integral in (23) C? nicht; wir zeigen, 
daß das zweite Integral in (23) ebenfalls beschränkt ist. Wegen der Ungleichung 
von BUNJAKOWSKI gilt nämlich 


(x) </m (x, 8) aaa 


@ 
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Nach Ungleichung (21) ist 


b b 
IV) di - [pt u42(t) = 02. 


und deshalb 


Ferner ist nach morae (8) 0 = Kuh) < Vo r =. 
Pau 


Ob Bo: 
dt 
K?(x,t uf — 
j u 7 
2 a 
Also ist w3 (x) < AC®% und demzufolge 


b 
[wi de < AC?(b — a). 
5 | 
Jetzt wird ' 
u2 (a) < 2er 12402 
N ee b — 4 3 


und die Größen |w, (a) | sind gemeinsam beschränkt. Wir wenden wieder den Satz 
von BOLZANO-WEIERSTRASS an und wiederholen die Überlegungen vom Ende 
des Punktes 3. Man überzeugt sich, daß es möglich ist, aus der Menge M eine im 
Mittel konvergente Folge auszuwählen. Daraus ergibt sich auf Grund des Satzes 3 
des 830, daß der Operator (1) bei den Bedingungen (19) ein diskretes Spektrum 
hat. 

.5. Die Ausfehrungen des SEN Punktes dieses Paragraphen lassen sich leicht 
auf die Gleichung 


d du 
! — 24 
1 (Pe) + rin — Aetaru = 0 4) 
übertragen, in welcher p(x) und r(x) den Bedingungen des Punktes 1 genügen, 
während o(x) den Ungleichungen 0, < o(x) < og, genügt, wo 0, 0, gewisse posi- 
tive Konstanten sind. Der Klarheit halber ea wir uns auf die einfach- 
sten Randbedingungen 


u(a) = ul) = 0, (25) 
obgleich es keine Mühe bereitet, auch andersartige Randbedingungen zu be- 


trachten. Die Gleichung (24) gehört zu dem in $ 34 untersuchten Typ; der Operator : 
Bu = e(x)u ist nämlich positiv-definit, da 


d 
(Bu, u) = [ ea) Nee) )de> 0 [us 2) d& — gu |% |? 


ist. Um zu zeigen, daß die Gleichung (24) ein diskretes Spektrum besitzt, braucht 
man sich nur zu überzeugen, daß die Bedingungen des Satzes 4, $ 34 erfüllt sind. 
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In unserem Falle ist 
b vb 
lvl? = [ (pw + ru) de; luß — few dx. (26) 
a & 
Aus der Identität (6,) folgt 


b 
Ye) u(«) = [R,l, it) v(i).dt; K,;( = Vox) x) K,(z, N 


Da die Funktion o(t) beschränkt ist, ist das Integral 


I: (,t)dedi = enkte, t) dx di 
au j 7 . 


endlich, und man kann den Satz 1 des vorliegenden Paragraphen anwenden: 
" Aus jeder Menge von Funktionen v(x) mit gemeinsam beschränkter Norm kann 
man eine solche Folge v, (x) auswählen, daß die Folge der zugeordneten Funktionen 
Un(X) Vox) im Mittel konvergiert, oder, was dasselbe ist, daß die Folge u,(z) 
_ bezüglich der Energie des Operators B konvergiert. Jetzt sei eine Menge von 
. Funktionen u (x) gegeben, für die lul, < C ist. Dann sit, wie aus (26) ersichtlich 


ist, 1), 
jo] = | Free ie) zo 


"und aus dem Gesagten ergibt sich, daß man: aus der gegebenen Menge von Funk- 
tionen u (x) eine Folge auswählen kann, die bezüglich der Energie des Operators B 
konvergiert. Damit ist gezeigt, daß die Gleichung (24) ein diskretes Spektrum hat, 
d.h., daß eine Folge von nicht identisch verschwindenden Funktionen u, (x) 
existiert nebst diesen entsprechenden, offensichtlich positiven, Eigenwerten 4,, 
die der Gleichung (24) und den Randbedingungen (25) genügen; die Funktionen 
4„(z) sind orthonormiert bezüglich der Energie des Operators B, d. h. ortho- 
normiert mit dem Gewicht (siehe $ 10, S. 57) o(«) 


Fr: O,m=n, 
un anle eeie en le)de- | Ä 
a j l,m=n, 
sie sind ferner orthogonal bezüglich der Energie des Operators A: Es gilt 


d a 0, m=#n, 
[Uns Umla =.[ (punul + run U.) de = : 


.& 


Wir haben. die Diskretheit des Spektrums des Operators (1) [und ebenfalls der 
Gleichung (24)] unter der Voraussetzung gezeigt, daß das Integral 


% 
= 
p(x) 


@ 


A m—N. 


endlich ist. 
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An sich kann man auch unter schwächeren Voraussetzungen zeigen, daß das 
Spektrum diskret ist. So genügt es vorauszusetzen, daß das Integral 


je — o)dz 
ui 


endlich bleibt, wobei es in manchen Fällen nötig ist, den Charakter der Rand- 
bedingungen im. Punkt x = a abzuändern. Ausführlich sche man hierzu den 
Artikel des Verfassers [15]. 

6. Wir gehen jetzt zur Gleichung mit beliebiger gerader Ördnuik über: 


m de de s di ey 
Au — ABu = 3, (—1)* KR: [po za un Aa Torf B (x) | =0, (27) 


k=0 


in welcher s < m ist. Wir wollen diese Gleichung bei den einfachsten Randbedin- 
gungen 


ua) =wW(l)= = u d)=ulb)=ub)==umtb)=0 (28) 


betrachten. 

Zur Vereinfachung der Untersuchung nehmen wir an, daß alle Koeffizienten 
?+(x) und o,(x) nicht negativ und beschränkt sind und daß 9,(&) > Po 0s(X) > 
0, Ist, wo 9, und o% positive Konstanten sind. Unter diesen Voraussetzungen sind 
die Operatoren A und B in der Gleichung (27) positiv-definit (siehe $ 20), wobei 


lu = [3 N pr(® IL: (29) 


0 
8 de u\2 
tal, = [ Sorte (=) dx (30) 


gilt. Wir bemerken noch, daß die Konvergenz bezüglich der Energie des Operators 
B die Konvergenz im Mittel sowohl der Funktionen selbst als auch ihrer Ablei- 
tungen bis zur s-ten Ordnung einschließlich bedeutet. 

Wir zeigen, daß bei den angeführten Bedingungen die Gleichung (27) ein dis- 
kretes Spektrum hat. Dazu genügt es, festzustellen, daß die Voraussetzungen des 
Satzes 4, $ 34 erfüllt sind. j 

a) Es sei eine Menge M von Funktionen gegeben, die bezüglich der Energie 
des Operators A beschränkt sind: lul;, < 0, w € M, oder ausführlicher 


[Sroßs 2) de< on. 


und 
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» 
dr u\? (2 & 
er 1 
IKbsr on 
7 \ x 
b) Im Punkt a verschwinden die Funktion « (x) und ihre Ableitungen der Ord- 
nung < m — 1. Daraus folgt [Smirnow [2], Punkt 15, Formel (23)] 


Dann gilt 


u(x) = = 5 Ar fe dm1 um (FH) dt. (32) 


Differenziert man k-mal, k=1,2,..., S, so erhält man 


u®) (x) a I Di N (0 — Im yon) (dt. (33) 


Die Integrale (32) und (33) fallen unter die allgemeine Form. (6), man braucht nur 
j (x _ Lm=kTı 

Kat) (m — kN!" 

0 „‚e<t<b 


a<i<e, 


zu setzen. 

Wenn man den Satz 1 auf das Integral (32) anwendet, wird klar, daß man aus 
der Menge M eine im Mittel konvergente Folge u, (x),n = 1,2, .... auswählen kann. 
Wir setzen in (33) u„(z) statt «(x) ein und setzen dann k = 1. Auf Grund des 
Satzes 1 kann man aus der Folge u„(x) eine solche Teilfolge u. (2),n = 1,2,... 


aussondern, daß nicht nur sie selbst, sondern auch ihre ersten Ableitungen im 


Mittel konvergent sind. Wir setzen in (33) %,, (x) an Stelle von v(z) undk—=2 und 

wenden wiederum Satz 1 an. Dieser Prozeß läßt sich fortsetzen, und man kommt 

zu dem Schluß, daß sich aus der gegebenen Menge M eine Folge aussondern läßt, 

die zusammen mit ihren Ableitungen bis zur s-ten Ordnung einschließlich im 

. Mittel konvergiert. Wie schon bemerkt wurde, folgt daraus die Diskretheit des 
Spektrums der Gleichung (27) bei den Randbedingungen (28). 


$ 36. Stabilität eines Stabes unter Druck 
Wir betrachten einen Stab von im. allgemeinen veränderlichem Querschnitt, 


der durch zwei Längskräfte vom Betrag P, die auf seine Enden wirken, zusammen- 
gedrückt werde. Die Differentialgleichung der gebogenen Stabachse hat die Ge- 


stalt 
de ( dey\ , „day 
a a) ge (1) 


wo Eder Youngsche Modul des Stabmaterials und J (x) das Trägheitsmoment seines 


Querschnittes mit der Abszisse x ist. Zu dieser Gleichung kommen noch Rand- - 
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bedingungen hinzu, die von der Art der Befestigung der Enden des Stabes ab- 
hängen. Wir-beschränken uns hier auf zwei Typen der Befestigung: 

1. Beide Enden des Stabes sind fest eingespannt. Unter der Annahme, daß die 
Stabachse im ungebogenen Zustand das Intervall [0,7] der x-Achse einnimmt, 
haben wir in diesem Falle 


40-470 =0, yO)=YOQ=0; od 


2. beide Enden des Stabes sind beweglich (durch Scharniere) SINSERPANAL, 
in diesem Falle ist 
„== SEM =0. 8) 


Die Untersuchung anderer Arten der Einspannung bereitet keine wesentlichen 
Schwierigkeiten. | 

Das Stabilitätsproblem für den Druckstab besteht in der Auffindung der Werte 
der „kritischen Belastungen‘, bei welchen die Gleichung (1) eine nichttriviale 
Lösung besitzt, die den Randbedingungen (2) oder (3) genügt. Besonderes Inter- 

esse besteht für die kleinste kritische Last. 

Die Gleichung (1) fällt unter den Typ (27) des $ 35; die Rolle des Parameters A 

spielt P. Dabei ist 
d 


Ay= LFAlucr 2), By = — -—. 


Durch partielle Integration ergibt sich ohne große Mühe, daß sowohl für die Rand- 
bedingungen (2) als auch für die Randbedingungen (3) 


! d2y\2 
IyB, = (Ay, y) = 5 | I) (2) de, 
ö 


i 
d \2 
Iyl; = (By, y) -/(2) de 
0 


‘ gilt. Das Stabilitätsproblem für den Druckstab führt auf das Eigenwertproblem 
(insbesondere für den kleinsten Eigenwert) für die Gleichung (1) bei den Rand- 
bedingungen (2) oder (3). Der Fall der Randbedingungen (2) wurde im. wesent- 
lichen im vorigen. Paragraphen untersucht. Wenn nicht einer der Stabquerschnitte 
in einen Punkt oder in eine Linie ausartet, so daß J (x) nirgends verschwindet, dann 
existiert eine unendliche Menge kritischer Lasten; die kleinste davon wird durch 
die Formel 


.. vl Re; 
ar =E-mn — (4) 
. IPZOrZ 
f) 


bestimmt; das Minimum ist zu bestimmen in der Klasse der den Bedingungen (2) 
genügenden Funktionen. 
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Den Fall der Einspannung der Enden durch Scharniere kann man ebenfalls 
untersuchen, indem man sich auf die Sätze 1, $ 34 und 4, $ 32 stützt; die kleinste 
kritische Last ist wie vorher durch die Formel (4) bestimmt, jedoch kann man 
diesmal das Minimum in der weiteren Klasse der Funktionen suchen, die nur den 
Bedingungen y(0) = y(l) — 0 genügen; die Bedingungen 4” (0) = y" (D)=0 sind 
die natürlichen. Die Erweiterung der Funktionenklasse vermindert im allgemei- 
nen das Minimum; daraus folgt, daß bei beweglicher Einspannung (durch Schar- 
niere) der Stabenden die kleinste kritische Last kleiner als bei fester Einspannung 
ist. 

Das Stabilitätsproblem für den durch Scharniere an den Enden eingespannten 
Stab läßt sich leicht auf ein Eigenwertproblem einer gewissen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung zurückzuführen. Wir setzen Jy’’ = u. Die Funktion u 
genügt den Randbedingungen 


v(0) = ull) = 0 (5) 
und der Differentialgleichung 
deu pP 


Die Gleichung (6) fällt unter den Typ (24) des $35, wenn man p(x) = 
r(2)=0, o(x) =, setzt. Der kleinste Eigenwert dieser Gleichung ist nach 
Satz 5, $ 34 gleich dem Minimum des Quotienten 


ı 

[war 

A 0 i 
E gi 

de 


0 


oder, was dasselbe ist, gleich dem Minimum des Funktionals 


0 


bei der Nebenbedingung 


das Minimum ist zu suchen in der Klasse der den Randbedingungen (5) gomugen- 
den Funktionen. 

Wir bemerken, daß die Gleichung (6) in die bekannte EuLersche Gleichung 
übergeht, wenn der Querschnitt des Stabes konstant ist. 
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$ 37. Eigenwerte elliptischer Operatoren 


Der Übergang von gewöhnlichen Differentialgleichungen zu partiellen Differen- 
- tialgleichungen bringt für die Bigenwertprobleme gewisse Schwierigkeiten mit 
sich ; es gelingt bei weitem nicht in allen Fällen die Untersuchung mit mehr oder 
weniger einfachen Mitteln durchzuführen. Wir beschränken die Betrachtungen 
auf nichtausgeartete elliptische Gleichungen zweiter Ordnung und auf die Glei- 

- chung der Plattenbiegung. 

1. Ebenso wie im vorigen Paragraphen ist hier der Satz 3 des $30 das Haupt- 
untersuchungsinstrument. Dessen Anwendung stützte sich seinerseits früher auf 
Satz 1 des $35. Für die Ziele des vorliegenden Paragraphen ist der letzte Satz 
jedoch nicht ausreichend; an seiner Stelle wird ein anderer Satz benutzt, zu dessen. 
Formulierung wir noch kommen. Wir betrachten ein endliches Gebiet Q im Raum 
von m Veränderlichen, P und Q seien Punkte des Gebietes 2 und r der Abstand 
zwischen diesen Punkten. Wenn die Konstante « zwischen den Grenzen <a <m 

eingeschlossen und die Funktion A(P,Q) beschränkt ist, dann wollen wir den 


Operator 
j A(P, 
Kv = I v(Q)dRg (0) 
2 
: . ehe j A(P,Q) 
als Integraloperator mit schwacher Singularität bezeichnen, seinen Kern eo 


als Kern mit schwacher Singularität. 


Es gilt der 


Satz 1. Ein Tntogralonerader mit schwacher Singularii überführt jede Menge 
von bezüglich der Norm beschränkten Funktionen in eine im Sinme der Konvergenz 
im Mittel kompakte Menge von Funktionen.!) 


2. Der Klarheit halber wollen wir annehmen, daß Q ein Gebiet i im dreidimen- 
sionalen Raum ist. P(x, y,2) und Q(&,n,£) seien Punkte des Gebietes 2. Wir 


betrachten eine Funktion v(Q), die im abgeschlossenen Gebiet 2 = Q + 8?) stetig. 


differenzierbar ist und auf $ verschwindet. Wir umgeben den Punkt P durch eine 
Kugelfläche 8, mit dem Mittelpunkt in P und hinreichend kleinem Radius e der- 
art, daß diese Kugel vollständig im Innern von 2 liegt; den verbleibenden Teil des 
Gebietes 2 bezeichnen wir mit 2,. Wir bilden das Integral 


ER = = 
1 dur our 9u r 
Bredg radudle- | \pE ET dm an T ar. ar). "0 


€ € 


und wenden darauf Formel (8), $2 an; dabei muß man beachten, daß der Rand 
des Gebietes Q, aus zwei Flächen besteht, S und S,, deshalb enthält unsere Formel 


1) Den Beweis dieses Satzes kann man z. B. in dem Buch des Verfassers [11] finden. 
2) Wie gewöhnlich wird mit $ der Rand des Gebietes 2 bezeichnet. 
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. zwei Flächenintegrale, und wir bekommen 


1 1 
- ur rs 


dE dE ' On Om ' HE 8 


* 1 
1 0 er 
—= A ! 
uf : d2gH u ER ds - % A: dS;. 
2, Ss 5, 


Bekanntlich (man kann das leicht unmittelbar verifizieren) gilt A _— 0. Außer- 


d2g 


dem besteht hier die Bedingung u |; = 0, deshalb verschwinden die ersten beiden 
Integrale rechts, und wir erhalten 


en 9 ou 2 
r 5: +5 am ter] 


In Formel (8), Ey welche wir hier benutzt haben, bedeutet » die Außennormale 
in bezug auf das Gebiet, deshalb ist die Normale zur Kugelfläche S, nach deren 
Zentrum gerichtet, und es gilt 


u 
er a ee 
vr Ir |, & 


Auf die Kugelfläche $, führen wir sphärische Koordinaten 9 undgen, O<d<z, 
0<gp»<2n. Dann wird dS, = &sinddddp undE=r-+esindcsa, n=Yy 
+ esin®sinp, &=2--ecos®#. Setzt man das in die letzte Gleichung ein, so 
geht sie in die Form 

27 Eı2 


[ap [ we + esin 0 cos 9, y+esin sing, 2-+€c0s 0) dd 
ö ö 


SR 
= du r du r du r do 
= BE dE | On On HC OE 


über. Wir führen jetzt den Grenzübergang e — 0 durch. Auf der rechten Seite der 
Gleichung läuft das einfach auf die Ersetzung des Integrationsgebietes. 2, durch 2 
hinaus, links erhält man im Ergebnis des Grenzüberganges 


27 7 2% Fr 


[dr [uw y, 2) sin 640 = ulm, y, 2) [ dp [ sin 640 = 4ru(w,y,2) =4nu(P). 
ö 6 ö ö 
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Division beider Seiten der Gleichung durch 4 ergibt die wichtige Formel 


1 1 1 
1» ur dur ur 


4 DE dE : On On ' HE DL 
Q 


u(P) = d2, u 


die also gilt, wenn die Funktion u auf dem Rand des Gebietes 2 verschwindet. 

Das Integral in (1) zerfällt in natürlicher Weise in drei Integrale; es ist leicht 
zu sehen, daß der Kern jedes von ihnen eine schwache Singularität besitzt. So 
ist etwa 


1 
7 u-8_a-t 4 
De ya? 
hier ist die Funktion 
& 
A(P,Q) = 


r 


beschränkt (weil |e — &|<r und deshalb |A(P,Q)|<1 ist), während der 
Exponent & = 2 kleiner als die Zahl’ der Dimensionen des Raumes ist. 

Eine der Formel (1) analoge Formel kann man auch dann erhalten, wenn die 
Zahl der Dimensionen des Raumes nicht gleich 3 ist; insbesondere erhält man, 
wenn Q ein ebenes Gebiet ist und die Funktion u(w, y) auf dessen Rand ver- 
schwindet, 


3. Wir stellen jetzt das Eigenwertproblem für den Differentialoperator vom 
elliptischen Typ 


m od u 
Iu= BEP | 2) 
2 Be 2) 2 


bei der Bedingung, daß auf dem Rand des Gebietes 2 die Bedingung v= 0 
erfüllt ist; bezüglich der Koeffizienten A,, und C halten wir die Forderungen des 
$ 24. aufrecht, so daß der Operator L positiv-definit ist. Wenn speziell 


A;=l; Ay=0, j-k 
ist, erhalten wir das Eigenwertproblem für den LArLAcE-Operator. Wir zeigen!), 


daß für diesen Operator die Voraussetzungen des Satzes 3, $ u erfüllt ne Nach 
den Formeln (7) und (9) des $ 24 hat man 


m ou 2 
lu? = (Lu, u) > „| 2 (ge) a0. 
Piz: d8; 


!) Der unten angeführte Beweis wurde vom Verfasser in [12] gegeben. 
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Nimmt man der Klarheit halber die Zahl der Dimensionen des Raumes zum = 3 
an, dann läßt sich die letzte Ungleichung auf die Form 


le ® 
bringen. : 


Eine Menge M von Funktionen mit gemeinsam beschränkten Normen bezüglich 
der Energie sei gegeben: lul< 0, we M. Aus der Ungleichung (3) ergibt sich 


“ dann, daß 
ou I "a co du (6) | dul _ © 
25 || 7 32) 82 Sr < =; < — 
| 08 , 08 | Yo on Yho 9% Vo (4) 
Ps 


ist. Da —_ ein schwach singulärer Kern ist, und die Normen der Funktionen 


= gemeinsam beschränkt sind, wenn u eine beliebige Funktion aus der Menge M 


ist, kann man wegen Satz 1 aus der Menge M eine solche Folge u, (P),r = 1, 2, ... 
aussondern, daß die Integrale 


gi 
1 fd rn (5) 
ei FE T 

2 


im Mittel gegen einen gewissen. Grenzwert konvergieren. Die Normen der Funk- 


tionen 2 sind gemeinsam beschränkt, weil w,. € M und deshalb, infolge der 
Ungleichung (4), 

|< 

9n IT Vo 


ist. Bei Anwendung des Satzes 1 finden. wir wiederum, daß man aus der Folge 
Un (P) eine Teilfolge u,, (P) derart auswählen kann, daß die Integrale 


1 
e um Fr 
4r On! On 
2 


im Mittel konvergieren; dabei konvergiert offensichtlich auch die eine Teilfolge 
von (5) bildende Folge 
De 

r 


i Olon 
u Er 
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"im Mittel, ihr Grenzwert fällt mit dem Grenzwert der Folge (5) zusammen. Analog 
findet man, daß es möglich ist, aus der Folge u,, eine solche neue Teilfolge aus- 


zuwählen, wir bezeichnen sie einfach mit u, (P),n = 1, 2, ..., daß alle drei Integrale 
n r ie N 
0 — 9 — 9 — 
1 On Tr 1 un Tr 1 du, Fr (6) 
d2 dd 
Ar dE 0E ’ As On 0 ’ dr 0 9% Br 
2 2 2, 


für n — 00 gegen. einen Grenzwert konvergieren. Aber dann ist aus Formel (1) 
ersichtlich, daß auch die Funktionen u, (P) selbst im Mittel gegen einen Grenzwert, 
der gleich der Summe der Grenzwerte der Integrale (6) ist, konvergieren. Es ist 
uns also gelungen, aus der Menge M der Funktionen mit beschränkter Energie 
eine im Mittel konvergente Folge von Funktionen u, (P) auszuwählen; auf Grund . 
des Satzes3, $31 schließen wir jetzt, daß bei der Bedingung u |s = 0 der nicht aus- 
geartete elliptische Operator (2) in einem endlichen Gebiet 2 ein diskretes Spektrum 
besitzt; der kleinste Eigenwert dieses Operators ergibt sich aus der Formel 


d 
sn At De Low)an, 


"wobei das Minimum in der Klasse derjenigen Funktionen zu suchen ist, die auf dem 
Rand des Gebietes verschwinden und der Beziehung 


[wa2=1 
2 


genügen. Speziell ist der kleinste Eigenwert des Operators — 4 (A ist der LAPLAOE- 
Operator) gleich dem Minimum des Re 


auf der soeben erwähnten Funktionenklasse. 

4. Das Problem der Eigenfrequenzen der Biegeschwingungen einer Platte mit 
fest eingespanntem oder gestütztem Rand führt auf das Eigenwertproblem des 
biharmonischen Operators 42; die zugehörigen Eigenfunktionen genügen den 
Randbedingungen ; 
9w 


—| 7 
u 7) 


w|ls=ß, 


wenn der Rand der Platte fest eingespannt ist und den Bedingungen 


ugs) [4% —.|-0 (8) 
e 6Orvl|s 
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wenn der Rand frei gestützt ist. Aus den Formeln (16), (17) und (25) des. $27 
ergibt sich, daß bei beiden Bedingungen für die Einspannung die Ungleichung 


Seele m 


gilt, wo ce eine positive Konstante ist, die bei den Bedingungen (7) gleich « ist 


und beiden Bedingungen (8) gleich en ; wie schon in. $ 27. bezeichnen wir mit $ 


das von der Platte eingenommene Gebiet. 
Eine Menge M von Funktionen mit gemeinsam Heschlänkler Norm bezüglich 

der Energie sei gegeben: lwI < 0, w e M. Nach Ungleichung (9) ist 

| 6) | dw 


Ye’ 


GE 


aus der Formel (1,) und Satz 1 ergibt sich jetzt, daß sich aus der Menge M eine 


im Mittel konvergente Folge aussondern läßt; mit anderen Worten, die Menge M 
- ist kompakt im Sinne der Konvergenz im Mittel. Aus Satz 3, $31 ergibt sich 


dann, daß sowohl im Falle des fest eingespannten Randes als auch im Falle des frei 


gestützten Randes der biharmonische Operator ein diskretes Spektrum hat. 

5. Wir machen jetzt folgende Bemerkung. Den kleinsten Eigenwert des Ope- 
rators 4? bei den Bedingungen (7) bezeichnen wir mit A,, denselben Wert bei den 
Bedingungen (8) mit «,. Nach der allgemeinen Formel (3) des $33 kann man die 
Zahlen A, und u, beide als Minimum des Quotienten 


Im? 

Io |? 
gewinnen,. mit dem Unterschied, daß im ersten Falle das Minimum auf den den 
Bedingungen (7) genügenden Funktionen zu bestimmen ist, während es im zweiten 
Falle auf den nur der ersten der Bedingungen. (8) genügenden Funktionen zu 


suchen ist; die zweite Bedingung (8) ist natürlich. Im Falle des frei gestützten 
Bandes der Formel (21), $28 wird 


SR „Aw w 82w\2 dw \2 
2 — i 
u alt Eye" (ie) a (er) jes. (10) 


während im Falle des fest eingespannten Randes (Formel 16, $ 27) 


er Sen on 


gilt. Man überzeugt sich jedoch durch Multiplikation der Gleichung (6,), $ 27 
mit — 20 und anschließender Addition zu (11), daß die Formel (10) auch im Falle 
des fest eingespannten Randes gültig ist. 


14 Variationsmethoden 
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Aus dem Gesagten ergibt sich, daß A, und u, die Minima ein und desselben Aus- 
druckes 


Se wtrseH Gala} 
Te“ 


Ss 


(12) 


sind, nur ist das erste Minimum auf einer engeren Funktionenklasse zu suchen. 
Daraus folgt, daß A, > u, ist, d.h. daß die kleinste Eigenfrequenz für die Schwin- 
gung der frei gestützten Platte die kleinste Eigenschwingungsfrequenz der am 
Rand fest eingespannten Platte nicht übersteigt. In $40 kehren wir zu ‚dieser 
Frage in allgemeinerem Zusammenhang zurück. 

6. Man kann zeigen, daß ein elliptischer nicht ausgearteter Operator im Falle 
eines endlichen Gebietes Q.ein diskretes Spektrum auch für die anderen in $ 24 
- betrachteten Randbedingungen besitzt, doch ist der Beweis iin diesem Falle wesent- 
lich komplizierter. Er ist z. B. in dem Buch des Verfasser [11] durchgeführt. 

7. Es ist nicht schwierig, Beispiele für Differentialoperatoren anzuführen, die 
kein diskretes Spektrum besitzen. Ohne Beweis bemerken wir, daß im Falle eines 
unendlichen Gebietes 2 das Spektrum des LarLAcz-Operators nicht diskret ist, 
außerdem hat der LArLAcE-Operator in diesem Falle nicht eine einzige Eigen- 
funktion mit endlicher Norm. Bei gewissen Bedingungen haben ausgeartete 
elliptische Operatoren nicht einmal Be eadhchem Gebiet 2 ein diskretes Spek- 
trum.t) 


$ 38. Stabilität einer Platte unter Druck 


Wir wollen die Biegung einer Platte betrachten, in deren Ebene die Span- 
nungen T7',, T,,, 7’, wirken. Wir wollen annehmen, daß es sich um Druckspannungen 
handelt. Wir verstehen darunter, daß in einem beliebigen Punkt der Platte die 
Hauptnormalspannungen T, und 7’, Drücke darstellen: T, <0, 7, <0. Wir 
nehmen ebenfalls an, daß sowohl 7, als auch 7’, dem absoluten Betrage nach stets 
größer bleiben als eine positive Konstante T,, so daß Il >T.|T,|> T, gilt 
oder, da T, und T, negativ sind, 

T, < -_ T,; T, < = 


In $28 wurde angemerkt, daß der Ausdruck 


9w\? dw dw dw\? 
T; F2T, - 
a + au + la) 
invariant gegen eine Drehung der Koordinatenachsen ist; wir legen die Ko- 
ordinatenachsen so, daß sie mit den Hauptspannungsrichtungen zusammenfallen. 


1) Siehe die Arbeit des Verfassers [16]. 
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Der Ausdruck 
ow \2 dw \? j 
m a ER 2 
(5) e (5) men) 


ist ebenfalls invariant gegen eine Drehung des EN daraus ergibt 


sich 
dw \? dw\? dw\? o9w\? 
dx)  \0&, dx) ' \ay 
und schließlich 


Iw\? dwow ow\? dw\? ow\? 
E ! -]1 4 R 1 
Te () ala dx 0y BL (5) zen (&) (7) (1) 


Wir wollen voraussetzen, daß der Rand der Platte fest eingespannt ist 


9w 


Die Ungleichung (1) zusammen mit den Formeln (4) und (9) des $28 besagen, 
daß der Operator 7 positiv-definit ist. 

Wir nehmen jetzt an, daß sich die Spannungen, die weiter kompressiv bleiben 
sollen, proportional zu einem Parameter ändern, welcher demzufolge positiv sein 
muß. Wie in $ 29 erläutert wurde, ist der Verlust der Stabilität der Platte bei den- 
jenigen Werten von A möglich, die Eigenwerte der Gleichung (12), $ 29 darstellen; 
wenn man die Bezeichnung 


u=—- Tu ne (3) 


I 


einführt, kann man diese Gleichung in der Form 
Aw — Tu = 0 (4) 


schreiben. Wir bemerken, daß der Operator 7 positiv-definit ist. 

Wir zeigen jetzt, daß die Gleichung (£) bei den Bedingungen (2) eine unendliche 
Menge positiver Eigenwerte hat. Daraus ergibt sich dann, daß eine unendliche 
Menge von Parameterwerten existiert, bei welchen die Platte mit fest einge- 
spanntem Rand ihre Stabilität verliert. 

Die Gleichung (4) fällt unter den allgemeinen Typ der Gleichungen des ‘8 34, 
wenn man A = 42, B=T setzt. Wir haben unsere Behauptung bewiesen, wenn 
wir in Übereinstimmung mit Satz 4, $34 zeigen, daß jede bezüglich der Energie 
des Operators A beschränkte Menge von Funktionen kompakt im Sinne der Kon- 
_ vergenz nn der Energie des Operators B ist. 


14* 


212 : V. Eigenwertprobleme 


In $27 wurde festgestellt [Formel (16)], daß 
z iu \  [ORw\? 
2 —_ 
te ö 


lv, = (Tv, w) = 5 (Tw, w). 


gilt. Ferner ist 


“ Nach Formel (10) des $ 28 hat man jetzt 


el erle ® 


wo N das größte der Maxima der Größen |7,|, |7,,|; |7’,| bezeichnet. 
Jetzt sei eine Menge M von den Bedingungen (2) genügenden Fünktionen 
gegeben, und es sei lwl, < C, wenn w e M. Aus Formel 6) schließt man dann 


leicht, daß J " SE (3 5) has < 02 o 
Ne) +) as< @ | @) 


gilt. Aus der Bedingung (2) ergibt sich, daß 
20 _,, m 
deln °y |z 

ist. Möge A wie gewöhnlich den LarLAcz-Operator bezeichnen. Wir betrachten 


den positiv-definiten Operator — 4, der auf den auf der Kurve L verschwindenden 


* Funktionen. gegeben sei. Aus (9) ist ersichtlich, daß, wenn w eM, m und r 


im. Definitionsbereich des Operators — / liegen, während die Ungleichungen (7) 
und (8) besagen, daß die Ableitungen gemeinsam beschränkt bezüglich der 
- Energie dieses Operators sind. nn _ Ergebnissen des $ 37 folgt dann, daß die 


und 


0 9) 


’ 


Menge der Ableitungen = und = kompakt im Sinne der Konvergenz im 
x 

Mittel ist. Also kann man aus der Menge M eine solche SR w,n=1,2, 

auswählen, daß die entsprechenden Folge 2 


oy 
ren. Dann gilt aber w 


[Sfr -Safirorne 
N,M—DO 
2 
=) (3= - ae) dedy =. 
N,M—>X R 
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Jetzt folgt aus der Ungleichung (6), daß 


s 2 
ee 3 ze) Ä (2 ze) has 0 
oy oY n,m—o 


gilt, was aber bedeutet, daß die Folge w,,n=1,2,.... bezüglich der Energie des 
Operators B konvergiert, und unsere Behauptung ist bewiesen. 

. Den kleinsten kritischen Wert des Parameters A kann man finden als Minimum 
des Integrals (5) bei der Bedingung 


h Iw\? dw dw 9w\? 
Dr EN et l 1 == 
lv = Le) } 2Toy 23 | „(en Las 1: “2 


Das Minimum ist zu bestimmen auf der Menge der Funktionen, die den Be- 
dingungen (2) für den fest eingespannten Rand genügen. Unter Verwendung des 
Einbettungssatzes von 8.L. SosorLew [2] kann man die Existenz einer unend- 
lichen Menge kritischer Parameterwerte auch bei den anderen gewöhnlich vor- 
kommenden Bedingungen für die Befestigung des Randes beweisen. 


$ 39. Eigenschwingungen elastischer Körper 


Im vorliegenden Paragraphen betrachten wir das Problem der Eigenschwin- 
gungen eines elastischen Körpers mit eingespanntem Rand und zeigen, daß ein 
solcher Körper eine unendliche Menge von Eigenfrequenzen hat. Zur Verein- 
fachung der Schreibweise sprechen wir in den Bezeichnungen des $ 26 und wollen 
darüber hinaus folgende Bezeichnungen benutzen: 2 ist ein endliches Gebiet des 
dreidimensionalen euklidischen Raumes; 8 ist die Begrenzung des Gebietes 2; 
2=2+38;P undQ sind Punkte mit den kartesischen Koordinaten x,, %,, % 
bzw. &,, &, &,. Ferner sei u der Verschiebungsvektor; die Komponenten dieses 
Vektors bezüglich der Achsen x,, %, %, des kartesischen Koordinatensystems 
bezeichnen wir mit «,, us, %,. Wir setzen noch 


Pi .— | . 
Sr Sp; 9 4 1 dx; ’ (1) 


die Größen s;;, sind gleich den durch 2 dividierten Komponenten des Deformations- 
tensors. Die Komponenten des Spannungstensors wollen wir mit r,;..bezeichnen; 
sie genügen den Gleichungen des verallgemeinerten Hooxzschen Gesetzes 


3 


Tr = DI CirıImStm = Tai) 2° 
Lm=1 


die elastischen Konstanten ,;. sind den bekannten Symmetriebeziehungen 


Cikim Ckilm Cikmi Eimik 


unterworfen, so daß es nicht mehr als 21 verschiedene Koeffizienten c;. gibt. 


‚genügt. 


214 V. Eigenwertprobleme 


Mit den Spannungskomponenten gelten die bekannten Bewegungsgleichungen 


K;=0, i=1,2,3,: 


wo t die Zeit, y die Dichte des elastischen Mediums und K, die Komponenten des 
Vektors der Volumenkräfte ft sind. Setzt man hier die Werte 7,, aus (2) ein, so 
erhält man die Gleichungen, denen der-Vektor der elastischen Verschiebungen 
genügt. Wir schreiben diese Gleichungen in der Form der einen Vektorgleichung 


0% 
vg Fu R=0, (3) 


3 


ö 
Au me > Art (CikimStm) vn (4) 


üh,ım=i 0% 


ist; 2” ist der Einheitsvektor der x,;-Achse. Wenn das Medium homogen ist, wird 
. 3 


Om 
Au=— :Y Cum W. 


uhLm-1 0% 


02 Run 
Im Gleichgewichtsfall ist =. =(, und wir erhalten die Gleichungen für das 
elastische Gleichgewicht . 

Yu. (5) 


Die Gleichung. der freien Schwingungen erhalten wir, wenn wir f’= 0 voraus- 
setzen und u durch u(P) e®! ersetzen. Wir erhalten dann 


Au Aut, =yw®. (6) 


Den Operator X wollen wir den Operator der Elastizitätstheorie nennen. 
Wir führen in die Betrachtung den symmetrischen Tensor V, ein, dessen Kom- 


ponenten ; 
115 r 0% 1 
. ae) 
re ER tz =} m 
sind, wo r der Abstand.der Punkte P(&,, &,, x) und Q(£&,, £,, &,) voneinander und 
= . : BR : ist. V ist ein Spezialfall des bekannten Tensors von SOMIGLIANA!); 


jede Spalte b, des Tensors V genügt der homogenen Gleichung der Elastizitäts- 
theorie eines isotropen Mediums, dessen Lam&sche Konstanten die Werte A = 0 


1 e 
und u = p2 haben. Den zugehörigen Operator der Elastizitätstheorie wollen wir 
mit X, bezeichnen, so daß v, der Gleichung 
Ar; = 0 8 


}) Siehe z.B. E. Trerrtz [2]. 
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Um den Punkt P beschreiben wir eine Kugelfläche mit dem Radius e, und auf 
das verbleibende Restgebiet 2. des Gebietes 2 wenden wir die erste Formel von 
BETT an, indem wir uU = u, u v0, X = W, setzen und unter u einen beliebigen 
auf dem Rand des Gebietes 2 verschwindenden Vektor verstehen. Dann entfällt 
das Integral über 8; genau ebenso verschwindet das Integral auf der linken Seite 
der Brrrischen Formel infolge der Kleichung (8), und wir kommen zu der Gleichung 


res Pa nl (9) 


wo 8, die Oberfläche der oben erwähnten Kugel des Radius e und mit dem Mittel- 
punkt in P ist, t,,. ist der Spannungsvektor auf der Kugelfläche 8,, der der Ver- 
schiebung v, entspricht. Setzt man in (9) e— 0, so erhält man, wie schon in $ 37, 


u(P) = [ Wu, o,) d2. 
2 
Es ist nicht schwer zu sehen, daß für = 0, u = 5 
3 . 
Wu,o)= DI msi, 
E L,m-1 


wird, wo 2s,„ und 2s{, die Deformationskomponenten sind, die den Verschie- 
bungen u und p® entsprechen. Auf diese Weise erhält man- 


ul I sms, d | (10) 


mi 


Das Integral (10) ist eine Summe von Integralen der Form 
Yn(P) == [sms d2, > (11) 
- 8 
deren Kerne die Schranke 


Il<%. 0 = const 


haben und folglich in der Klasse der Kerne mit schwacher Singularität liegen. 
Dann aber überführt nach Satz 1, $37 der Integraloperator (11) jede bezüglich 
der Norm beschränkte Menge von Funktionen s„ in eine Menge von Funktionen 
y®, die kompakt im Sinne der Konvergenz im Mittel ist. 
Asisgchend von der Tatsache, daß der Kern des Integrals (11) schwach singulär 
ist, kann man die Ungleichung |y® 1 < C, |srı, C} = eonst aufstellen. Durch 
Summation ergibt sich 


ur= 6 > „" vn < 0; e> Is. 1?. 
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Gestützt auf die Positivität der Größe W (u) kann man beweisen, daß 


BB 
3 sh < 04ıW (u) 
%,1m1 
gilt.!) Dann aber gilt 


We<20,[Wiwm)dR2, 20,= 00, 
rt 5 
oder nach Formel (14), $26, |u|]?< O, jo u), woraus 
Au, u) 25 nr 1a ” (12) 


folgt, d.h. im Falle eingespannter Begrenzung eines Körpers ist der Operator der 
Elastizitätstheorie positiv-definit. 

Es wurde schon bemerkt, daß der Operator (11) eine beschränkte Menge von 
Funktionen in eine kompakte überführt. Aus Formel (10) folgt dann, daß die 
Menge der auf dem Rand des Körpers verschwindenden Verschiebungsvektoren 
kompakt ist, wenn die ihnen entsprechenden Energieintegrale gemeinsam be- 
schränkt sind. Jetzt ergibt sich aus Satz 3, $31 die Diskretheit des Spektrums 
des Operators der Elastizitätstheorie im Falle foster Einspannung des Randes des 
Körpers. 

Der Operator der Elastizitätstheorie hat ein diskretes Spektrum auch bei den 
anderen gewöhnlich vorkommenden Randbedingungen. Eine ausführliche Unter- 
suchung der: hiermit zusammenhängenden Fragen wurde in dem Buch des Ver- 
fassers [11] gegeben. Hier beschränken wir uns auf einige bibliographische An- 
gaben. Für beliebigen stückweise glatten Rand wurde die Diskretheit des Ope- 
rators der Elastizitätstheorie von K. Friepeıcns?) [3] festgestellt für den Fall 
des fest eingespannten oder freien Randes. D. M. Eıpvs [1, 2] gab einen anderen, 
wesentlich einfacheren Beweis als K. FRIEDRICHS für den Fall des freien Randes 


- und erweiterte ihn auf einige andere Randwertaufgaben der Elastizitätstheorie. 


Der im Text gegebene Beweis stammt vom Verfasser [12]. 

Zum Schluß bemerken wir, daß der kleinste Eigenwert des Operators der 
Elastizitätstheorie bei den Bedingungen für die feste Einspannung des Randes 
des Körpers gleich dem Minimum der doppelten potentiellen Deformationsenergie 


2/[Ww)da (13) - 
2 
bei der Nebenbedingung 
[wdo=1 (14) 
F j 


ist. Das Minimum ist zu suchen auf den Verschiebungsvektoren, die auf dem Rand 
des Gebietes verschwinden. Wir erwähnen noch, ohne einen Beweis zu geben, daß 


1) Diese Tatsache ergibt sich aus der Theorie der quadratischen Formen, hierzu sehe man z. B. 


I.M. GeLranD [1]. 
2) Unter der Voraussetzung hinreichender Glattheit des Randes wurde dieses Resultat wesent- 
lich früher von H. Weyr [1] gewonnen. 
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der kleinste Eigenwert des Operators der Elastizitätstheorie im Falle eines freien 
Randes des Körpers ebenfalls gleich dem Minimum des Integrals (13) ist, jedoch 
genügen die Verschiebungsvektoren diesmal außer der Gleichung -(14) auch noch 
den Gleichungen (R ist der Radiusvektor des Punktes P) 


[ndo=0, [Rxuda=0; 
2 2 


Randbedingungen brauchen diesen Vektoren. nicht auferlegt zu werden, da die 
Bedingungen für den freien Rand natürlich sind. 


5 40. Ein Extremalprinzip ind seine Folgerungen 


1.4 sei ein symmetrischer positiver Operator mit diskretem Spektrum, und 
A<R<A< ... seien seine Eigenwerte, p,(P), Ps(P), 9(P),... die ihnen 
enlsprecFendan Higenfunktionen. Nach Definition des diskreten Spektrums ist 
. das System der Eigenfunktionen vollständig im Sinne der Konvergenz im Mittel; 
deshalb kann man, wenn u(P) eine beliebige Funktion mit endlicher Norm ist, 
diese Funktion in die Orthogonalreihe 


= Yanp{P), ei A) 


entwickeln. Nehmen wir jetzt an, daß u «e D, ist, dann hat die Funktion Au 
eine endliche Norm und läßt sich ebenfalls in eine Orthogonalreihe, nämlich 


Au= 3 (Au) gl) 


entwickeln. Die Koeffizienten dieser Reihe sind nicht schwer zu berechnen. Da A 
ein symmetrischer Operator ist, ist (Au, @,) = (u, Ay,„). Die Eigenfunktionen 9, 
genügen der Gleichung Ao, = A„%.. Daraus folgt 


(Au, 9) = (U, An@n) = AnlU, Pr) = Ann 
und demzufolge 


Au= 2 Ann Pu (P). (2) 
n= 

Die Reihe (2) konvergiert im Mittel, deshalb darf man sie gliedweise skalar mit 

einer beliebigen Funktion mit endlicher Norm multiplizieren.!) Multipliziert man 


beide Seiten der Beziehung (2) skalar mit u, so erhält man 


(Au, u) = 5 Ann (Pr, %) 
.n=1 
oder, da (9,, u) = (U, 9.) = @ Ist, 
(Au, u) = DN Ana. (3) 


3) Siehe Satz 2,87. 
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Wie wir schon wissen, ist der kleinste Eigenwert A, des Operators A gleich dem 
Minimum der Größe (Au, u) unter der Nebenbedingung ||w| = 1. Dieses Ergebnis 
erhält man aus Formel (3) sehr leicht von neuem. Nach der Abgeschlossenheits- 
relation [Formel 18, $ 10] ist nämlich 


Iul? = 2, 9, 
so daß die Bedingung |u|| = 1 die Gestalt 
Z2o,=1 (4) 


annimmt. In Formel (3) ersetzen wir alle Eigenwerte A, durch den kleinsten von 
ihnen, A,. Das ergibt 


AuW>AhYd oder A<(dun). (5) 
n=1 E A 


Andererseits mel die Ungleichung (5) in eine Gleichung über, wenn man a, =1, 
G, = Gg = ++ = 0 setzt, kurz, wenn man u(P) = 9, (P) setzt. Damit ist bewiesen, 
daß A, = min (Au, u) bei der Bedingung |w|| = 1 ist. 

Die Formel (3) liefert ein neues Verfahren zur Berechnung der folgenden Eigen- 
werte.des. Operators A. Dieses Verfahren, so muß man annehmen, ist wenig 
brauchbar für die praktische Berechnung von Näherungswerten für die Eigen- 
werte },, seine theoretische Bedeutung ist jedoch groß, und es gestattet, wich- 
tige Eigenschaften der Eigenwerte festzustellen. 

Es seien v, (P), vz(P), ..., %_ı(P) willkürliche Funktionen mit endlicher Nonin: 
Wir stellen das Problem der Bestimmung des Minimums des Funktionals (Au, u) 
bei den Bedingungen 


k=-%u=-1 (4,) 
; n=1 
und 
wv)=0; WwU)=0; .,; NM) =d. (6) 
Wir bezeichnen dieses Minimum mit A(vy, dg, > v%_1). Wir zeigen, daß 
Ad, % ..., %p-ı) S Ar (7) 


gilt und daß das Gleichheitszeichen in (7) bei spezieller Wahl der Funktionen 
v(P),va(P), ...., %_ı(P) angenommen wird. 

Wir entwickeln die Funktionen v,, ds, ..., %_, in eine Reihe nach Hiodhkunk: 
tionen, es sei 


= Ybunpa(P), i=1,2,..,k—1. 
n=1 
Die Bedingungen (6) kann man dann in der Form 


2 dinan = 0, i=1,2,..,k—1 (8) 
N 
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darstellen. Wir wählen eine Funktion ü(P) derart, daß ag = Aug = = 0 ist. 
Dann führen die Bedingungen @) auf das homogene System linearer ugebraischer 
aenanen 

Ina, =0, i=1,2,..,k—1 (9) 


n=1 


hinsichtlich der Unbekannten «,, 4,, ..., @,, worin die Zahl k — 1 der Gleichungen 
kleiner als die Zahl k der Unbekannten ist. Wie wohlbekannt ist, hat ein solches 
System eine unendliche Menge von Lösungen, von denen man mindestens eine so 
wählen kann, daß 


k 
Za-1 
n=1 
ist, dann ist ||} = 1. Dabei gilt infolge der Beziehung (3) 
& 
(Au,u) = N ia}. 
n=i 
Ersetzt man hier die A, durch den größten Wert A,, so erhält man 
k 
(Au, %) < Ir Dar = Ay: 
n=1 


Man erhält also bei bestimmter Wahl der Funktion v(P), die den Bedingungen (4,) 
und (6) genügt, nämlich bei u(P) = u{P), (Au, u) < A,. Dann aber ist auch das 
Minimum von (Au, u) bei den erwähnten Bedingungen nicht größer als A,. Damit 
ist bewiesen, daß 
j Av; Ups 22», %_,) = Ar i 


gilt. Es ist leicht zu zeigen, daß das Gleichheitszeichen angenommen wird. Es 
genügt nämlich 
v,(P)=o;(P) i=1,2,..,k—1 


zu setzen, dann gehen die Bedingungen (6) in die Bedingungen (9) des $ 31 über, 
mit deren Hilfe sich auch die Zahl A, bestimmen läßt. 

Aus dem Gesagten ergibt sich ein Verfahren zur Bestimmung der Eigenwerte, das 
unter dem Namen Minimaxprinzip bekannt ist: Der k-te Eigenwert A, des sym- 
metrischen Operators A mit diskretem Spektrum ist. gleich dem Maximum der Größe 
Alvy, %g, ..., d%p_1) bei allen möglichen Variationen des Systems der Funktionen 
Vs dgs -.., d%p_ı. Die Größe A(v,, ©, ..., %_1) It ihrerseits gleich dem Minimum der 
Größe (Au, u) bei den Bedingungen (4) und (6). 


Anmerkung. Die Formel (3) kann man in der Form 
ul? = N 7,022 
n=1 ö 


darstellen. Es ist nicht schwer zu beweisen (wir überlassen es dem Leser, das zu 
tun), daß man die Größe A(v,, 23, ...,%%_1) als Minimum der Größe ll? erhalten 
kann, wo u die Menge derjenigen Funktionen mit endlicher Energie durchläuft, 
die der Normierungsbedingung (4) und der Orthogonalitätsbedingung (6) genügen. 
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2. A und B seien zwei positive Operatoren. Wir. wollen sagen, der:Operator A 
sei wicht kleiner als der Operator B, wenn. jede Funktion mit endlicher Energie 
bezüglich des Operators A auch eine endliche Energie bezüglich des Operators B 
besitzt und wenn für jede solche Funktion lvl, > lulz ist. Wenn dann noch 
A == Bist, dann werden wir sagen, daß A > B ist. 


Satz 1. A und B seien positive Operatoren. Es.sei A > B und die Spektren beider 
Operatoren diskret. Dann gilt für beliebiges k: Der k-te Eigenwert des Operators B 
übertrifft den k-ten Eigenwert des Operators A nicht. 


Wir bezeichnen mit A, und 4; die Eigenwerte des Operators A bzw. des Ope- 
rators B. Weiter bezeichnen wir mit A(v,, %, ..., %_,) und u(v,,%9, ..., %_ı) die 
Minima der Größen |u]% bzw. 1u]3, bei den Bedingungen (4) und (6). Die Ungleichung 
A> B bedeutet, daß für eine beliebige Funktion v(P) die Ungleichung lu! 
>Ilu% gilt; sie gilt demzufolge auch für beliebige, den oben genannten Be- 
dingungen (4) und (6) genügende Funktionen. Dann ist aber offensichtlich auch 
das Minimum der Größen lvl2, und Iwl% durch dieselbe Ungleichung verknüpft, 
d.h. es gilt 


AO, Y +... de) > Mldn da... %-ı)- 
Daraus folgt, daß auch 
max A (01, Up ..., %-1) 2 MAX u (d1, 9, ..., %%-1) 


gilt oder, was dasselbe ist, daß A, > 1 ist. 

Wir erläutern unseren Satz an einem Beispiel. Es seien zwei elastische Platten 
aus dem gleichen Material und von der gleichen Dicke gegeben, sie seien an ihren 
Rändern fest eingespannt. Wir bezeichnen mit $, und $, das Grundgebiet der 
Platten und nehmen an, daß $, vollständig im Innern von S, liegt (Abb. 12). 
Mit Z, und L, bezeichnen wir die Be- 
randung der Gebiste S, und 8,. Ferner 
möge A den biharnonischen Öperator 
bedeuten, der auf allen, den Rand- 
bedingungen 


dw 


R |, 10 


ibı 
genügenden Funktionen definiert sei; 
genau ebenso möge B den aufallen, 


den Randbedingungen 


j ow 
Abb. 12 w 


ee a 
genügenden Funktionen definierten biharmonischen Operator bedeuten. Dann 
sind die Quadrate der Eigenschwingungsfrequenzen der Platten S, und 8, den 
* Eigenwerten der Operatoren A und: B proportional. Wir zeigen, daß A >B ist. 
Wir bemerken zunächst, daß 


en ee 
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IE 72 SZ 


gilt, wobei im ersten Integral w den Bedingungen (10) genügt, im zweiten den 
Bedingungen (11). 

Möge w den Bedingungen (10) genügen und dem Integral (12) einen endlichen 
Wert erteilen. Dann besitzt diese Funktion eine endliche Energie in bezug auf den 
Operator A. Wir ergänzen die Funktion w in $,, indem wir sie außerhalb von 8, 
gleich Null setzen. Die derart ergänzte Funktion w genügt den Bedingungen (11) 
und besitzt eine endliche Energie bezüglich des Operators B, wobei offensichtlich 
Iwl% = Iwß, ist. In Übereinstimmung mit der oben gegebenen Definition ist 
A>B.J etzt folgt aus Satz 1: 

Wenn zwei elastische Platten aus demselben Material und von derselben Dicke 

derart gegeben sind, daß das Mittelgebiet der einen von ihnen ganz im Mittelgebiet der 
anderen liegt, und wenn die Ränder beider Platten fest eingespannt sind, dann gili 
für beliebiges. k: Die k-te Eigenschwingungsfrequenz der kleineren Platte ist größer 
als die k-te Frequenz der größeren Plalte. 

Noch einfacher beweist man, daß die Frequenzen der Eigenschwingungen einer 
Platte mit fest eingespanntem Rand srößer sind als die entsprechenden Frequenzen 


und 


der Schwingungen derselben Platte, wenn deren Rand ganz oder teilweise frei 


gestützt ist. 
Die Zahl solcher Beispiele 1äßt sich leicht vermehren. 


KAPITEL VI 


VERALLGEMEINERUNG 
DER FRÜHEREN ERGEBNISSE 


Dem Leser ist ohne Zweifel aufgefallen, daß beim Aufbau der energetischen 
Methode die konkrete Gestalt dieses oder jenes Operators nur eine zweitrangige 
Rolle spielt, als wesentlich hingegen erwiesen sich solche allgemeinen Eigenschaften 
der betrachteten Operatoren wie die Symmetrie, die Positivität oder die positive 
Definitheit. Ihrerseits hingen diese Eigenschaften eng mit dem Begriff des skalaren 
Produktes zusammen, der sich bei all seiner Einfachheit als außerordentlich 
wichtig erwies. 

Deshalb erscheint der Gedanke natürlich, eine allgemeinere Darstellung der 
energetischen Methode zu geben, wodurch: alles Wesentliche stärker herausge- 
arbeitet würde, während weniger wichtige Einzelheiten fortgelassen würden. Eine 
derartige allgemeinere Begründung der energetischen Methode stützt sich auf den 
verallgemeinerten Begriff des skalaren Produktes, der mit dem Begriff des 
HILBERT-Raumes zusammenhängt. 


Diesem Ideenkreis ist auch das vorliegende Kapitel gewidmet. Leser, die sich 
ausführlich über die allgemeine Theorie der Operatoren im HILBERT-Raum unter- 
richten möchten, können sich auf die grundlegenden Schriften von W.T. SmIRNow 
[5], N. I. Actızser und I. M. Grasman [1] oder F. Rızsz und B. Sz.-Naey [1] 
stützen. Anwendungen der allgemeinen Theorie auf die Differentialoperatoren der 
mathematischen Physik wurden in den Büchern von $. L. SOBOLEW [2] und dem 


"Verfasser [11] gegeben. 


Wir beginnen das Kapitel mit einer kurzen Darstellung des Integralbegriffes 
von LEBESGUE und der Haupteigenschaften dieses Integralbegriffes. Der Apparat 
des Leszsauzschen Integrals kann bei der Durchführung direkter. Rechnungen 
schwerlich von Nutzen sein; eine wesentliche Rolle spielt dieser Apparat in theo- 
retischen Fragen dank der eigentümlichen ‚Universalität‘ des LegEs@uzschen 
Integrals. Diese besteht darin, daß das LegEs@uvesche Integral praktisch für jede 
beschränkte Funktion existiert, während das gewöhnliche RızmAnssche Integral 
nur bei hinreichend strengen, manchmal schwer zu prüfenden Bedingungen, die 
an die Unstetigkeiten der Funktion gestellt werden müssen, existiert. Ferner 
sind die Integrabilitätsbedingungen nach LEBnsaue für unbeschränkte Funktionen 
viel leichter festzustellen als die Integrierbarkeitsbedingungen nach RiEMmANN. Die 
Benutzung des Luszscveschen Integrals befreit uns praktisch von der Not- 
wendigkeit, die Integrierbarkeit der betrachteten Funktionen zu beweisen, und das 
vereinfacht die Untersuchungen bedeutend. 

Eine genügend vollständige Darstellung der Theorie des Leszssveschen Inte- 


grals findet der an diesen Fragen. interessierte Leser z. B. in den Büchern von 
W. TI. Sumrvow [5] und I. P. Natansox [1]. 
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$ 41. Der LEBESGUEsche Integralbegrift 


_ Der Aufbau des Leszsauxschen Integrals stützt sich auf den Begriff des Maßes 
einer Punktmenge. Der Klarheit halber wollen wir die auf dem Abschnitta <x=< 5 
gelegene Punktmenge betrachten. Wenn eine Punktmenge ein innerhalb des 
Abschnitts a < x <{ b gelegenes Intervall x <x < $ ausfüllt, dann nimmt man 
als Maß dieser Menge einfach die Länge des Intervalls $8 — «. Wir betrachten jetzt . 
eine Menge, die eine endliche oder abzählbare!) Menge sich nicht überschneidender 
Intervalle ausfüllt. Eine solche Menge nennt man offen, während man die nach Ent- 
fernung einer offenen Menge aus dem Abschnitt « <x<{ b verbleibende Menge 
abgeschlossen: nennt. Natürlich wird man das Maß einer offenen Menge definieren 
als Summe der Längen aller Teilintervalle und das Maß einer abgeschlossenen 
Menge als Differenz aus der Länge des Abschnitts a <x< b und dem Maß der 
herausgenommenen offenen Menge. Wir gehen zur allgemeinen Definition des 
Maßes über und wollen sagen, die Menge A überdecke die Menge B, wenn alle 
Punkte von B zu A gehören (kurz gesagt, wenn Bein Teil von A ist). Als äußeres 
Maß der Menge A bezeichnen wir die genaue untere Schranke (die untere Grenze) 
der Maße der sie überdeckenden offenen Mengen, als ihr inneres Maß die genaue 
obere Schranke (die obere Grenze) der Maße der von der Menge A überdeckten 
abgeschlossenen Mengen. Man kann beweisen (intuitiv ist das offensichtlich), daß 
das innere Maß einer Menge ihr äußeres Maß nicht übersteigt. Weiter heißt eine 
Menge meßbar, wenn ihr inneres und äußeres Maß zusammenfallen. Die gemeinsame 
Größe des inneren und äußeren Maßes einer meßbaren Menge heißt ihr LEBEs@UE- 
sches Maß. Das Maß einer Menge A werden wir mit dem Symbel #A bezeichnen. 

Die Meßbarkeit ist eine bedeutend häufiger vorkommende Eigenschaft der 
Mengen, als es auf den ersten Blick scheinen könnte. Alle bisher effektiv gebildeten 
Mengen sind meßbar. Die Existenz nichtmeßbarer Mengen zu beweisen, gelang bis 
jetzt nur unter Verwendung des sogenannten Auswahlprinzips, das keine Möglich- 
keit gibt, Mengen effektiv zu bilden. Wenn wir im folgenden von Punktmengen 
sprechen, werden wir stets ihre Meßbarkeit voraussetzen. 

Das Maß einer Menge besitzt eine Reihe von Eigenschaften, die der Länge zu- 
kommen, der Begriff des Maßes stellt eine Verallgemeinerung des Begriffes der 
Länge dar. So gilt etwa: Wenn zwei Mengen sich nicht überschneiden (d. h. keine 
gemeinsamen Punkte haben), dann ist das Maß der Summe der Mengen?) gleich 
der Summe der Maße der Summanden; das Maß der Summe zweier sich über- 

‚ schneidender Mengen ist gleich der Summe ihrer Maße minus dem Maß ihrer 
gemeinsamen Teile, usw. 


t) Eine Menge heißt abzählbar, wenn man alle ihre Elemente mit Hilfe der ganzen positiven 
Zahlen durchnumerieren kann. Als Beispiele abzählbarer Mengen mögen dienen: die 
Menge der ganzen positiven Zahlen selbst, ein beliebiger unendlicher Teil davon (z. B. die 
Menge aller geraden Zahlen, die Menge der Quadrate der ganzen Zahlen u.a.), die Menge der 
ganzen positiven und negativen Zahlen. Man kann zeigen, daß auch die Menge aller ratio- 
nalen Zahlen abzählbar ist. Als Beispiel nicht abzählbarer Mengen können folgende dienen: 
die Menge aller Punkte, die eine Strecke, ein ebenes oder räumliches Gebiet ausfüllen. 

2) Als Summe zweier Mengen bezeichnet man eine dritte Menge, die aus allen Elementen so- 
wohl der ersten als auch der zweiten Menge besteht; wenn ein Element in beiden zu summie- 
renden Mengen vorkommt, tritt es in der Summe nur einmal auf. 
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Der Begriff des Maßes läßt sich zwanglos auf Punktmengen ausdehnen, die sich 
in einer Ebene oder im dreidimensionalen Raum erstrecken. Hier ist der Begriff 
des Maßes natürlich eine Verallgemeinerung der Begriffe Flächeninhalt oder 
Volumen. Es ist nicht schwierig, den Maßbegriff auch auf Punktmengen in mehr- 

dimensionalen Räumen auszudehnen. 

Es gibt Mengen mit einem Maß, das gleich 
Null ist. Das sind offensichtlich die Mengen, 
die man durch offene Mengen von beliebig 

“ kleinem Maß überdecken kann.’ Von dieser 

Art sind die endlichen und die abzählbaren 

Punktmengen, wie nicht schwer zu zeigen 

ist. Es gibt auch nichtabzählbare Mengen 

vom Maße Null. Es ist üblich, zu sagen, eine 

Eigenschaft gelte fast überall, wenn sie höch- 

stens auf einer Menge vom Maße Null nicht 


x 
QXg &1X7 $2%2 K£n nd. zu gelten braucht. 
Wir wenden uns jetzt dem Integralbegriff 
Abb. 13 zu. Wir erinnern daran, daß man nach der auf 


CavcHaY und RIEMANN zurückgehenden Defi- 
nition das bestimmte Integral als Grenzwert der Integralsummen (die Bedeutung 
der Bezeichnungen ist in Abb. 13 angegeben) 


b 
/ fa) da im I Mel m) () 
= iA—>0 k=i . 


ansieht, wo } die größte der Längen der Intervalle (z;_,, z,) ist. Wenn man. eine 
hinreichend feine Einteilung des Grundintervalles a < x < b wählt und rechts in 
(1) das Limes-Zeichen fortläßt, 
dann erhält man als Näherungs- 
gleichung 


b, 
Na)da= IN) lan), 2) 


welcher geometrisch folgendes 
entspricht: Der Flächeninhalt des 
schmalen Streifens, der von dem 
Bogen der Kurve y= f(x), dem 
Abschnitt (x,_,, &,) der x-Achse 
Abb. 14 und den beiden in den Punkten 
%y..ı und x, errichteten Ordinaten 
begrenzt wird, wird ersetzt durch den Flächeninhalt des Rechtecks, dessen Basis 
der Abschnitt (x;_,,©;) und dessen Höhe die Kurvenordinate ist, die in einem 
beliebig gewählten Punkt £&, des genannten Abschnitts errichtet ist. Der Fehler der 
Näherungsgleichung (2) ist nicht.groß, wenn die Ordinaten der Kurvey = f{x) sich 
nicht zu schnell ändern; dabei hat diese oder jene Wahl der Punkte £&, keinen 
wesentlichen Einfluß auf die Größe des Fehlers. 
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Die Formel (2) wird jedoch unzuverlässig, wenn die Funktion f(x) schnell 
varliert (Abb. 14), wenn sie auch stetig bleibt. Offensichtlich erhalten: wir völlig 
verschiedene Ergebnisse je nachdem, ob wir. für &, Punkte mit sehr großen, sehr 
kleinen oder mittleren Ordinaten nehmen. In diesem Falle ist es zweckmäßig, 
den Flächeninhalt auf andere Weise zu berechnen. Auf der Ordinatenachse tragen 
wir den kleinsten und den größten Wert der Funktion!) ein. Das möge die Punkte « 
und ß ergeben. Den Abschnitt x < y<{ ß der Ordinatenachse zerlegen wir durch 
die Teilpunkte y, = &, Yı, Ya; - - -, Yn — Bin. kleine Abschnitte. Durch die Teilpunkte 
ziehen wir Geraden parallel zur Abszissenachse. Der uns interessierende Flächen- 
inhalt scheint in Figuren zerlegt, die an Rechtecke mit kleinen Höhen erinnern; 
diese „Rechtecke‘“ liegen in den horizontalen Streifen zwischen den Geraden 
y-yÄundy=9y,i=1,2,...,n. Wir bilden die Summe der Flächeninhalte 
der in einem solchen Streifen ein- 
geschlossenen ‚Rechtecke“, wobei wir 
als Grundfläche der „Rechtecke“2.B. Ps 
diejenigen Seiten nehmen, die auf der 
oberen Seite des Streifens (y = %,) 
liegen. Die genannte Summe von 
Flächeninhalten ist angenähert gleich Fi 
dem Produkt aus der Höhe ,; — y-ı Jr 
mit der Summe der Längen der Grund- 
linien. In jedem Punkt der Grund- a 
linie ist offensichtlich die Ordinate 
fix) > y;. Demnach kann man die 
Summe der Grundlinien der „Recht- Abb. 15 
ecke‘ als Menge derjenigen x-Werte 
charakterisieren, in denen f(x) > y; ist, und die Summe der Längen der Grundlinien 
als Maß dieser Menge?). Wir bezeichnen das erwähnte Maß mit «,. Dann ist der 
Flächeninhalt des Teiles der Figur, der in dem Streifen y;-ı < y < y; eingeschlossen 
ist. (dieser Teil ist in Abb. 15 schraffiert), angenähert gIach w(Yy; — Yı-}), der 


Flächeninhalt der ganzen Figur angenähert gleich u,Yo + > mlyı — Yi-ı)- Es ist 


interessant, zu bemerken, daß die Genauigkeit dieses Näherungswertes wenig da- ° 
von abhängt, ob die Funktion f(x) stetig oder unstetig ist, wenn sie nur beschränkt 
bleibt. Wir werden diese Behauptung nicht beweisen; wir bemerken nur, daß ihr 
Sinn aus den Darstellungen in den Abb. 14 und 15 völlig klar wird, in der zweiten ist 
das graphische Bild einer stetigen Funktion wiedergegeben, in der ersten das 
graphische Bild einer Funktion mit Sprungstellen in den Punkten (,, O5, O;. 
Die angenäherte Berechnung des Flächeninhalts durch die Summe 


HoYo 3 My — Yı-ı) (3) 


ergibt in beiden Fällen einen Fehler von ein und derselben Größenordnung. 
1) Genauer gesagt, die untere und obere Grenze der Funktionswerte. 
?) Es versteht sich von selbst, daß diese Menge bei beliebigem y; als meßbar vorausgesetzt 


wird. 


15 Variationsmethoden 
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Wir verkleinern jetzt die Teilintervalle (y;-,, %;) so, daß die Länge des größten 
von ihnen ‘gegen Null strebt. Wenn dabei die Summe (3) einem Grenzwert zu- 
strebt, dann nennen wir diesen Grenzwert das LEBzs@uEsche Integral der Funk- 
tion f(x) auf dem Abschnitt «a <x<<b. Durch Verallgemeinerung dieser Kon- 
struktion auf den Fall von Funktionen, die nicht notwendig stetig sind, kommen 
wir zü folgender Definition des Legzs@vuschen Integrals: 

Unter dem LesuscUzschen Integral einer beschränkten Funktion f(x) über dem 
Intervall a < x < b verstehen wir den Grenzwert 


N 
Im Fran +2 mW = 9m) | a a 7 
— ı= 


wo u; das Maß der Menge .der x-Werte mit f(x) > y, ist und « = y, und ß = Yn 
Zahlen sind, zwischen denen alle Werte f(x) eingeschlossen sind. 

. analog wird das Kaktgarscche 
Integral für Funktionen zweier oder meh- 
rerer unabhängiger Veränderlicher defi- 
niert. 

Man kann beweisen, daß. das LEBEs- 
auzsche Integral beschränkter Funktionen 
stets existiert. Wir setzen schließlich vor- 
aus, daß bei beliebigem Wert der Kon- 
stanten A die Menge der xz-Werte mit 
f(x) > A meßbar ist, andernfalls verliert 
die Definition des Leszscusschen Inte- 
grals ihren Sinn. Für alle Funktionen, die 
man bis jetzt effektiv hat bilden können, 

Abb. 16 ist die genannte Menge meßbar. Wenn das 

bestimmte Integral einer Funktion f(x) im 

gewöhnlichen (Rıemannschen) Sinne existiert, dann fällt es mit dem Le»ns- 

GuzEschen Integral zusammen, wie man zeigen kann. Man braucht deshalb kein 

besonderes Symbol zur Bezeichnung des Legzs@uxzschen Integrals, sondern be- 
nutzt die üblichen wo . 


Ir 12, te y) de dy 


usw. 
Wir geben jetzt die Definition des LEBEsGVEschen Integrals für unbeschrärkte 
Funktionen. Wir nehmen zunächst an, daß die Funktion f(x) nicht negativ ist. 
Wir bezeichnen mit N eine willkürliche positive Zahl und führen eine neue Funk- 
tion fy (x) ein, indem wir 
f(@), wenn f@)<N, ; 
AMT sen, HEN 


setzen (siehe Abb. 16). Die Funktion fy(z) ist beschränkt, da offensichtlich 
0<fv(x) < N ist, deshalb existiert ihr LeszsaUEsches Integral 


b 
[re de. (4) 
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Mit wachsendem N wächst. dieses Integral (oder nimmt wenigstens nicht ab) ind 
strebt deshalb bei unbeschränkt wachsendem N einem bestimmten endlichen oder 
unendlichen Grenzwertzu. Wenn für N — oo ein endlicher Grenzwert des Integrals (4) 
existiert, dann heißt dieser Grenzwert das LeBasaussche Integral der unbeschränkten 
nichtnegativen- Funktion f(x). Damit gilt definitionsgemäß, wenn die Funktion 
f(x) > 0 und nicht negativ ist, 


b b 
Ir@as - lim ET: 
No 

& b 


Eine unbeschränkte nicht negative Funktion, für die das Leszs@uzsche Integral 
in den Grenzen von «a bis b existiert, nennt man summierbar im Intervalla <x<b. 
Analog sind die Funktionen definiert, die im m- ee (m > 2) Gebiet 
summierbar sind. 

Möge jetzt f(x) beliebiges Vorzeichen haben. Man kann f (x) als Differenz zweier 
nicht negativer Funktionen darstellen. Setzt man nämlich 


hi) = fe) +f@b hi) = 5 {ie II Fe@)} 


dann ist (2) > 0, f(x) > 0 und f(x) = fi (®) — fa(x). Wir wollen f(x) dann und 
nur dann als summierbar ansehen, wenn jede der Funktionen f} (x) und f, (x) summier- 
bar ist, und in diesem Falle definieren wir 


b b » 
[to dx = [ho dx — [ I) de. 


Wenn /(x) summierbar ist, dann ist auch die Funktion /@)l = fi) + 2f,(&) 
summierbar. Das LeBkseuzsche Integral ist also immer absolut konvergent. 
Wenn die Funktion f(x) komplex ist, f(x) = p(x) + iw(x), dann setzen wir 


d d d 
[t«@) de = | p(a) de + if yvie) da 


Nach Definition existiert das Integral links dann und nur dann, wenn beide Inte- 
grale rechts existieren. Das LeBeseuzsche Integral komplexer Funktionen ist 
ebenfalls absolut konvergent. 

Die Haupteigenschaften des Rızmannschen. Integrals bleiben auch für das 
Lesezseuesche Integral erhalten. Wir führen drei Eigenschaften an, die für das 
Lesescuxssche Integral charakteristisch sind und in allem folgenden eine große 
‘Rolle spielen. Die Beweise findet der Leser in den zu Beginn des Kapitels zitierten 
Werken. 

1. Der Wert des Targnsennechen Integrals ändert sich nicht, wenn die Werts der 
Integranden in einer Menge vom Maße Null abgeändert werden. Außerdem bleibt 
das LeBEsauEsche Integral sinnvoll, wenn die Werte der Funktion auf einer Menge 
vom Maße Null nicht definiert sind. Als Folgerung daraus ergibt sich, daß das 
Legeseuesche Integral gleich Null ist, wenn der Integrand fast überall gleich 
Null ist. 


15* 
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2. Wenn das Integral einer nicht negativen Fünktion gleich Null ist, dann ist 
diese Funktion fast überall gleich Null. j 

3. Wenn |f(x)| < 9(x) und p (x) summierbar ist, dann ist /(x) ebenfalls summier- 
bar.!) 

Wir bemerken, daß der in $16 förmulihe Satz von FISCHER-RıEsZ über die 
Konvergenz im Mittel von der Grenzfunktion nur behauptet, daß ihr Quadrat im 
LEBeseuzschen Sinne sogar in dem Fall integrierbar ist, wo die Quadrate aller 
Funktionen der Folge im gewöhnlichen Sinne des Wortes integrierbar sind (nach 
RIEMANN; siehe Smirwow [1], Punkt 116—117). Wir erwähnen noch, daß der 
Satz von FiscHer-Rızsz auch dann gültig bleibt, wenn die Funktionen der Folge 
kompiexe Werte annehmen. Wir führen die Formulierung en Satzes in bezug 
' auf den gegebenen Fall an. 

Wir betrachten eine, Schar von im allgemeinen SEEN Funktionen, 
die fast überall in einem endlichen Gebiet des m-dimensionalen euklidischen 
Raumes definiert seien und deren Quadrate summierbar seien. Der Kürze halber 
wollen wir derartige Funktionen quadratisch-summierbar nennen. Wir vereinbaren 
hier wie auch im folgenden stets, daß wir zwei Funktionen als zusammenfallend 
ansehen wollen, wenn sie fast überall in 2 zusammenfallen. 

Wir wollen sagen, eine Folge in 2 quadratisch-summierbarer Funktionen 
Gn(P) konvergiere im Mittel gegen eine in 2 quadratisch-summierbare Funktion 
o(P), wenn 

im | Ipn(P) — pP) dQ = 0 


N—X 


gilt. - 
Satz von FISCHER-RIESZ: Wenn die in 2 quadratisch-summierbaren Funk- 
tionen 9,(P),®r=1,2,... der Bedingung - 


im | pP) = n(P) ?d2 = 0 


k,n— © 


genügen, dann existiert eine in Q quadratisch-summierbare Funktion @ (P) gegen die 
die Folge @,(P) im Mittel konvergiert. 


$ 42. Der HILBERTsche Funktionenraum 


_ Wir betrachten Mengen von Funktionen, die in einem endlichen Gebiet 2 de- 
finiert sind. 

Da wir spätere Anwendungen im Auge haben, Tan wir zu, daß diese Funk- 
tionen auch komplexe Werte annehmen. Auf derartige Funktionen läßt sich der in 
$ 4 eingeführte Begriff der linearen Menge oder des Lineals ausdehnen: Eine Menge 


1) Wir beweisen diese Behauptung. Wir bilden die oben erwähnte Funktion fr a Da sie 
beschränkt ist, ist sie DE wobei 


[ F@) Ir de < y pl) de | ©) 


gilt, da offensichtlich |F(@)|v < IF)| < p(&) ist. Mit wachsendem N wächst das linke 
Integral in (*) monoton. Da es infolge dieser Ungleichung beschränkt ist, hat es einen 
endlichen Grenzwert. Nach Definition ist f(x) dann summierbar. 
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von Funktionen heißt ein Lineal, wenn sie zusammen mit den Funktionen o(P) 
und y(P) auch die Funktionen @(P) + y(P) und ap(P) enthält, wo «a eine be- 
liebige (jetzt im allgemeinen komplexe) Konstante ist.!) Für das Folgende ist die 
Bemerkung wichtig, daß die Menge der in 2 quadratisch-summierbaren Funk- 
tionen ebenfalls ein Lineal ist: Wenn g(P) und yw(P) quadratisch-summierbar 
sind, dann ergibt sich aus der Ungleichung |eo + by? < 2 {ap + |? yl%} 
und aus der Eigenschaft 3 des Lesesausschen Integrals ($ 41), daß die Funktion 

ag(P) + by(P) ebenfalls quadratisch-summierbar ist. 

"Ein Lineal heißt ein. HILBERTscher Funktionenraum, wenn sich jedem Paar von 
Funktionen g(P), y(P), welche zu dem Lineal gehören, eine Zahl (p, yw) zuordnen 
läßt, welche folgenden Axiomen genägt: 


A.(9 9) = (PM?) 
(4,91 + 4293, 9) = (91, 9) + 42(P3, P), WO 91, 92, y Hlemente des Lineals, 
a, und a, Konstanten sind. j 
c. (98.9) >0. 
D. a (9,9) = 0 ist, ist o(P)=0. 


Funktionen, die zum HiLBerTschen Raum gehören, wollen wir als Elemente, 
manchmal als Punkte dieses Raumes bezeichnen. Die Zahl (p, y) heißt das Skalar- 
produkt der Elemente @ und y. 

Wir lenken die Aufmerksamkeit des Lesers auf den Umstand, daß die Eigen- 
schaft A des Skalarproduktes nicht mit der in $3 aufgestellten analogen Eigen- 
schaft zusammenfällt. Den Grund dafür werden wir später erläutern. 

Ebenso wie die von uns definierten „komplexen“ Räume kann man auch ‚reelle‘ 
Hitgerrsche Funktionenräume betrachten. Deren Elemente sind reelle Funktio- 

nen, deren Skalarprodukt die Eigenschaften A bis D, $3, besitzt, so daß ins- 
besondere das Skalarprodukt symmetrisch ist: (9, w) = (y, 9). In den folgenden 
Kapiteln werden wir es hauptsächlich mit reellen HILBERT-Räumen zu tun haben. 

Wir stellen einige einfache Eigenschaften des Skalarproduktes auf, die den in 

83 formulierten ähnlich sind (aber nicht immer mit ihnen identisch sind). 


Aus den Axiomen A und B folgt, daß (@, Ay) = A(@, y) ist, wo A eine komplexe 
Zahl ist. Nach Axiom. A ist nämlich (9, Ay) = (Ay, p). Infolge des Axioms B ist 
(Ay, 9) = A(p, p), was wiederum infolge des Axioms A gleich A(p, y) ist. Schließ- 
lich hat man (9, Ay) = A(p, y). Jetzt ist klar, daß man auf ein Skalarprodukt, 
dessen einer Faktor in Form einer Summe dargestellt ist, die Regel für die Multi- 
plikation mehrgliedriger Ausdrücke anwenden kann, jedoch mit dem Unter- 

schied, daß ein bei dem zweiten Faktor stehender Zahlenkoeffizient durch seinen 
konjugiert komplexen Wert ersetzt werden muß, wenn man ihn aus der die skalare 
Multiplikation bezeichnenden Klammer herauszieht. Aus dem Gesagten wird klar, 
warum die Eigenschaft A des Skalarproduktes abgeändert werden mußte. Nach 
Eigenschaft C muß nämlich nicht nur (9, p) > 0 gelten, sondern auch (Ay, 29) > 0, 
wo A eine beliebige komplexe Zahl ist. Wenn wir die Eigenschaft A in der Form 
(9,9) = (w, p) beibehalten hätten, würde sich (Ap, ip) = A2(p, p) ergeben, was 
bei beliebigem komplexem A selbst eine komplexe Größe darstellen würde und 
keineswegs positiv oder gleich Null wäre. 


1) Siehe Fußnote 2 Seite 30. 
2) Mit dem Querstrich bezeichnen wir die konjugiert komplexe Zahl. 
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Die nicht negative Zahl Y(9,9) heißt die Norm des Elementes @ und wird mit 
dem Symbol ||o|| bezeichnet, so daß also 


Iel= Y@, 9) (1) 


gilt; die Norm der Differenz zweier Elemente heißt der Abstand der beiden Ele- 
mente voneinander. Man sagt, die Formel (1) definiert eine Metrik im HILBERT- 
Raum. 

Ein Element des Hınserr-Raumes, dessen Norm gleich Eins ist, ist normiert. 

Die Norm im HiıLBert-Raum besitzt die in $3 aufgestellten. Eigenschaften a) 
bis d). Die Eigenschaften a) und b) sind offensichtlich, die Eigenschaft e), die Un- 
gleichung von CauchyY-BUNJAKOWSKI, und die Eigenschaft d), die Dreiecks- 
ungleichung, bedürfen eines neuen Beweises. 

Wir wollen also beweisen, daß für beliebige Elemente » und w des HILBERT- 
Raumes die Ungleichung von CAUOHY-BUNJAKOWSKI 


(eYl<iel-ipl (2) 


gilt. Diese Ungleichung ist offensichtlich, wenn (p, y) = 0 ist, deshalb genügt es, 
den Fall (o, y) = 0 zu betrachten. 

Es sei 6 eine komplexe Zahl, die wir unten näher bestimmen werden, und A eine 
willkürliche reelle Zahl. Nach Axiom C ist 


(P — 20,9 — 109) > 0. 


Wir multiplizieren die Klammern aus und ziehen die Zahlenkoeffizienten vor das 
Zeichen der skalaren Multiplikation: 


(99) — 109, y A) > 
oder, was dasselbe ist), 
| Il? — 2ARe [Alp pl + Roy? > 0. 


Der Ausdruck links stellt ein quadratisches Polynom in A dar, das für alle reellen 
Werte des Argumentes nicht negativ ist. Dann ist seine Diskriminante nicht positiv: 


{Re [6 (, y]P — 1 PIplF Ir? <0O.. 


Daraus erhält'man, indem man die Wurzeln zieht 


|Re[6(o, DIIESLIE Ip Iyl. (3) 
In dieser Ungleichung, die für beliebiges # gilt, setzen wir 
„_ em 
(9 Y) 


Das ist möglich, da nach Vöraussetzung (9, y) =# 0 ist. 


") Hier und in allem folgenden ‚bezeichnen die Symbole Re bzw. Im den Real- bzw. Imaginär- 
teil des dahinter stehenden Ausdrucks. 
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Bei einer solchen Wahl von 9 wird || = 1. Weiter ist d(9, y) = |(9, y)| eine 
reelle (sogar positive) Größe, und deshalb fällt sie mit ihrem Realteil zusammen: 
Re [9 (o, y)] = #(p, y) = |(p, v)|. Setzt man das in (3) ein, erhält man die Un- 
gleichung (2). 

Jetzt ist es nicht schwer, auch die Dreiecksungleichung 


IP + ylI< Iel+ Ipl . (4) 


herzuleiten. Wir haben. 


e+yr<e ++) =) + (ey) + y) + Y) 


= |pl? + 2Re [(p, y)] + IplE. 
Nach der Ungleichung von CAuUcHY-BUNJAKowsKı ist (9, y)]< Tel‘ lypl. 
Erst recht ist |Re [(9, y)]| < | p1  |yl. Daraus folgt 


IP +yY<Ie®+21pl- Iyi-+ IylP, 


was mit der Ungleichung (4) übereinstimmt. 
Wir bringen einige Beispiele für Hıngertsche Funktionenräume. 

a) Der Raum L,(2). Wie zu Anfang des Paragraphen bemerkt wurde, bildet die 
Menge der in Q fast überall definierten und in Q quadratisch- summierbaren 
Funktionen ein Lineal. Wir definieren auf diesem Lineal ein Skalarprodukt, indem 
wir ö 


(9.9) = [P(Py(P da, (5) 
2 


setzen. Das Integral (5) existiert, wie aus der Eigenschaft 3,$41 und aus der Un- 
gleichung |ey|< 5 (po? + |yw|?} folgt. Der Ausdruck (5) genügt offensicht- 


lich den Axiomen A bis C; er genügt auch dem Axiom D, wenn wir, wie in $41 
vereinbart, zwei Funktionen als identisch ansehen, die fast überall gleich sind und 
insbesondere eine fast überall verschwindende Hunkhion. als nicht identisch von 
Null verschieden ansehen. 

Durch Einführung des Skalarproduktes haben wir unser Lineal in einen HILBERT- 
Raum verwandelt; er wird gewöhnlich mit dem Symbol L,(2) bezeichnet. Wenn 
2 das Geradenstück a <x< bist, schreibt man L,(a, b). Die Norm in L,(2) ist 
durch 


Ip1? je d2 | (6) 


definiert. Die Ungleichung (2) ee hier in die bekannte Ungleichung von BUNJA- 
KOWSKI 


er?) maaf< fir )Id2 [ Iy2(P) Id2. 


über. 

Die bedeutende Rolle, die der Raum L, (2) in allem Vorangegangenen spielte, ist 
offensichtlich; keine geringere Rolle wird er auch in den folgenden Kapiteln 
spielen. Vielleicht ist es nützlich zu bemerken, daß wir früher den reellen Raum 
L,(@2) benutzt haben, dessen Elemente reelle quadratisch-summierbare Funktionen 
waren; oben hatten wir sie „Funktionen mit endlicher Norm“ genannt. 
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b) Ein anderes wichtiges Beispiel eines HrLsurrschen Funktionenraumes stellt 
. der Raum 1,(2;o(P)) dar. Seine Elemente sind die Funktionen, für die das 
Integral 


[etPlp(P)lde (7) 


2 


existiert. Hier ist o(P) eine nicht negative Funktion, und zwar bleibt sie für alle 
- Elemente des Raumes ein und dieselbe. Wir sehen hier zwei Funktionen o,(P} 
und @(P) als identisch an, wenn 


[stPlpı(P) — p(P)?42 = 0 
2 % 


gilt. Das Skalarprodukt in L,(2; o(P)) wird durch die Formel 


(9.9) = [ o(P)p(P) y(P) 42 (8) 
[e) 
gegeben, die Norm, die sich aus (8) ergibt, durch 


er fetPAlg(Alan. (9) 
5 2 


c) Wir bezeichnen mit S den Rand des Gebietes 2. Wir betrachten die Menge der 
Funktionen, die im abgeschlossenen Gebiet 2 = 2 + S zusammen mit allen ihren 
Ableitungen bis zur Ordnung r einschließlich stetig sind. 

Es ist nicht schwer zu sehen, daß diese Menge ein Lineal ist. Wir machen es zu 
einem HILBERT-Raum, wenn wir in ihm ein Skalarprodukt durch folgende Formel 
erklären: : 

5 Ok Ok 
en... 2 "a2. (10) 


= tat) Ich da... Oatm Oatı Inder... Owim 
2 


Hier sind x, &, ... , %„ die kartesischen Koordinaten eines veränderlichen Punktes 
aus 2. Diesen Raum bezeichnet man mit dem Symbol LP (2); für r = 0 geht er 
in den Raum ZL,(2) über. Wie aus Formel (10) ersichtlich, ist die Norm in LY (2) 
durch die Beziehung 


r 
et=-% 5 / 
k=0 ++ tank 


2 


Oe 2 


= ———|d2 11 
dIatı dwseı.. Oxim A un) 


definiert. 

Wir erwähnen noch eine andere Klasse von HILBERT-Räumen, die in den voran- 
gegangenen Kapiteln eine wichtige Rolle spielten. A sei ein positiver Operator. - 
Die Menge der Funktionen (wir wollen sie als reell ansehen), die den Definitions- 
bereich D, des Operators A’bilden, kann man zu einem reellen Hınserr-Raum 
machen, wenn man als Skalarprodukt zweier solcher Funktionen ihr energetisches 
Produkt nimmt: 


[%, v] Ze (Au, v); u € D,v eD;; 
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die Norm. in diesem Raum fällt mit der in Kap. II definierten Norm bezüglich der 
Energie zusammen. Den so gebildeten HıLsERT-Raum werden. wir meistens mit 
H, bezeichnen; wenn es notwendig sein sollte, die Rolle des Operators A zu unter- 
streichen, werden wir zur Bezeichnung dieses Raumes das Symbol Z, verwenden. 

In einigen Fällen führt man Hınzerr-Räume allgemeiner Natur ein, darunter 
auch solche, deren Elemente keine Funktionen sind, sondern z. B. Zahlenfolgen: 
Wir begnügen uns hier mit einem Hinweis auf den für manche Untersuchungen 
wichtigen HiLBERT-Raum der (im allgemeinen komplexen) Vektorfunktionen, den 
wir mit 2,(2) bezeichnen. Seine Elemente sind Vektorfunktionen eines Punktes 
des Gebietes 2; wenn r4 (P) ein solcher Vektor mit den Komponenten 9,, Py: P; 
nach den Koordinatenachsen ist, dann fordern wir die Existenz des Integrals 


gel + Il? +19} 42. 
2 


Das Skalarprodukt in 2,(2) ist durch die Formel 


(9,9) = [ (Mede + 90, + 00) ER (12) 
Q 


definiert. Die Norm eines Elementes ist offensichtlich gleich 
Fr = [tlpz® + 19,1? + 19,12} dQ. (13) 


Wenn die betrachteten Vektorfunktionen reell sind, erhalten wir den reellen 
Hırsertschen Vektorraum 2,(2); das Skalarprodukt und die Norm in ihm sind 
durch die einfacheren Formeln 


(Y)=[P-9d2; pr = [P°dR 
2 2 ö 


definiert, wo v . » das gewöhnliche skalare Produkt von Vektoren. bedeutet, PZ; 
ist das Quadrat der Länge des Vektors r2 Der Vektorraum 8, (2) wurde von uns 
im wesentlichen bei den Problemen der Elastizitätstheorie benutzt; wie wir im 
folgenden Kapitel sehen werden, erweist sich .dieser Raum auch bei anderen 
Problemen als nützlich. 

Die in $9 gegebene Definition der linearen Abhängigkeit läßt sich auf den 
Hirgerr-Raum ausdehnen. Die Elemente p,, 9% ..., 9%, eines Hıngerr-Raums 
heißen linear abhängig, wenn man. konstante. Zahlen a,, 4, ..., @,, die nicht alle 
gleich Null sind, derart finden kann, daß die Beziehung 


Pt PR tt mn = 0 


besteht. Die genannten Elemente heißen linear unabhängig, wenn die letzte Glei- 
chung nur für 


Mh t=m,=0 


besteht. Es gilt ein dem Satz 2, $9 vollständig analoger Satz. 
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Satz. Damit die Elemente 9, 92, ..-, 9n eines HILBERT-Raumes linear abhängig 
sind, ist es notwendig und hinreichend, daß die Determinanite 


| (91; 9) (9: 92); Kane} (91 Pn) 


(9%, 9); (Pe; Pa2)> ---» (Pa, 92) 
DT pr Be re a pen kernee j (14) 


(In 91): (Pr; Pa) 2. (Pns Pn) 


verschwindet. Der in 89 gegebene Beweis läßt sich ohne Änderungen auf den all- 
gemeinen Fall übertragen. 

Die Determinante (14) nennen wir wie früher die GrAamsche Determinante der 
Elemente 9,, 9 --.> Pn- 


$ 43. Grenzübergang in HILBERT-Räumen 


. Ein HiLzerT-Raum H sei gegeben und 9,, 93 ---, 9, -.. Sei eine Folge!) seiner 
Elemente. Man sagt diese Folge konvergiere oder strebe gegen 9, wenn r ein 
Element von Z ist und 

lim 19. — pl = 0 () 


N—X 


gilt. Das Element 9 heißt Grenzwert der Folge {p,}. Wir beschreiben diesen Um- 
stand unter Verwendung der üblichen Symbole: 


m>9p Iimpm=p. 
NO 


Wir erläutern unsere Definition an Beispielen. 
a) Im Raum Z,(2) bedeutet die Konvergenz 9, — 9, daß 


lm | I9(P) — P(P)PdQ = 0 


N—O 5 


gilt, d.h. daß 9,(P) gegen »(P) im Mittel konvergiert. 

b) Ganz analog ist die Konvergenz in L,(2; o(P)) die Konvergenz im Mittel mit 
dem Gewicht o (P). 

e) Die Konvergenz in LS? (Q) bedeutet, wie leicht zu sehen ist, die Konvergenz 
im Mittel der Funktionen der Folge und aller ihrer Ableitungen bis zur Ordnung r 
einschließlich. gegen eine Grenzfunktion und ihre entsprechenden Ableitungen. 

d) Die Konvergenz im Raum 4, (siehe $ 42) ist die Konvergenz Ban der 
Energie des Operators A. 

Es gilt ein den Satz 2, $7 verallgemeinernder Satz: 


Satz 1. Wenn 9, — p und 9, > y gilt, dann gilt 
(Pn> 9n) > (9: Y). 


*) Zur Bezeichnung einer Folge 9, 99 ++» Par + -- benutzt man häufig das Symbol {o,}. 
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"Wie leicht zu verifizieren ist, gilt 


(In: Un) — (9%) = (Pr — 9 9) + (on Y) + (9m 9%): 


Daraus folgt nach der Ungleichung von CAUCHY-BUNJAKOWSKI. 


on 9m) — (WI < Ir — Pl In — Yi 


| + pl 19a — Pl + gu — pl Io 0, 
was den Satz beweist. 

Folgerung 1. Wenn @, — 9 gilt, dann gilt (o,, 9) > (9, Yy). 

Foigerung 2. Wenn 9, — 9 gilt, dann gilt (9,1 — Ip. 
Wir erhalten Folgerung 1, wenn wir in dem Satz 9, = y setzen, Foigerung 2, wenn 
wir 9, = 9, setzen. 

Wir bemerken, daß Folgerung 1 eine unmittelbare Verallgemeinerung des 
Satzes 2, $7 auf den Fall eines beliebigen Hınserr-Raumes darstellt. 

Wir kehren zum allgemeinen Konvergenzbegriff zurück. Es sei in einem Hır- 


BERT-Raum, wir bezeichnen ihn mit H, eine gegen das Element @ konvergierende 
Folge {o„} gegeben. Nach Definition ist im |» — gl =0. Das heißt, daß man 
N—X 


für ein vorgegebenes & > 0 einesolche Zahl n,(e) finden kann, daß Im — pl <e 
für n>n(e) ist. Essik>n, (2) undn>n, (3) Dann silt 
€ 


Ipr—pl< 5 und Im = el<yg 


Wir schätzen die Norm des Abstandes |9, — „|| &b. Nach der . Dreiecks- 
ungleichung ist 


Ip = a1 = I = pP) = (m pIS Ir pl+ Im pl<e. 
Die letzte Ungleichung ist, da & beliebig ist, gleichbedeutend mit der Beziehung 


im I9r — ml =. (2) 


Nn>X© 


Wenn also 9, — p konvergiert, dann ist die Beziehung (2) notwendig erfüllt. 
Es erhebt sich die Frage: Ist auch die umgekehrte Behauptung richtig, d.h. kann 
man die Existenz eines Grenzwertes der Folge {o,} behaupten, wenn sie der Be- 
ziehung (2) genügt? Im allgemeinen muß man auf die Frage eine negative Ant- 
wort geben. j 

Um das zu erläutern, betrachten wir ein solches Beispiel. Wir betrachten das 
Lineal, das aus den im Intervall -1 <x<{ +1 stetigen Funktionen besteht. Wir 
verwandeln dieses Lineal in einen HıLzerr-Raum, indem wir durch die Formel 


1 
(9,9) = [ P&) via) de 


—1 
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ein Skalarprodukt definieren. Der von uns konstruierte Raum, wir bezeichnen 
ihn mit N, fällt nicht mit L, (—1,1) zusammen, da letzterer nicht nur stetige 
Funktionen als Elemente enthält, sondern auch unstetige. 

Wir bilden die Folge der Funktionen 


| 
| 


1 

Pn(a) = = 
| 1, ee: 

2 NW 


Das graphische Bild dieser Funktionen ist in Abb. 17 dargestellt. Da sie stetig 
sind, gehören diese Funktionen zu N. Eine einfache SLIDE zeigt, daß 


1 >00 Pr el 
gilt. 
Die Folge {o,(x)} strebt, im gewöhnlichen Sinne dieses Wortes, gegen eine un- 
stetige Funktion, die wir mit @,(x) bezeichnen; es ist 


=, SI<Cu<), 
PX) = 0, 2 —=(, 
1, 0<a<i, 


wobei die Konvergenz in den Intervallen 
—1<xe<-—e unds<xe<1 gleichmäßig ' 
ist; & ist eine beliebige positive Zahl. Hieraus 
ist unschwer zu ersehen, daß 


+1 
lim I [pn(&) — PR) da —= 0 


No 
—i 

gilt, d.h. daß 9,(x) — Y,(x) im Mittel gilt. 

Die Funktion 9,(x) ist unstetig, ja noch 
mehr, sie kann nicht stetig gemacht werden, wenn man ihre Werte nur auf einer 
Menge vom Maße Null abändert. Da der Grenzwert im Sinne der Konvergenz 
im Mittel eindeutig ist, so gibt es im Raum N kein Element, das Grenzwert für 
{o„} ist, obgleich diese Folge der Bedingung (2) genügt. Dagegen zieht die Be- 
ziehung (2) im Raum L,(2) die Existenz eines Grenzelementes nach sich, das folgt 
unmittelbar aus dem Satz von FISCHER-Rızsz ($ 41). In unserem Beispiel ist die 
Funktion @, (x) dieses Grenzelement. 


Abb.17 
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Wir bezeichnen einen HILBERT-Raum als vollständig, wenn jede der Beziehung (2) 
genügende Folge seiner Elemente einen Grenzwert hat, im gegenteiligen Fall nennt 
man ihn unvollständig. Aus dem oben Gesagten folgt, daß der Raum N unvoll- 
ständig, der Raum 2, (2) vollständig ist. Man kann DER daß auch der Raum 
L,(2; c(P)) vollktändig ist. 

Einen unvollständigen HILBERT-Raum kann man vollständig machen, indem 
man ihn durch neue Elemente ergänzt, ähnlich. wie die Menge der rationalen 
Zahlen durch. Einführung der irrationalen Zahlen zur Zahlengeraden vervoll- 
ständigt wird. Möge die Folge {p,} der Beziehung (2) genügen, aber keinen Grenz- 
wert haben. Wir ordnen der Folge (@,„} als Grenzwert ein neues Element @ zu, 
das wir Grenz- oder ideales Element nennen. 

Es seien p und y als Grenzelemente der Folgen {y,} bzw. {y,} dehntert; Wir setzen 
fest, daß p = y ist, wenn 

lim |@, u 1 =0 


N—X 
gilt. 
Das Skalarprodukt der Grenzelemente definieren wir durch die Formel 
(9, y) = lim (Pn; Un); 8) 
N—X 
dann ist offensichtlich 
Ip = lim Ion |; (4). 


die Existenz beider Grenzwerte ist leicht zu beweisen. Man kann zeigen, daß die 
Ergänzung von H durch alle seine Grenzelemente H zu. einem vollständigen 
Raum macht. Der konkrete Charakter der Grenzelemente hängt von dem zu ver- 
vollständigenden Raum ab. So führt die Vervollständigung des Raumes N auf den 
Raum 2, (—1,1); Grenzelemente sind hier die im Intervall -—1<x<{1 qua- 
dratisch-summierbaren unstetigen Funktionen. Die Vervollständigung des 
Raumes A, führt auf die Funktionen mit endlicher Energie bezüglich des Opera- 
tors A. Die Vervollständigung des Raumes LY’(2) hängt mit dem Begriff der 
verallgemeinerten partiellen Ableitung zusammen, wir möchten hier nicht näher 
darauf eingehen. 

Wenn wir im folgenden von HıLzerrschen Räumen sprechen, werden wir sie als 
vollständig voraussetzen, wenn wir wicht ausdrücklich das Gegenteil sagen. 

Wir führen noch folgenden für das weitere wichtigen Begriff ein. Eine Menge M 
wollen wir dicht im Hiıuzertschen Raum H nennen, wenn man jedes Element 
» e H als Grenzwert einer Folge 9, € M erhalten kann. So kann man beweisen, daß 


die Menge der in D=R+S stetigen Funktionen in L,(2) dicht ist. 


Wenn der Raum H durch Vervollständigung eines unvollständigen Raumes HZ’ 


gewonnen wurde, dann ist F’ dicht in 7. Es sei nämlich @ e H. Wenn außerdem 
p eH’ ist, dann kann man 9,= p setzen, und es ist offensichtlich 9 — Im o,, wo 
©, € H’ ist. Wenn aber  d H’ ist, dann ist » ein Grenzelement, und nach dessen 
Definition existiert eine solche Folge @, eH’, daß. 


p = lim @ 
gilt. ; 
Im weiteren werden wir jede der Beziehung (2) genügende Folge als Funda- 
mentalfolge bezeichnen. Demzufolge gilt: In einem 2 vollständigen Raum ist jede 
Fundamentalfolge konvergent. 


238 VI. Verallgemeinerung der früheren Ergebnisse 


$ 44. Verallgemeinerung des Orthogonalitätsbegriffes 


In $ 10 haben wir die Begriffe der Orthogonalität im gewöhnlichen Sinne und 
der Orthogonalität bezüglich der Energie eingeführt. Sie beide stellen Spezialfälle 
des allgemeineren. Begriffes der Orthogonalität der Elemente eines HILBERT- 
Raumes dar; diesem Begriff ist der vorliegende Paragraph gewidmet. 

Zwei Elemente eines HıLgeRtT-Raumes heißen orthogonal, wenn ihr Skalar- 
produkt gleich Null ist. Eine endliche oder unendliche Folge paarweise ortho- 
gonaler Elemente heißt Orthogonalsystem. Wenn alle Elemente des Systems 
normiert sind, d. h. wenn die Norm jedes Elementes gleich Eins ist, dann heißt das 
System orthonormiert. Ein orthonormiertes System {p,} genügt den Beziehungen 

l,m=n, 


(Pr Im) = | 0, men. . (0) 
Für beliebige HıLserr-Räume bleibt die Tatsache der linearen Unabhängigkeit 
orthonormierter Elemente gültig. Auch der „Satz von PYTHAGorAs“ bleibt gültig: 

'Wennpg=9,-+9.,+°"-+ 9 ist und die Elemente 9, paarweise orthogonal 
sind, gilt 


Io? = B3 Ioel®. oo 


Ohne Änderungen überträgt sich das Orthogonalisierungsverfahren für linear 
unabhängige Funktionen auf den allgemeinen HILBErT-Raum. 

Wir haben in $10 die Definition eines vollständigen Funktionensystems be- 
züglich einer bestimmten Funktionenklasse eingeführt. In der allgemeinen Theorie 
der HILBERT-Räume wird weitgehend eine andere Definition benutzt. 

H sei ein HıLBerr-Raum und (9, } ein orthonormiertes System darin. Wir wollen 
dieses System vollständig in H nennen, wenn kein identisch von Null verschiedenes 
Element existiert, das zu allen Elementen des Systems orthogonal ist; andern- 
falls nennen wir das System unvollständig. 

Wenn das System {p,} vollständig ist, dann zaleta aus den u 


(m; @)=0,;, n=1,2,. 


daß & = 0 ist. Das ergibt sich unmittelbar aus der Definition eines vollständigen 
Systems. 

Wie schon in $ 10 benutzt man orthonormierte Systeme, um Orthogonalreihen 
in beliebigen HILBERT-Räumen zu bilden. Wir verweilen kurz bei dieser Sache und 
beachten, daß im allgemeinen die Elemente des Raumes Funktionen sein können, 
die auch komplexe Werte annehmen können. 

Es sei {o,} ein. orthonormiertes System im HiILBERT-Raum H und 9 ein will. 
kürliches Element aus H. Wir stellen folgende Aufgabe: Es sind Koeffizienten «; 
derart zu bestimmen, daß die Norm |p — 5,|, wo 5, = 91 + &Pg +" 

-  %,9, ist, möglichst klein wird. Man hat 


n n 
IP - = (pp m PH) = (v — 2, 990 9 — Fsmtm) 
= mM= ö 


N 


Rn 
= (9,9) — ort (9% 9) 2 %(P: Pr) +2 98. 


u 
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Wir setzen 
(9; 9) = A: 


Die Zahlen «a, nennt man die FOURIER-Koeffizienten des Elementes 9 bezüglich des 
Orthonormalsystems {9,}; jetzt wird 


N 
Ps = |Ipl?’+ PaRıL — %,4% — 8094). 
Unter dem Summenzeichen addieren und subtrahieren wir die Größe a,a, = 
la, ]°. Wir erhalten dann 
Rn 


Ip - 12 = Ip? - 2 (06% — 05,0 + 840% -} apa) 


R R NR 
— 3 |]? = Ip? + 3 (ar — 9) (dr — %) — 3, |ar |? 
k=1 ki ki 
oder schließlich 


le - »?= le? +3 | - a? —- I). 
Bei ’ kei 


Offensichtlich nimmt die Größe |p — s„|? ihren kleinsten Wert für &, = a, an. 
Dafür ist j 
2 R 


== (pm: IP — Hl = Ip — I ar). (2) 
k=1 k=1 k=1 


Die linke Seite der Beziehung (2) ist nicht negativ; daraus folgt sofort die Un- 
gleichung 


M ’ 
Zar < ip. 8) 
k=1 

Aus dieser Ungleichung folgt seinerseits die Konvergenz der Reihe 

N 

3 & „® ?; 

dabei gilt offensichtlich - 
PA <IpP. (4) 


Die letzte Ungleichung heißt Bzsseusche Ungleichung. 
Wir betrachten die Reihe 


2: 4% = P2 (9, Pr) Pr; 
ki ki ; 


die sogenannte FOURIER-Reihe oder Orthogonalreihe des Elementes & in bezug auf 
das Orthonormalsystem {9„}. Wir beweisen zunächst, daß diese Reihe konvergiert, 
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wenn der Raum 7 vollständig ist. Wir schätzen die Größe 


n 
Isa — Sm I? —=| > A, Pk I? 
k=m+i1 


ab. Da @, orthogonal und normiert ist, gilt nach Formel (1) 


nr 


In -n= 3 |. 
k=m-+1 


Infolge der Konvergenz der Reihe (4) strebt die Größe rechts gegen Null fürn — 00; 
nach der Definition eines vollständigen Raumes existiert der Grenzwert 


oo 
s = lim s, = S 4.9 - 
ki 


N—X 
Ferner ist die Differenz  — s orthogonal zu allen’o,, k = 1,2, .... Es ist nämlich 
($ —$, Pr) = (9, Pr) — (8, Pr) > (0, — (8, 7) — 4, — (Sn Pr) — (s Sn Pr): 


Wir wählen » > k. Da das System {p,} orthonormiert ist, ist, wie man leicht 
sieht, (s,, 9) = 4, und folglich 


(P — 5; 9) = (Sn — 5: P)- 
Nach der Ungleichung von CavcHY-BUNJAKOWSKI ist 


(P— 85, |< sn — s| or! — In — sl —0, 


und da (p — s,9,) nicht von n abhängt, ist 
8,9) =, k=1,2,...,° 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Wir nehmen jetzt an, daß das Orthonormalsystem {p,} vollständig ist. Dann 
ist das zu allen Elementen des Systems orthogonale Element @ — s gleich Null, 
und es gilt 


— 3 IP» 5) 
k=1 


Wir haben so folgenden Satz erhalten: 


Satz 1. Wenn ein Raum vollständig ist, dann konvergiert die FOURIER-Reihe 
eines beliebigen seiner Elemente bezüglich eines beliebigen vollständigen Ortho- 
normalsystems gegen dieses Element. 


Infolge Ungleichung (1) ist 


n EN 
IP = > 1a 
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Ferner ist nach Folgerung 2 aus Satz 1, $43 
Is ? = lim Is, |? = 3, |ax|?. 
N—> X k=i1 


Wenn das Orthonormalsystem. vollständig ist, ist = Y, und wir erhalten die 
sogenannte Vollständigkeitsrelation 


Ir = I IP. | (6) 
k=1 a 


Oben wurde festgestellt, daß die Reihe der Quadrate der Fourıer-Koeffi- 


zienten eines beliebigen Elementes eines HıLBerr-Raumes konvergiert. Auch die 
umgekehrte Behauptung gilt: 


Satz 2: Es gebe Konstanten a, derart, daß die Reihe 3) |a,|? konvergiert, {9n} 
sei ein Orthonormalsystem. Dann konvergiert die Reihe "=! 


I ay9% Ze © 
Ki 


{im Sinne der Konvergenz im. betrachteten HıLzErtT-Raum); die Konstanten a; 
sind die FOURIER-Koeffizienten ihrer Summe, und für diese Summe gilt die Voll- 
ständigkeitsrelation. 

Bezeichnet man die n-te Partialsumme der Reihe (7) mit s,, so gilt 


nr 
= >: a; |? —0, 


k=m+1 M,N-—>X 


ISn — Sm |? = 


n 12 
, = A Pr 


woraus die Konvergenz der Reihe (7). folgt. Wir bezeichnen ihre Summe mit s. 
we bestimmen die FOURIER- Koeffizienten des Elementes s: 


(5 9) = (En; Pr) + (8 — Sm 9): 
Wenn n > k ist, dann ist (s,, 9,) = @;. Weiter ist 
em < Is — sl" Irl = Is — Sl >20. 


Daraus folgt, daß (s, Pr) = = % ist. Schließlich wird . 
[s[?= lim |s, |? = lim 5 |? = 3 |ar|?. 
Nn—o n—o k=1 k=1 


Wir führen einen Hilfssatz an, den wir im weiteren oft benutzen werden. 


Hilfssatz. Ein Element, das orthogonal zu allen Elementen einer dichten Menge 
ist, ist gleich Null. 


H’ sei eine dichte Menge und (9, y) = 0, wenn y e H’ gilt. Wir nehmen ein 
willkürliches Element » unseres Raumes. Nach der Definition der dichten Menge 
ist ® = lim y„, wo y, € H’ ist. Nach Folgerung 1, $ 43 gilt (p, ®&) = Iim (p, w,) =0, 
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da (9, y,) = 0 ist. Also ist @ orthogonal zu jedem beliebigen Element des Raumes 
und damit insbesondere zu sich selbst. Das bedeutet (o, 9) = 0. Nach Axiom D 
istp=0. 

Wir verweilen noch bei einem Begriff, der in den bisherigen Kapiteln unbeachtet 
blieb, der aber keine geringe Rolle in der Theorie der energetischen Methode spielt. 
Besonders wichtig sind diejenigen HiLBErT-Räume, die eine dichte abzählbare 
Menge besitzen. Solche Räume heißen separabel. Besonders wichtig für Anwen- 
dungen ist es, daß der Raum Z,(2), d.h. der Baum der im Gebiet 2 quadratisch- 
summierbaren Funktiorien, separabel ist. Der Beweis dieser Behauptung beruht 
auf einem sehr wichtigen Satz!), wonach eine Menge von im abgeschlossenen Ge- 


_biet Q stetigen Funktionen in 2,(2) dicht ist, oder anders ausgedrückt, wonach 


sich eine beliebige in 2 quadratisch-summierbare Funktion mit beliebiger Genauig- 
keit durch stetige Funktionen im Mittel approximieren läßt. Die weiteren Unter- 
suchungen führen wir unter Voraussetzung eines endlichen Gebietes 2; nur dieser 
Fall ist für uns von Interesse. 

Es sei u(P)e 1,(2). Wir bringen 2 im Innern eines Parallelepipeds // unter und 
definieren die Funktion #(P) in I] — 2, indem wir sie dort gleich Null setzen. 
Offensichtlich ist nach dieser Definition v(P) e L,(I7T); nach dem oben erwähnten 
Satz läßt sich v(P) in IZ durch eine stetige Funktion im Mittel approximieren. 
Nach dem Satz von Wr1erstrass?) ]äßt sich diese Funktion in /T gleichmäßig 
(und erst recht im Mittel) durch ein Polynom approximieren, das sich seinerseits, 
was ohne weiteres klar ist, durch ein Polynom mit rationalen Koeffizienten approxi- 


mieren läßt. 
Es sei R(P) dieses Polynom. Dann ist die Größe 


[IutP) — R(P)l?dQ 
I R 


beliebig klein; erst recht ist die kleinere Größe 


[Ia(P) — R(P)? da 


2 


beliebig klein, und das bedeutet, daß sich jede im Gebiet Q quadratisch-summier- 
bare Funktion in diesem Gebiet im Mittel durch ein Polynom mit rationalen 
Koeffizienten approximieren läßt. Dann ist die Menge dieser Polynome dicht in 
Ls(2); diese Menge ist bekanntlich abzählbar. j 

Die Bedeutung der Separabilitätseigenschaft hängt mit folgendem Satz zu- 
sammen: 


Satz 3. Dafür, daß in einem. HıLserr-Raum ein vollständiges endliches oder 
abzählbares Orthonormalsysiem existiert, ist notwendig und hinreichend, daß dieser 
Raum separabel ist. 


1) Siehe z. B. W. I. Sur&wow [5] oder I. P. NATansox [1]. 
2) Siehe Smirwow [2], Punkt 254; den für Funktionen einer Veränderlichen gegebenen Beweis 
überträgt man leicht auch aufim Parallelepiped stetige Funktionen mehrerer Veränderlicher. -: 
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Notwendigkeit. Es existiere im Raum ein vollständiges endliches oder abzähl- 


bares Orthonormalsystem {p,}. Nach Satz 1 läßt sich .ein beliebiges Element des _ 


gegebenen Raumes in die Orthogonalreihe 


ö n 
P3= 2, In Pa» In = (9, Pu) 
n= 


entwickeln, die im Sinne der Metrik des gegebenen Raumes. konvergiert. Das 
bedeutet unter anderem, daß sich bei eegebenen; & > 0 eine solche Zahl N finden 
läßt, daß 


k En < 3 
n=i 


gilt. Es ist ferner nicht schwer, solche rationalen Zahlen «,,n =1,2,...,N zu 
bestimmen, daß die a 


VEm en R<$ 


erfüllt ist. Dann ist nach der Dreiecksungleichung 


N 
| 2 4 In > an Pe 
N= 


N j £ 
Ir-Z#n 2 
.N=1 


Ein beliebiges Element des HıLBerT-Raumes kann also mit beliebiger Genauigkeit 
durch eine Linearkombination einer endlichen Zahl von Elementen 9, approxi- 
miert werden. Das bedeutet, daß die Menge solcher Kombinationen dicht ist. 
Die Koeffizienten dieser Kombinationen sind aber rational, woraus folgt, daß 
die genannte Menge abzählbar ist.!) 

Hinlänglichkeit. Es sei ein separabler HıLzerr-Raum gegeben. Dann enthält 
er eine abzählbare dichte Menge. Daß die Menge abzählbar ist, bedeutet, daß man 
ihre Elemente durchnumerieren kann. Diese Elemente seien. 


Y War Kuren Ynn ver. . -.(8) 


Die Folge (8) ist von der Art, daß es zu jedem beliebigen Element pe und jedem 
£>0 einin der Folge (8) enthaltenes Element y, mit der Eigenschaft |9 — yy| < 8 
gibt. Die Elemente der Folge (8) unterziehen wir einem bestimmten ‚„Auswahl- 
verfahren‘: Wir streichen in (8) alle Elemente, die von den vorhergehenden linear 
abhängig sind. Als Ergebnis erhalten wir eine neue Folge, die wir mit 


> gr ern One (9) 
bezeichnen; ihre Elemente, in beliebiger endlicher Anzahl herausgegriffen, sind 
untereinander linear unabhängig. Gleichzeitig läßt sich jedes beliebige Element 
von (8) dürch eine endliche Anzahl der Elemente von (9) linear ausdrücken. Wenn 


!) Siehe z. B. I. P. Narassox [1], Kap. 1, $3. 


16* 
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nämlich y, ein nicht ausgestrichenes Element ist, dann ist es einfach gleich irgend- 
einem. ®„, wenn das Element y, jedoch ausgestrichen würde, dann hängt es nach 
der Bildungsvorschrift von den vorangegangenen o,, linear ab. Der Umstand, daß 
die Folge (8) vollständig ist, läßt sich wie folgt formulieren: Zu jedem beliebigen 
Element peH und zu jeder Zahl > 0 kann man eine solche natürliche Zahl n, 
und solche Koeffizienten &,, &g, - -., %, finden, daß 


\,- I’ 040% 


| 
Sc (10) 


gilt. Wir orthogonalisieren die Folge (9); es sei {p,} das dabei gewonnene Ortho- 
normalsystem. Wie wir schon wissen, drückt sich jedes der Elemente o; linear 
durch 91, Pa, ..., 9, aus. Es sei 


s 
= b;.9;- 
5-1 
Dann wird 
77 No 


PAUL = Rp; = Finn, 


und die Ungleiohung (10) nimmt die Geste 


| p - pm 


an. Die letzte Ungleichung beweist, daß das orthonormierte System {p,} in dem 
gegebenen HiLBErT-Raum vollständig ist. Wir bemerken, daß die en (9) 
endlich werden kann, dann wird Bub das System {p,} endlich. 


$ 45. Allgemeine Definition des Funktionals und des Operators 


Von dem allgemeinen Gesichtspunkt aus, den. wir im vorliegenden Kapitel ent- 
wickeln, hängt die in $4 gegebene Definition des Operators und des Funktionals 
im. wesentlichen mit dem Raum L,(2) zusammen. Im vorliegenden Paragvsphen 
dehnen wir diese Definitionen auf beliebige HıLBerr-Räume aus. 

Wir wollen sagen, auf einer im HILBERT-Raum H liegenden Menge M sei das 


Funktional Ip definiert, wenn jedem Element pe M des Raumes eine Zahl Ip 


zugeordnet ist. Das einfachste Beispiel für ein Funktional ist die Norm eines 
Elementes. Auch das Skalarprodukt (p, y), wo der zweite Faktor y festgehalten 
wird, stellt ein Funktional dar. 
Ein Funktional heißt linear, wenn M ein Lineal ist und 
K(a,9ı + 993) = a, Ipı +4,19, Cu 
gilt, es heißt beschränkt, wenn _ 
lpl<N el 2) 


gilt. Hier sind a,, a, N Konstanten, 9, 9, p sind Elemente des HILBRRT- 


Raumes. Das Skalarprodukt (9, y), wo y festgehalten wird, ist ein Beispiel für ein 


{ 


$ 45. Allgemeine Definition des Funktionals und des Operators 245 


lineares beschränktes Funktional. Seine Linearität ergibt sich aus dem Axiom B, 
$ 42, seine Beschränktheit aus der Ungleichung von CAUcCHY-BUNJAKOWSKI, die 
zeigt, daß man N = |y|| setzen kann. Die Norm eines Elementes ist ein be- 
schränktes Funktional (hier ist N = 1), aber kein lineares. 

Ist ! ein lineares Funktional, so gilt offensichtlich 70 = 0. 

Die kleinste der Ungleichung (2) genügende Zahl heißt die Norm des be- 
schränkten Funktionals !p und. wird mit |]Z|| bezeichnet. Es ist also - 


ig < 1z- Il; (3) 


wobei |!]| durch keine kleinere Zahl ersetzt werden kann. 
Ein Funktional 19 heißt stetig, wenn 


lim Ip = Iy (4) 


P>YV 


gilt. Die Norm eines Elementes ist ein stetiges Funktional. Das folgt aus Satz 1, $43. 

Jedes lineare beschränkte Funktional, das in dem ganzen Raum definiert ist, 
ist stetig. Es sei nämlich  — v. Mit Hilfe der Ungleichung (2) und wegen der 
Linearität ae Funktionals findet man 


Zee u (5) 


Aus dem Bewiesenen folgt unter anderem die Stetigkeit des Skalarproduktes. 
Man kann auch die umgekehrte Behauptung beweisen: Jedes lineare und stetige 
Funktional ist beschränkt. 


Satz.1. Jedes in H beschränkte lineare Henkel hat die Dorn eines Skalar- 
produktes 


Ip = 6 Y), (6) 


wo w ein festes Element des Raumes H ist. Das Element ist eindeutig bestimmt. 
Wir führen den Beweis unter der Voraussetzung, daß H separabel ist. Nach 
Satz 3, $44 existiert in H ein vollständiges abzählbares Orthonormalsystem. Es 


sei {p,} ein solches System: Wir setzen = Ion und zeigen, daß die Reihe I) ja, 
konvergiert. n-1 


Wir setzen . 
N 
= 9 P- 
kz1 
Dann gilt 
F % NR 
kr = Kap ++ mp) = ap ++ Mn ion a 1a. ]?.- 


Da das Funktional lo beschränkt ist, ist |y,|< |2] - |y, | oder 


Y1< ll Yzer 
k=i k=1 


Jetzt gehe n — oo. Da sowohl das Skalarprodukt als auch das Funktional !e 
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N 
Dividiert man durch VE |a, |? und quadriert dann, so erhält man 
\ k=1 i 


21 < IP. 
B=1 


Daraus ergibt sich die Konvergenz unserer Reihe, dabei ist 


oo 


PA < IP. (7) 
Die Reihe 
Y= N pr — lim pn Zu .;. 
k=1 N 
konvergiert. 


Es sei jetzt p ein willkürliches Element der Raumes. Wir entwickeln es in eine 
FoURIER-Reihe 


p — Dorn % = (9, Pr)» 


Es sei 09 — >3 On Pi so daß g — lim 2% ist. Dann hat man 


N—X 


Io) — Fire 2 (9; Pr) @ 


Die Zahlärifkktoren @, bringen wir in das Zeichen für die skalare Multiplikation 
und ordnen sie dem zweiten Faktor zu.. Dann ist 


Im — = > (9, 0.9) = 1003 a) = (9, ya). 


stetig sind, findet man 
= (PP), 


was zu beweisen war. Aus der Ungleichung von Cauc#Y-BUNJAKOwsKI 
= pl ipiTel 


folgt, daß ]2] < ]y|| ist; andererseits folgt aus (7), daß |y| < i ist. Wir ver- 
gleichen beide Ungleichungen und schließen, daß 


12 = Ipl (8) 


gilt. 


Wir zeigen jetzt, daß das Element in Formel (6) eindeutig bestimmt ist. Wir 
nehmen das Gegenteil an, es seilp — (@, y'), wo y’ == »ist. Durch Subtraktion der 
letzten Ungleichung von (6) erhält man 


BY p)=0. 
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Also ist y' — Y orthogonal zu einem beliebigen Element des Raumes. Man kann 
speziell = w' — y setzen. Dann wird (w' — y, y’ — y) = 0. Nach Axiom D hat 
many’ — y=0 oder y —=yp. 

Manchmal hat man Funktionale zu betrachten, ‘die nicht im ganzen Raum 
definiert sind, sondern auf einem eine Teilmenge des Raumes bildenden Lineal. 
Dann tritt oft das Problem der Erweiterung des Funktionals auf, d.h. der De- 
finition des Funktionals auf einer umfassenderen Menge. In dieser Hinsicht ist 
der folgende Satz wesentlich. 


Satz 2. Ein auf einem dichten Lineal lineares beschränktes Funktional läßt sich 
auf den ganzen Raum erweitern unter Beibehaltung der Norm des Funktionals.. 


H'’ sei ein im Hırserr-Raum H dichtes Lineal, und in H’ sei ein beschränktes 
lineares Funktional 9 gegeben. Wir wählen ein Element 9 e H. Da H’ in H dicht 
ist, kann man eine Folge a, e H’ finden, so daß p = Iim 9, wird. Dann hat man 


19m — 19 | = |KQm — Pa) < IE pm — Al mr” 0, 


da die Folge {po}, konvergent ist. Wegen des Cavcmvschen Kriteriums über den 
Grenzwert einer Zahlenfolge existiert der Grenzwert i 


lim Io,. 

j N— © 
Setzen wir als Definition 

Io = lim Ip,, 

N—O 

so haben wir das Funktional !p auf den ganzen Raum H erweitert. Es ist nicht 
schwer zu sehen, daß das erweiterte Funktional beschränkt bleibt und daß seine 
Norm sich nicht ändert. Letzteres ersieht man aus 


I!p| = lim |19,| < lim | 11 = 12 Io. 


Man kann zeigen, daß die in dem Satz genannte Erweiterung eindeutig ist. 
Wir sagen, in einem HıLzerr-Raum sei auf einer Menge D ein Operator A defi- 
niert, wenn jedem Element pe D nach einer gewissen Vorschrift-ein und nur ein 
Element » dieses HILBERT-Raumes zugeordnet ist. Wir werden dafür y = Ay 
schreiben. Die Menge D heißt Definitionsbereich des Operators Aw, die Menge D’ 
aller möglichen Elemente y heißt Wertebereich des Operators. Man kann sagen, daß 
. Ay eine Funktion ist, die ein Element pe Din ein Element ye.D’ überführt. Den 
Definitionsbereich des Operators A wollen wir wie früher mit D, bezeichnen. Es 
muß bemerkt werden, daß in die Definition des Operators sein Definitionsbereich 
wesentlich eingeht. Zwei Operatoren A und B betrachtet man als gleich, wenn ihre 
Definitionsbereiche zusammenfallen und wenn für jedes pihres Definitionsbereiches 
Ao = Bo ist. Wenn D, ein Teil von D; ist und für jedes Element pe.D, die Be- 
ziehung Ap=Bp gilt, dann nennt man den Opstavor: B eine Erweiterung des 
Operators A. 
Der Operator A heißt linear, wenn sein ee ein Lineal ist und 
(@,, ds sind Konstanten) 


A(a,9ı #429) = 4 AYı + a, Ap, (9) 
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‚gilt. Wenn A ein linearer Operator ist, dann ist A0 = 0. Der Operator heißt 
stetig, wenn 


im Agp = Ay (10) 
gilt und beschränkt, wenn 2 
MApi<Chol, O= const. (11) 


gilt. Die kleinste der Ungleichung (11) genügende Konstante C heißt die Norm des 
beschränkten Operators A und wird durch das Symbol |4A|| bezeichnet. Es ist, 
offensichtlich 


[AP < 1A]: Ipl. | (12) 


Ein linearer beschränkter Operator ist stetig; das beweist man ebenso wie für 
Funktionale. Auch die umgekehrte Behauptung ist richtig: Ein stetiger linearer 
Operator ist beschränkt. 

Im folgenden werden wir nur lineare Operatoren betrachten; wenn wir von 
Operatoren sprechen, verstehen wir immer lineare Operatoren darunter. 

Ein dem Satz 2 für Funktionale analoger Satz gilt auch für Operatoren: 


Satz 3. Ein auf einer dichten Menge gegebener beschränkter linearer Operator läßt 
sich unter Beibehaltung der Norm auf den ganzen Baum erweitern. 


Der Beweis dieses Satzes fällt fast wörtlich mit dem Beweis des Satzes 2 zu- 
sammen. Sei der Definitionsbereich D, des Operators A dicht in H. Wenn yeH 
ist, dann gilt @ = lim o,, 9„€eD..Manhat 


Da der Raum abgeschlossen ist, existiert 


lim Ao,. 
N-—> 00 


Durch , 
4Ap= lim Ay, 


N—> 00 


erweitern wir den Operator auf den ganzen Raum. Ebenso wie in Satz 2 beweist 
man, daß | A || dabei ungeändert bleibt und daß eine derartige Erweiterung eines 
beschränkten Operators eindeutig ist. 
Der Operator, welcher jedes Element des Raumes in sich selbst überführt, 
heißt der identische Operator. Wir wollen ihn mit E bezeichnen, so daß E yY=v 
ist. Der Operator, der jedes Element des Raumes in das Nullelement überführt, 
wird der Nulloperator oder der annullierende Operator genannt. Diese beiden 
Operatoren sind linear und beschränkt; die Norm des identischen. Operators ist 
gleich Eins, die Norm des Nulloperators ist gleich Null. 
‘ Unter Summe und Produkt der Operatoren A und .B versteht man Operatoren 
A+ Bund AB, die durch die Beziehungen 


(A+By=4Ap+Bo, ABgp= A(By) 
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definiert sind. Im allgemeinen ist AB == BA; wenn z.B. 
b 
2 a Bo = x [vie ds 


ü 
ist, so wird 


b 
ABp = [p(s)ds, 
& 


Bar=e[ro )ds = x[o(b) — po(a)]# ABo. 


Es ist üblich, AA = A?, AA? = A® usw., allgemein A" = AA"! zu setzen. 
"Offensichtlich ist Ar Ar — Amt”, 
Die Operatoren A und B seien beschränkt. Nach der Dreiecksungleichung ist 


KA+BpIS<IApl-+ IBeol 
und wegen der Beschränktheit von A und B 


IA+B)pI< (IA + 1BI) Ipl. 
Daraus folgt nach der Definition der Norm eines Operators 


IA+Bi<IAl+1Bl. (13) 
Analog ist ; 
IABpIl = 1A (Bo) I < Al IBpl< IA IB Tel 
und folglich. 
IABI< Al Bl. 


Eine wichtige Rolle in allem folgenden spielt der Begriff des inversen Operators. 

Es sei D, der Definitionsbereich des Operators A und R, sein Wertebereich. 
Nach Definition entspricht jedem Element aus D, ein und nur ein Element aus R.. 
Andererseits entspricht jedem Element aus R, wenigstens ein. Element aus D,. 
Wir nehmen an, daß jedem. Element aus R, nur ein Element aus D, entspricht; 
diese Zuordnung definiert einen Operator B, der R, als Definitionsbereich und D, 
als Wertebereich hat. Der Operator B heißt invers in bezug auf A. Offensichtlich 
ist ebenfalls der Operator A invers in bezug auf B. Wir schreiben B = 4; 
statt (A-})” schreibt man A”. 

Aus der Definition des inversen Operators ergibt sich folgendes: Wenn A und B 
invers zueinander sind und peD, ist, dann gilt BAp= 9; wenn weD;z ist, 
gilt ebenso ABy = y. Offensichtlich ist ein Operator, der zu einem linearen 


 - invers ist, selbst linear. 


Beinahe selbstverständlich ist der folgende 


Satz 4. Damit der lineare Operator A einen inversen Operator besitzt, ist not- 
wer und hinreichend, daß die Gleichung 


A4A9=0 (15) 
die einzige Lösung 9 = 0 besitzt. 
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Es möge der inverse Operator B existieren und 9, sei eine Lösung der Glei- 
“ ehung (15). Dann ist jedenfalls @,€ D,; wie oben schon gezeigt wurde, ist BA9, : 
= 9,: Nun ist aber. BAy, = BO =0 und folglich 9, = 0. Wir nehmen jetzt an, 
daß die Bedingung des Satzes erfüllt ist. Es sei y ein beliebiges Element aus dem 
Wertebereich des Operators A. Wir zeigen, daß ihm nur ein Element aus dem 
Definitionsbereich von A entspricht, damit ist dann die Existenz des Operators A! 
festgestellt. Wir nehmen das Gegenteil an: Es mögen dem Element y zwei Elemente 
%, und 9, aus dem Definitionsbereich des Operators A entsprechen. Das bedeutet, 
daß Ay, =y und Ap, = y ist. Doch dann ist A(pı — 95) = 0; nach unserer . 
Bedingung ist dann @, — 9 = 0 oder p, = 9,, entgegen der Voraussetzung. 


Satz 5. Damit der Operator A! beschränkt ist, ist notwendig und hinreichend, 
daß es eine Konstante k > 0 derart gibt, daß für alle p<e Dy 


IMpl>kiel. 6). 
gilt. . 
Der inverse Operator B = 4! sei beschränkt. Dann ist 
IBy1<1IBl-Iyl. 


Wir setzen = By. Dann ist y = Ay, und die letzte Ungleichung geht über in die 


1 
Ungleichung (16), wenn man k = IBi setzt.. Umgekehrt sei die Ungleichung (16) 


gültig, 9, genüge der Gleichung Ay, = 0. Dann ist 
1 
las T IApl=P0, 


woraus 9, = 0 folgt. Nach Satz 4 existiert dann der inverse Operator B= AH. 
Wir setzen Ag = y. Dann ist = By, und aus (16) folgt 


1 
1Byl<z lpl. 


Die letzte Ungleichung besagt, daß B ein beschränkter Operator ist, dessen Norm 
nicht über = hinausgeht. 


Der Operator A heißt symmetrisch, wenn er auf einer dichten Menge definiert 
ist und wenn für beliebige Elemente » und y aus dem Definitionsbereich dieses 
Operators die Identität 

(Ay, y) = (9, Ay) (17) 


gilt. Der folgende Satz gibt ein einfaches Kriterium für die Symmetrie eines 

Operators im komplexen HILBERT-Raum; im reellen Raum ist dieses Kriterium 

offensichtlich nicht richtig. 
Satz 6. Damit der auf einer dichten Menge definierte Operator A symmetrisch ist,‘ 

ist notwendig und hinreichend, daß das Skalarprodukt (Ao, ) reell ist. 

“ Notwendigkeit. Der Operator A sei symmetrisch. Setzt man in (3) y= 9, so 


erhält man (Ao,9) = (9, Ay) oder, nach Axiom B des $ 42, (Ag, 9) = (A9, P). 
Da sie mit ihrer konjugierten übereinstimmt, ist die Größe (Ay, p) reell.. 
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Hinlänglichkeit. Man kann die Identität 
4(Ap,y) = (AP + Y),P +Y) - (AP — PP — Y) 
+ + ip), + ip) — (Alp — ip), P — iy)] 


leicht verifizieren. Nach der Bedingung des Satzes sind alle Skalarprodukte auf 
.der rechten Seite reell. Vertauscht man p und , so ist 


4A) = (Ay+o),y+9 —- (Ay —p,y—Y) 
+ Ay + ip), y + ip) — (Alp — ig), y — ip)l. 


Aus den ende des Skalarproduktes ergibt sich 


Ayweg,y-p). =AP—-vP— 9): 

(Alp + ip), y + ip) = (iA (p — ip), ip — iy)) 
= (Al — ip), pP — ip), 

(Aly — ip), y — ip) = (-IA(p + ip), —ilp + 19) 
we tip. 


Daraus ist leicht zu sehen, daß (Ay, y) = (Ay, p) oder, nach Axiom. A ($ 42), 
(A 9, y) = (9, Ay) ist, d.h. der en A ist Es 

"Wir behalten die in $6 gegebene Definition des positiven und des positiv. 
definiten Operators bei. Wenn es sich nämlich um den komplexen HILBERT-Raum 
handelt, dann heißt ein auf einer im. HıLzertT-Raum diehten Menge definierter 
"Operator A. positiv, wenn für ein beliebiges von Null verschiedenes Element aus 
dem Definitionsbereich des Operators die Ungleichung (Au,u) >0 gilt; der 
Operator Au heißt posiiiv-definit, wenn für ein beliebiges Element aus dem 
Definitionsbereich des Operators die schärfere Ungleichung 


(Au, u) > y* will 


erfüllt ist, wo y? eine positive Konstante ist. 

Im Falle des komplexen HILBERT-Raumes braucht man nicht die Symmetrie 
eines positiven oder positiv-definiten Operators zu verlangen; sie ergibt sich aus 
Satz 6. Im Falle des reellen Raumes muß die Forderung der Symmetrie beibehalten 
werden. 

Für einen Operator A, der in einem beliebigen Hınserr-Raum positiv ist, 
bleibt der Satz 1 des $ 11 über die eindeutige Lösbarkeit des Gleichung Au =f 
in Kraft. 
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Wir betrachten die Gleichung ; ; 
Au=f, ) 


worin % ein gesuchtes, f ein gegebenes Element im Hruzerr-Raum und A ein 
positiver oder positiv-definiter Operator ist. 
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Satz 1. A sei ein positiver Operator. Wenn die Gleichung (1) eine Zorung besitzt, 
dann erteilt ass dem Funktional 


Fu)= (AuW)- WE) (2) 


seinen kleinsten Wert. Umgekehrt, ein Element des HıLsErr-Raumes, ‘das das 
Funktional (2) zum Minimum macht, genügt der Gleichung (1). 

Wir bemerken außerdem, daß die Definitionsbereiche des Operators A und des 
Funktionals F no Das nn. unmittelbar aus der Form des Aus- 
druckes (2). Ferner ist F(u) = (Au,u) — 2Re(w, f), und da A ein positiver 
Operator ist, so nimmt F(u & Sr reelle Werte an. 

Möge jetzt u, der Gleichung (1) genügen: 


ee 


Ferner sei v ein beliebiges Element aus dem Definitionsbereich Dy,des Operators 4. 
Wir setzen v — %o = 1, 50 daßve=u,-+ n ist. Dann hat man 


Fi) = (A (tg 7) BR u) (do nd (,% tn) 


Löst man die Klammern auf und beachtet, daß A Srtumekrisch ist, so findet man 
leicht‘ 


Fo) = Fa) + Am) + Am —N+(Ann)- 


. Nun ist Au, — f = 0, deshalb ist F(v) = F(u,) + (An, n), und da der Operator A 
positiv ist, ist F(v) > E(u,), d.h. das Funktional F (u) ) nimmt sein Minimum bei 
u uy an. 

Möge umgekehrt u, das Funktional F(v) zum Miriam machen. N sei ein be- 
liebiges Element aus D,. Die Menge D, ist als Definitionsbereich eines linearen 
Operators ein Lineal, deshalb liegt An, wo A eine konstante Zahl ist, ebenfalls in 
D,; aus demselben Grunde gilt auch u, + Ane D,. Nach Voraussetzung ist 


Ffüg + An) > Fü). 


Wir nehmen die Zahl A als reell an. Durch Ausnutzung der Symmetrie von A 
läßt sich die letzte Ungleichung leicht in die Form 


2)Rel(Aw— Am] +RAnm)>20 

überführen. Das ist nur dann möglich, wenn 
 Refldw— An] = 0 

gilt. Ersetzt mann durch in, so erhält man 
Tuldw-hml=0. 


Daraus folgt, daß (Aw —-f,7)=0 ist. Das Element Au, — f des HiıLBERT- 
Raumes ist nach der letzten Ungleichung orthogonal zu allen Elementen der 
diehten Menge D,. Nach dem Lemma des $ 44 ist dann Ad —f=0,d.h. 
genügt der Gleichung (1). 
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Anmerkung. Wenn der 'gegebene HILBErRT-Raum reell ist, ist (w, f) = (f, u), 
und das Funktional (2) nimmt die einfachere Form 


Fu) = (Au, u) — 2(u, f) 


an, die in den vorangegangenen Kapiteln weitgehend benutzt wurde. 

Der soeben bewiesene Satz 1 erlaubt die Behauptung, daß. das Problem = 
Lösung der Gleichung (1) dem Problem, das Minimum des Funktional (2) z 
bestimmen, äquivalent ist. 

Der genaue Sinn dieser Behauptung ist folgender: Der Operator A sei auf einem 
im gegebenen HILBErtT-Raum Z dichten Lineal M definiert und positiv auf diesem 
Lineal; Formel (2) besagt, daß auf demselben Lineal M auch das Funktional 
-F(u) definiert ist. Jetzt existiere ein Element «, € M, das der Gleichung (1) 
genügt; dann ist F(u) > F(u,), wo u ein beliebiges Element aus M ist. Wenn 
umgekehrt u, € M ist und für ein beliebiges Element « e M die Beziehung - 
F(u) > F(u,) gilt, dann genügt w, der Gleichung (t). 

Hier müssen zwei Bemerkungen: gemacht werden: 

1. Unsere Aussage setzt die Existenz eines Elementes voraus, das der Gleichung 
(1). genügt oder das Funktional (2) zum Minimum macht, während es uns darauf 
ankommt, die Existenz eines solchen Elementes zu beweisen und Mittel zu finden, 
dieses Element angenähert oder exakt zu bestimmen. Das ist jedoch nicht möglich, 
wenn man den Operator A.nur als positiv voraussetzt; im folgenden werden wir 
ihn als positiv-definit vorausseizen. 

2. Eskann vorkommen, daß der Operator auf einem nicht genügend umfassenden 
Lineal definiert ist. Dann braucht das Minimalproblem für das Funktional (2) 
keine Lösung zu besitzen, die jedoch existiert, wenn man das Lineal M und mit 
ihm den Operator in geeigneter Weise erweitert. Unten werden wir zeigen, daß es 
für einen positiv-definiten Operator immer eine Erweiterung des Lineals .M gibt, 
für welche das Minimalproblem für das Funktional F (u) eine Lösung hat.!) 

Daß die Erweiterung des Operators das wesentliche an der Sache ist, kann man 
leicht an einem Beispiel erläutern. Es sei S ein von der Kurve L begrenztes ebenes 

‘ Gebiet. Wir betrachten den Operator A?w. Um ihn vollständig zu definieren, muß 
man. seinen Definitionsbereich angeben oder, anders ausgedrückt, die Menge der 


Funktionen charakterisieren, auf welcher dieser Operator gegeben ist; zu diesem _ 


Zweck geben. wir die Randbedingungen an, welchen diese Funktionen genügen, 
und die Anzahl der stetigen Ableitungen, über die sie verfügen. Die Funktionen _ 
aus dem Definitionsbereich unseres Operators mögen. den Randbedingungen 


ö 
w|ln=®, _ — 


genügen. Vom Standpunkt der Mechanik aus handelt es sich um eine Platte mit 

fest eingespanntem Rand. Da der Operator 42 vierte Ableitungen enthält, wird 

man natürlich fordern, daß diese Ableitungen stetig sind. Wir tun das und stellen 

das Problem der Biegung einer Platte unter der. Wirkung einer sich unstelig 

1) Soweit uns bekannt ist, wurde die allgemeine Lösung dieses Problems zuerst von K. Frrap- 
RICHS [2] gefunden. Unsere Lösung (siehe S. G. MicHuin [4] und [81]) unterscheidet sich 
von der Lösung von FRIEDRICHS sowohl der Form als auch der Beweismittel nach. 
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ändernden Normalbelastung. Das führt auf die Integration der Gleichung 


dw RER) 
Ix* 7 922 9y? F dy* D 


bei den oben erwähnten Randbedingungen, wo g(x, y) eine unstetige Funktion 
ist. Diese Gleichung hat jedoch keine Lösung im oben beschriebenen Definitions-. 
bereich des Operators 42, da in unserer Gleichung mindestens eine der Ableitungen 
vierter Ordnung 

tw tw tw 

er do 


unstetig ist. Wenn wir eine Lösung unserer Gleichung als esse des Definitions- 
. bereiches des Operators 42 finden wollen, dann muß man das bisherige Gebiet 
in einer solchen Weise erweitern, daß es auch bestimmte Funktionen mit un- 
stetigen Ableitungen vierter Ordnung enthält. 

Nach diesen Bemerkungen wenden wir uns der Lösung des Minimalproblems . 
für das Funktional (2) zu. Wir konstruieren eine Lösung unter der Voraussetzung, 
daß der Operator. A positiv-definit!) ist, so daß 


(Au, u) > y* Jul? 
güt. 

Als wesentlich für das Henze erweist sich die Einführung eines neuen Hinserr- 
Raumes, von dem schon in $42 kurz die Rede war und der dort kurz mit H, 
oder H, bezeichnet wurde. - 

. Auf einem Lineal M: führen wir ein neues Skalarprodukt (zum Unterschied 
gegen das alte bezeichnen wir es mit eckigen Klammern) ein, indem wir 


[%, v] = (Au, v) (3) 


definieren. Wir zeigen, daß diese Definition gerechtfertigt ist, d.h. daß sie den 
Axiomen A bis D des $ 42 genügt. 


Axiom A. Der positiv-definite Operator A ist symmetrisch; wenn u eM s 
v e M silt, ist deshalb 


[9,0] = (Au, v) = (u, Av) =,(Av, u) = [o, u). 
Axiom B. | 
fa,u, + gs, v] = (A (a, + 03%), v) 
=m(Au, v) + 4,(A%,, v) = a,[%, 0] + 9,[4,V]. 


Axiome G und D. (Au, u) > y? u]? > 0; wenn (Au,u) =0, dann ist not- 
wendig |w|| = 0 und demzufolge u = 0. 


1) Der Fall eines positiven, aber nicht positiv-definiten Operators wird in der Arbeit [14] des 
Verfassers betrachtet. 
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Durch die Einführung des neuen Skalarproduktes hat sich M in einen HıLzErr- 
Raum verwandelt. Die Norm in diesem Raum bezeichnen wir mit lul, so daß 


lul? = [w, u] = (Au,u), veM (4) 
wird. Dabei gilt die Ungleichung 


Wi<—lul. (5) 


Unser neuer HILBERrT-Raum kann sich als unvollständig herausstellen; dann 
vervollständigen wir ihn in gewohnter Weise durch Einführung der Grenzelemente. 
Diesen vervollständigten HiLBErT-Raum bezeichnen wir ebenfalls mit 7, oder 
mit HA ,. Für die Größen [w, v] und Il behalten wir die früher eingeführten Be- 
zeichnungen energetisches Produkt und Norm bezüglich der Energie bei. Wir 
bemerken noch folgendes: Wenn H = L,(2) ist, dann besteht H, aus denjenigen 
Funktionen, die wir seinerzeit a Funktionen mit endlicher Energie bezeichnet 
haben. 

In denjenigen Fällen, wo betont werden muß, daß die vorkommenden Größen 
mit dem Operator A zusammenhängen, schreiben wir wie früher [z, v],, lul, 

statt [%, v], l«l. 
“Wenn u ein Element des Raumes H, ist, dann folgt nach Definition, daß für ein 
beliebiges Element u € H, eine Folge u, € M derart existiert, daß Iu, — ul „.z?0 
gilt. Daraus folgt, daß das Lineal M dicht in H, ist. 


Satz 1. Alle Elemente des Raumes H, liegen auch im Raum H. 


Genauer gesagt, jedem Element aus HZ, kann man ein und nur ein Element aus H 
zuordnen, wobei verschiedenen Elementen aus H, verschiedene Elemente in H 
entsprechen. 

Unsere Behauptung ist offensichtlich, wenn u e M ist; es genügt dann, das 
Element u sich selbst zuzuordnen. Jetzt ist noch der Fall zu betrachten, wo u ein 
Grenzelement des Raumes H, ist. In diesem Falle existiert nach Definition eine _ 
Folge u, € M derart, daß lu, — ul ——> 0 gilt. Nach der Dreiecksungleichung wird 
dann 


un — 1 < In — ul + Tu — ul 


und folglich lu, — %,, | z0. Aus der Ungleichung (5), die zunächst für Elemente 
des Lineals M atifgestellt., wirdb; folgt, daß |, — Un | nm” 0 gilt. Das bedeutet, 


daß die Folge {u,} im Raum H!) gegen ein Element «’ dieses Raumes konver- 
giert, so daß |w — w,| 5>0 gilt. Identifizieren wir u und u’, so haben wir 
den ersten Teil unserer Behauptung bestätigt. Wir beweisen jetzt den zweiten 
Teil. 

Möge den Elementen u und u(®® aus H, ein und dasselbe Element aus ZH ent- 
sprechen. Dann entspricht die Differenz u = u® — u® dem Nullelement aus HZ. 
Wir zeigen, daß « das Nullelement aus H, ist. Es sei u der Grenzwert (im Sinne 
der Konvergenz) in H, der Folge u, € M, so daß Ix, — ul. z>0 ist. Da dem Element 


uim Raum Z das Nullelement entspricht, so ist nach der oben aufgestellten Zu- 


1) Diesen Raum setzen wir als vollständig voraus. 
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ordnung |, || —>0. Daraus folgt, daß (f, u) -—Z0 ist, wo f ein beliebiges festes 
Element aus Z ist. Nach der Ungleichung von CaucHY-BUNJAKOWSKI gilt nämlich 


Bu<Irl ini >0. 


Wir wählen im Lineal M ein willkürliches Element p und setzen f—= Ay. Dann 
ist (A9, u„) -> 0. Nun ist jedoch (A9, w,) = [9, u„|, da die Elemente @ und u, 
beide zu M gehören; daraus ergibt sich [p, w„] — 0. Durch Grenzübergang erhält 
man ’ 


[Pu] =. 


Demnach ist im Raum H, das Element u orthogonal zu allen Elementen eines in 
H, dichten Lineals M. Nach dem Lemma des $43 ist u dann das Nullelement 
aus H,. 

Wir bemerken, daß die Ungleichung (5) nicht nur in M erfüllt ist, sondern im 
ganzen Raum H,. Es sei nämlich u ein Element aus H,, das nicht zu M gehört. 
Dann existiert Es Folge u, € M derart, daß lu, — ul —0 gilt. Wie aus dem 
Beweis des Satzes 1 folgt, ist dabei |, — %| —0. Daraus ergibt sich, daß 
Iu„l—1lul und |w,| — lw| gilt. Da u, € M ist, gilt für w, die Ungleichung (5): 


1 
Y 
Durch den Grenzübergang n — oo erhält man . 
lul<— tut. 


Jetzt ist das Minimalproblem für das RER F (uw) leicht zu lösen. Zu- 
nächst ist (Au, u) = lul?. Diese Beziehung erweitert das Funktional (Au, u), . 
das anfänglich nur auf M definiert war, auf den ganzen Raum H,. Wir ver- 


stehen jetzt in F(u) unter u ein beliebiges Element des Raumes H, und in 


Übereinstimmung damit ersetzen wir (Au, u) durch lvl? = [, u]. Ferner ist das 
lineare Funktional (u, f) in H, beschränkt. Es ist nämlich 


n 


ll. 


> DI< IM ul < — 


Der Satz 1 des 345 behauptet die Existenz eines eindeutigen Elementes u, € H, 
derart, daß für ein beliebiges u € H, 


(u, ) = u, üol (6) 


. gilt. Jetzt ist (f, u) = [u,, v] und 


F(u) au: [u, u] = [%, %o] E [% u] zus [u Ug % “nl [tg %o] 


‚oder kürzer 


F(u) = lu — u — lu. (7) 
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Aus Formel (7) folgt sofort, daß F(u) bei u = u, sein Minimum besitzt. 

Damit ist das Minimalproblem für das Funktional (2) gelöst. Der oben erwähnte 
Satz 1 des $ 45 erlaubt es, das Element u, in Form einer Reihe darzustellen, analog 
der Reihe (2) des $12. Wir nehmen an, daß der Raum H, separabel ist.1) Nach 
Satz 3 des $ 44 existiert in 7, ein vollständiges abzählbares Ber m 
mit anderen Worten, es existiert ein System von. Funktionen 9,, nr =1,2,. 
das orthonormiert und vollständig bezüglich der Energie ist. 

Das in Satz 1 des $45 erwähnte Funktional l« fällt in unserem Falle mit (w, f) 


mn das Element y mit u,. Nach der Formel (*) des $ 45 ist 


U 3 AR PR» 
k=1 


wo a, = Ip = (9% J) = (f, Pu) ist. Schließlich gilt 


X 


== (f. PR) Pr- 8) 


Wir bemerken noch, daß u, nicht zu M zu gehören braucht, weil die Gleichung 
Au = f keine Lösung zu besitzen braucht, wenn der Operator A nur auf M defi- 
niert ist. Hiermit hängt es zusammen, daß wir oben von der Notwendigkeit einer 
Erweiterung dieses Operators sprachen. 

Studieren wir die von uns gewonnene Lösung des Minimalproblems genauer. 
Formel (6) ordnet; jedem Element f aus H ein gewisses eindeutig bestimmtes 
Element u= u, € H, zu, welches das Funktional (2) zum Minimum macht. 
Dieselbe Formel (6) definiert den Operator u, = @f, dessen Definitionsbereich 
mit dem gegebenen Hınserr-Raum H zusammenfällt und dessen Wertebereich. 
ein Teil von H, ist.?) Mit Hilfe des Operators Gf kann man die Formel (6) in 
folgender Form darstellen: 


w=W@f, weh,- (9) 


Wir zeigen, daß der Operator @ beschränkt und positiv ist. Zunächst ist dieser 
Operator linear. Wenn nämlich f = a,fı + @f, ist, so ist 


(v,N=%aW, fi) + %lu, f) = alu, Ef] + alu, Ef] = u, Ch + CF]: 


Andererseits ist (u, f) = [u, @f]. Setzt man die beiden Ausdrücke für (w, f) az 
so findet man 
[w, Gr - ach — aQhl=0; uch,s; 


nach dem Lemma des $ 43 ist GF — a,@/f, — a@fa = 0 oder 
Gahtah)=meh+ OT, 
) Wie vom Verfasser bewiesen worden ist ([11], S. 33, Satz 2), ist dafür die Separabilität des 


Ausgangsraumes H hinreichend. 
2) In Einzelfällen kann der Wertebereich von @F mit H, zusammenfallen. 
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d.h. der Operator @ ist linear. Ferner ist nach der Ungleichung von CAUcHY- 


BUNJAKOWSKI 
weli=|wN|< Il el 


oder, wenn man Ungleichung (5) benutzt, 


Ion m 
Wir setzen hier v = @f. Dann ist 
la < 2 lefl 
oder 
el. *) 


Nach Ungleichung (5) ist jedoch |Ef| < . Setzt man das in (*) ein, so erhält 


man 
<A, 
: Y 
woraus 


ar 
IEI< „2 ) (10) 


folgt, d.h. der Operator @ ist beschränkt. Schließlich wird nach Formel (9) 
er,d=TIeref=lef? >20. 
Diese Ungleichung besagt, daß der Operator @ positiv ist. 


Anmerkung. Wir nehmen an, daß f e H, ist. Damit sehen wir € j als einen im 
Raum H, definierten Operator an. Es ist leicht zu sehen, daß er dabei beschränkt 


bleibt. Ersetzt man nämlich in (*) ||f]| durch das größere IN: dann wird. 
lefi< <z oder I@I< 2 Weiter ist nach Formel (9) [@/, f] = I, el = (J, f) 


=(f,) Z 0. Daraus folgt wie schon oben die Positivität von @f, diesmal jedoch 
im Raum H,. 

Wenn @Gf = 0 ist, liefert die Formel (9) (v, f} = 0. Das Element f ist demnach 
‘orthogonal in 7 zu allen Elementen von H, und insbesondere zu allen Elementen 
des in 9 dichten Ausgangslineals M. Nach dem Lemma des $ 43 ist f = 0. Dem- 


nach hat die Gleichung @/ = 0 die einzige Lösung f = 0; daraus folgt nach dem 


Satz 4 des $45 die Existenz des zum Operator G inversen Operators G-1. 


Satz 3. Der Operator G* ist eine Erweiterung des Operators A. Es genügt zu 
zeigen, daß G-!u auf M mit Au zusammerfällt, d.h. daß G-1u = Au ist, wenn 
ueM gilt. u, sei ein beliebiges Element aus M. Wir bezeichnen Au, durch f. 
Dann ist Au, = f. Nach Satz 1 macht «, das Funktional (2) zum Minimum; 
nach dem in diesem Paragraphen Bewiesenen ist u, = @f.. Daraus folgt / = @u, 
und demnach G-!u, = Au,, womit der Satz bewiesen ist. 
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Die von uns konstruierte Lösung des Minimalproblems für das Funktional (2) 
kann in D, = M liegen; nach Satz 1 stellt dann diese Lösung gleichzeitig auch die 
Lösung der Gleichung (1) dar. Wenn sie jedoch nicht in .M liegt, werden wir sie 
trotzdem als (verallgemeinerte) Lösung der Gleichung (1) ansehen. Dadurch 
erweitern wir den Operator A. Man kann zeigen, daß der Operator A bei dieser 
Erweiterung positiv-definit bleibt. 

Es wäre nicht schwer, das Ritzsche Verfahren auch für Operatoren zu ent- 
wickeln, die in einem beliebigen HILBERT-Raum gegeben sind. Wir überlassen das 
dem Leser; wir bemerken nur, daß die Gleichungen (8) und (8,) des $ 14 ihre Form 
auch im. allgemeinen Falle beibehalten. Wir bemerken noch, daß im allgemeinen. 
Fall der Satz des $ 31 über Eigenwerte und Eigenfunktionen gültig bleibt. 
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Um die allgemeine Bedeutung der Konzeption des HILBERT-Raumes klar zu 
machen, legen wir jetzt eine neue Methode zur Lösung des gemischten Problems 
für die homogene Larzacz-Gleichung dar. Diese Methode kann übrigens auch 
auf bestimmte andere Probleme der mathematischen Physik angewendet werden. 
Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf den Fall zweier unabhängiger 
Veränderlicher. 

Wir betrachten ein endliches ebenes Gebiet 2; den Rand 8 dieses Gebietes 
setzen wir als aus einer endlichen Anzahl hinreichend glatter Kurven bestehend 
voraus. Wir betrachten die Menge M der in 2 harmonischen und einschließlich 
des Bandes stetigen Funktionen. Wir können diese Menge in den reellen HILBErT- 
Baum umwandeln, wenn wir das Skalarprodukt gemäß der Formel 


(uw, v) — [u(Q) v(@) dS; uwveM (1) 
$ 


einführen. Es ist leicht zu sehen, daß die Axiome A bis D (8$3 und 43) dabei 
erfüllt sind. Man kann zeigen, daß der gebildete HILBerr-Raum unvoliständig 
ist; wir vervollständigen ihn. Den so erhaltenen vollständigen HiıLBert-Raum 
bezeichnen wir mit H. Als Elemente des Raumes H kann man, wenn man will, 
nicht die in Q@ harmonischen Funktionen betrachten, sondern die Grenzwerte dieser 
Funktionen auf $; bei. diesem. Gesichtspunkt fällt der Raum 7 mit L,($), dem 
HILeerT-Raum der auf 8 quadratisch summierbaren Funktionen zusammen. 
Im Raum ZH betrachten wir den Operator 


Au= +00, @) 


wo o(Q) eine auf & stetige positive Funktion ist. Es ist unschwer zu sehen, daß der 
Operator (2) positiv-definit ist. Ausgehend von der GrEENschen Formel kann man 
nämlich leicht verifizieren, daß Au ein symmetrischer Operator ist. Weiter gilt 


(Au, u) = (> .) + (cu, u). 
dv 


17* 
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Nach der bekannten Grsunschen Formel ist 


Bu [eirao= HEY ]eor [uonen 


Nun war u eine harmonische Funktion, deshalb ist Au = 0 und 
ou ou? /du\?2 
ze ze ı o ‘ 
le ö *) N) (6) ae “ 
5 


(ou, u) = [o@ )u2(Q)dS> WA) dS= 0, «12, 
5 ö ‘ 


Weiter gilt 


wo 0, = min o(Q) ist; aus unseren Voraussetzungen ergibt sich, daß o, > 0 ist. 
Jetzt gilt offensichtlich 


(Au, u) > og I“ ]?, 


d.h. der Operator (2) ist positiv-definit. Auf Grund des Satzes des $ 46 ist die Auf- 
gabe, eine in Q harmonische und auf 8 der Bedingung 


Au= +00) u=f@) (@) 


genügende Funktion zu konstruieren, gleichbedeutend mit dem Minimalproblem 
für das Funktional 


Diese letztere Aufgabe hat eine Lösung, die man nach dem Rırzschen Verfahren 
finden kann oder als Grenzwert einer beliebigen anderen Minimalfolge. 

Wir untersuchen den Charakter der Konvergenz der Minimalfolge u„(P) gegen 
die exakte Lösung u (P). Jedenfalls gilt nach Satz 1, $ 13 |w, — u|| — 0. Ferner ist 


uP) = uutP) = | TuO — 1l01 52 48, 6) 
3 S 


wo @ die Grunssche Funktion (Smmxow [2], Punkt 198) des Gebietes Q und » 
die Außennormale zu $ ist. 
Wir betrachten ein abgeschlossenes Gebiet Q’, das ganz im Innern von Q legt. 


Wenn Pe2’ und Qe 8°’ ist, dann bleibt die Funktion = beschränkt; es sei 
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= < 0). Jetzt wird nach der Ungleichung von CAUCHY-BUNJAKOWSKI 
v 


ju(P) — wm(P)E< 0? j® —(Q)| zn 
Ss 


< 0218| [Tu(Q) — w(Q)P 48 (6) 
oder s 
up) mA <O YIS| u — ls 2 7) 


darin ist |S| die Länge des Randes $. Es wurde schon bemerkt, daß |u — u, | — 0 
gilt; jetzt folgt aus Ungleichung (7), daß die Näherungslösung gleichmäßig gegen 
die exakte Lösung strebt in jedem abgeschlossenen Gebiet, das ganz im Innern von Q 
liegt. Ganz analog kann man zeigen, daß die Ableitungen beliebiger Ordnung der 
Näherungslösung gleichmäßig gegen die entsprechenden Ableitungen. der exakten 
Lösung konvergieren in jedem abgeschlossenen Gebiet, das ganz im Innern von 2 
liegt. 


°G 
!) Man kann sich leicht überzeugen, daß En positiv ist, deshalb lassen wir die Betragsstriche 
fort. 


KAPITEL VI 


FEHLERABSCHÄTZUNG DER NÄHERUNGSLÖSUNG 


848. Allgemeine Bemerkungen 


Wir betrachten wie in den vorangegangenen Kapiteln die Gleichung 
Ju=f, i (d) 


wo A ein positiv-definiter Operator und f eine Funktion mit endlicher Norm ist. 
Im allgemeineren Fall ist / ein Element des Hınserr-Raumes, in dem der Ope- 
rator A wirkt. Wir haben erläutert, daß die Gleichung (1) eine Lösung hat (min- 
destens eine verallgemeinerte) und haben eine Reihe von Methoden gebracht, mit 
deren Hilfe man eine Näherungslösung konstruieren konnte. Im vorliegenden 
Kapitel beschäftigen wir uns mit der Abschätzung des Fehlers, den unsere 
Näherungsmethoden in sich bergen, besonders für das Rırzsche Verfahren. Zu- 
gleich gelingt es uns, eine neue Gruppe von Näherungsmethoden zu entwickeln. 
In diesem Paragraphen beschränken wir uns auf die Besprechung der Grund- 
prinzipien, auf denen die F'ehlerabschätzung beruht. 

Recht einfach, aber bisweilen sehr grob, kann. man den Fehler der Näherungs- 
lösung folgendermaßen abschätzen. Es sei w, eine Näherungslösung der Gleichung 
(1). Wenn man «, kennt, ist es nicht schwierig, die Größe |f — Aw, | zu berechnen, 
die den Grad der Genauigkeit charakterisiert, mit der die Näherungslösung der 
Gleichung genügt. Der Fehler der Näherungslösung ist gleich 


ug — Un = EAU — u) = af — Au). 


‘Daraus erhalten wir nach Formel (11) des $45 eine Abschätzung für die Norm des 
Fehlers: 


1 
ws 1er Aus li Au. (2) 


Die Abschätzung (2) kann sehr grob sein, weil im allgemeinen Aw, nicht gegen f 
strebt. j 

Ein anderes Mittel zur Abschätzung der Näherungslösung besteht in folgendem. 
Wir haben 


Fa.) = ln — WR — uw. 
Wir setzen 
minFa= — lu =d. 
Dann ist BE % 
lu, -— wu = Fu) — d. (3) ° 


Gewöhnlich gelingt es nicht, die Zahl d genau zu bestimmen. Wir. nehmen jedoch 
an, daß uns ein Mittel zur Konstruktion einer Zahl zur Verfügung steht, die kleiner 
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als d ist und beliebig nahe bei d liegt. ö sei eine solche Zahl. Wir ersetzen in (3) 
d durch ö. Dadurch wird die rechte Seite in (3) vergrößert, und wir erhalten die 
gesuchte Abschätzung 


es — ul < YFla,) — 6. (4) 
Aus der Ungleichung (5) des $ 46 folgt ebenfalls eine Abschätzung 


gs ee 
| — “ol <Z ra) 8. () 


Die Sache läuft also auf die Konstruktion einer Zahl ö hinaus, die kleiner als d 
ist und möglichst nahe bei d liegt. Die Konstruktion läßt sich verwirklichen, indem 
man sich auf die im folgenden Paragraphen untersuchte Methode der orthogonalen 
Projektionen und das TRerrrzZsche Verfahren stützt. Wir bemerken, ohne auf 
Einzelheiten einzugehen, daß man eine Zahl ö finden kann, indem man sich auf 
die sogenannte Transformation von FRIEDRICHS stützt, die in der Monographie 
von R. CouRANT und D. HiıLBerr ([1], Kap. IV, $9) ausführlich dargestellt ist; 
weitere Anwendungen und gewisse Verallgemeinerungen der FRIEDRICHSschen 
Transformation kann man in den Arbeiten von M. G. SLOBODJANSKI [3—8] 
finden. 

Die Abschätzungen (4) und (5) erfordern die Berechnung der Größe F (Un). 
Wenn vu, nach dem Rıtzschen Verfahren gebildet wurde, kann man F(w,) folgender- 
maßen berechnen. Wir haben 


Fu => ve Pmm) lg — > a (9 f e. ha: (6) 
k,m=1 Ki 


Weiter genügen die Koeffizienten a, den Gleichungen 


n 
Are Im) = (> Im); m=1,2,...,n. (7) 


Multipliziert man dies mit a, und summiert über m, so erhält man 
N . i Rn 
2 (AP: Im) Ulm = > Fr pm) = (F Pr) ar. 
k,m=1 m—1 k= 


. Dies in (6) eingesetzt ergibt 
Fu)=—- 3% eN = —- eh, pe): (8) 
Ki [zeit 


Formel (8) ist bequem dadurch, daß die in sie eingehenden Zahlen a, und (f, @,) 
bereits früher im Prozeß der Aufstellung der Lösung des Systems (7) berechnet 
wurden. Die Formel (8) wurde unter der Voraussetzung hergeleitet, daß alle be- 
trachteten Funktionen reell sind. Im komplexen HiLBErT-Raum wird, wie man 
leicht zeigen kann, 


Fu) = -2 een, (9) 
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Anmerkung. Wie wir wissen, ist d—= Fuin(4) = — lu,l. Die Aufgabe be- 
steht folglich darin, eine negative Zahl ö < — Iu,l? zu finden. Diese Aufgabe ist 
lösbar, wenn man eine positive Funktion ®(u) bilden kann, deren Minimum!) 
gleich lu,l? ist. Dann. kann man nämlich 6 = — Ö(u) setzen, wo u ein beliebiges 
Element aus dem Definitionsbereich des Funktionals © (v) ist; offensichtlich kann 
man durch passende Wahl des Elementes u erreichen, daß ö beliebig nahe bei 
— 14,1? begt. 


849. Unterräume und Projektionen 


Wir betrachten wie gewöhnlich den Raum L,(2) der in einem endlichen Gebiet 
2 definierten skalaren oder Vektorfunktionen mit endlicher Norm. Wir wählen eine 
beliebige Iineare Menge von zu dieser Klasse gehörenden Funktionen aus; wir 
nehmen an, ohne weiter darauf einzugehen, daß zu dieser Menge alle ihre Grenz- 
funktionen?) hinzugefügt seien. Solche lineare Mengen von Funktionen heißen 
Unterräume bezüglich des Raumes L,(2). 


Beispiele. 1. Die Menge der Funktionen, die der Gleichung 


' (u,1)= [udQ=0 (0) 
& 2 i 


genügen, ist offensichtlich linear und stellt den Unterraum der Funktionen dar, 
deren Mittelwerte im Gebiet 2 gleich Null sind. 

2. Einen Unterraum bilden auch die Funktionen, die identisch konstant sind. 

3. Möge 2 mit dem Intervall (0,2) der x-Achse zusammenfallen. Die Menge 
derjenigen Funktionen, deren Fouriwr-Reihen nur Sinus-Glieder enthalten, 
bilden einen Unterraum; die Funktionen dieses Unterraumes sind offensichtlich 
dadurch charakterisiert, daß sie orthogonal zu den Funktionen cos nz, n = 0,1, 
... sind. 

4. Wir. betrachten die Klasse der Vektorfunktionen, die in einem endlichen 
Gebiet 2 des dreidimensionalen Raumes definiert sind und in diesem. Gebiet eine 
endliche Norm besitzen. In dieser Klasse bilden Unterräume: 

«) die Menge der Vektoren, deren Divergenz gleich Null ist; 

£) die Menge der Gradienten skalarer Funktionen: 

y) die Menge der Gradienten derjenigen skalaren Funktionen, die auf Ben Rand 
des Gebietes 2 verschwinden. 

Mit den aufgezählten Beispielen ist selbstverständlich die Mannigfaltigkeit aller 
möglichen Unterräume in keiner Weise erschöpft. 

In den angeführten Beispielen stellte der Unterraum einen Teil der Grundklasse 
L,(2) dar. Manchmal führt die lineare Menge zu einem Unterraum, der mit Z,(2) 
zusammenfällt. Wenn man z.B. zu der Menge aller Polynome (sie ist offensichtlich 
linear) alle Grenzfunktionen hinzufügt, so erhält man die Klasse L,(2). Als den 
anderen Grenzfall kann man sich vorstellen, daß der Unterraum nur aus einer 


3) oder wenigstens deren genaue untere Grenze. 
2) D.h. diejenigen Funktionen, welche Grenzfunktionen im Mittel einer in der gegebenen 
linearen Menge liegenden Funktionenfolge sind. 
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einzigen Funktion besteht, nämlich aus der identisch verschwindenden..Im folgen- 
den werden wir diese beiden Unterräume nicht betrachten. 
Es sei ein separabler ($ 44) HıLsert-Raum H und ein Unterraum H, in ihm ge- 
geben. Offensichtlich ist ZH, ebenfalls separabel; nach Satz 3 des $44 existiert in 
H, ein vollständiges endliches oder abzählbar unendliches Orthonormalsystem. 
9 (P); P(P), ..., 91 (P) sei dieses System. Wir wählen eine willkürliche Funktion 
%(P), die jedoch nicht notwendig im Unterraum H, zu liegen braucht, jedoch eine 


endliche Norm besitzt und bilden die Orthogonalreihe dieser Funktion nach den’ 


Funktionen!) a, (P), 9 (P), ..-: 
PU 4, = (U, Pn)- (1) 


Infolge der Brsseuschen Ungleichung ($ 44) konvergiert die Reihe 
2 lan]? 
n=1 


und dann konvergiert die Reihe (1) im Mittel; ihre Summe, die wir mit u,(P) be- 
zeichnen, liegt im Unterraum H,; u, (P) ist nämlich der Grenzwert der Funktion 


N 
2. An Pu (P) 


die als Linearkombination der Funktionen o,(P) e H, im Unterraum H, liegt. 
Die Funktion w, (P) nennt man orthogönale Projektion oder einfach Projektion der 
Funktion u(P) auf den. Unterraum A.. 

Wir bilden die Differenz u,(P) = u(P) — u, (P). Wir zeigen, daß die Funktion 
“ü,(P) orthogonal zu einer Eee Funktion aus dem Unterraum H, ist. ‚Zu- 
nächst ist (u, 9%) =0,k=1,2,.... Es ist nämlich 


een | Zn n) eh. 


Wenn ferner v(P) eine willkürliche Funktion des Unterraumes H, ist, dann kann 
iman sie in eine FOURIER-Reihe nach den Funktionen @, entwickeln: 


ir PL (P); &n = (d, On)» 
Jetzt ist 


oo 


(Us, v) = (üs, Pn) =, 


was zu beweisen war. 

Den Umstand, daß die Funktion u, (P) orthogonal zu jeder beliebigen Funktion 
des Unterraumes H, ist, formuliert man kurz, indem man sagt, daß die Funktion 
u,(P) orthogonal zum Unkerrem H, ist. 

Aus dem. Bewiesenen folgt, daß man eine beliebige Funktion u (P) mit endlicher 
Norm als zweigliedrige Summe darstellen kann, u(P) = w(P) + u,(P), deren 


1) Das System 9, 9 ---» 7, ... Kann auch aus einer endlichen Anzahl von Funktionen. be- 
stehen; dann enthält die Summe in (1) auch nur endlich viele Summanden. 
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erster Summand die Projektion der gegebenen Funktion w(P) in den gegebenen 
Unterraum H, ist, während der zweite Summand zu diesem Unterraum ortho- 
gonal ist. 

Die Formel 1) definiert die Projektion der Funktion «(P) in den Unterraum 
H, durch ein in Z, vollständiges System orthonormierter Funktionen {9,(P)}. 
Ein derartiges System ist nicht eindeutig, und es erhebt sich die Frage, ob sich die 
Projektion ändert, wenn man das System {p,(P)} durch ein beliebiges anderes in 
H, vollständiges Orthonormalsystem {9,(P)} ersetzt. Wir zeigen, daß dem nicht 
so ist, und daß die Projektion einer gegebenen Funktion in einen gegebenen 
Unterraum eindeutig bestimmt ist. Wir nehmen das Gegenteil an, u,(P) und 
ü,(P) seien zwei Projektionen der Funktion v(P) auf den Unterraum H,. Die 
Funktionen u,(P) = u(P) — wu (P) und %(P) = u(P) — %,(P) sind. orthogonal 
zu, H,. Dann ist auch ihre Differenz orthogonal zu H,. Nun ist w,(P) — %(P) = 
u(P) — U (P). Die Funktion %,(P) — u,(P) liest in H, als Differenz zweier 
Funktionen aus diesem Unterraum. Daher ist 


= (— u, — U) = (üı u; %ı — U) = I — a]? 


und 
wPA)=%(P), 
was zu beweisen war. 

Die Projektion besitzt eine wichtige Extremaleigenschaft; wenn nämlich 
u(P) eL,;(2) und u,(P) die Projektion der Funktion v(P) auf den Unterraum 
H, ist, dann nimmt die Norm der Differenz u(P) — v(P), wo v(P) eine beliebige 
Funktion aus H, ist, ihr Minimum beiv(P)=u,(P) an. Es ist nämlich 


lu-eP = lu + vo) la? + Ir — vl?, 


da (wu, —v) eH, und deshalb (w,, % — v) = 0 ist. Nun ist klar, daß |u — v|? 
das Minimum bei v = u, annimmt; dieses Minimum ist gleich |w, ]?. 

Wir betrachten alle möglichen Funktionen u(P) e L,(2) und ihre Projektionen 
u,(P) auf den gegebenen Unterraum H,. Die Differenzen %(P) = u(P) — u, (P) 
bilden einen neuen Unterraum H,, wie leicht zu sehen ist; eine beliebige Funktion 
aus A, ist orthogonal zu einer beliebigen Funktion aus A, oder, wie man sagt, die 
Unterräume H, und H, sind orthogonal. Ferner läßt sich jede Funktion v(P) e 
Ls(2) in eine Summe u = u, + u, zerlegen, wo u, € H, und %, e H, ist. Diese 
Tatsache formuliert man. gewöhnlich, indem man sagt, daß L,(2) die orthogonale 
Summe der Unterräume HA, und H, ist. Man sagt auch, daß jeder der Unterräume 
A, und. H, das orthogonale Komplement des anderen Unterraumes ist. 

Alles im vorliegenden Paragraphen Gesagte überträgt sich ohne jede Änderung von 
L,(2) auf einen beliebigen EHIILBERT- Raum. 

Wenn ein Hıuzrrr-Raum H die orthogonale Summe der Unterräume H, und 
H, darstellt, dann schreibt man 


H=H,&J,. 
Diese symbolische Formel schreibt man auch in der Form 


H,=HOH,; H,=HOHh.. 
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Der Leser wird leicht die vollständige Analogie zwischen der .in diesem Para- 
graphen dargelegten Theorie der Projektionen und der Theorie der Projektionen 
im. gewöhnlichen dreidimensionalen Raum bemerken. Als Unterräume des drei- 
dimensionalen Raumes können Geraden oder Ebenen dienen, die durch den Ko- 
‚ordinatenanfangspunkt gehen. Wenn der gegebene Unterraum z. B. eine Gerade 
darstellt, dann ist die normal zu dieser Geraden durch den Koordinatenanfangs- 
punkt führende Ebene der zu diesem Unterraum orthogonale Unterraum; offen- 
sichtlich ist der dreidimensionale Raum die orthogonale Summe aus einer: be- 
liebigen Geraden und einer zu ihr normalen Ebene, wenn sowohl Gerade als auch 
Ebene durch den Koordinatenanfangspunkt führen. Insbesondere ist z.B. der 
‚dreidimensionale Raum die orthogonale Summe der xy-Ebene und der z-Achse. 

Einen beliebigen Unterraum, der mindestens zwei Iinear unabhängige Elemente 
‚enthält, kann man seinerseits in die orthogonale Summe zweier orthogonaler 
Unterräume zerlegen; so ist die xy-Ebene die orthogonale Summe der x- und der 
y-Achse. In dieser Weise kann man zum Begriff der Zerlegung eines gegebenen 
HILBERT-Raumes in die orthogonale Summe einer beliebigen (sogar unendlichen) 
Zahl ortbogonaler Unterräume gelangen. So ist der dreidimensionale Raum die 

‚orthogonale Summe der x-, der y-, der z-Achse. 
Es ist leicht zu sehen, daß die Unterräume der Beispiele 1 und 2 des vorliegenden 
Paragraphen orthogonal sind und daß ihre orthogonale Summe den Raum L,(2) 
‚ergibt. Wie wir unten sehen werden, sind die Unterräume « und y des Beispiels 4 
‚ebenfalls orthogonal; ihre orthogonale Summe ergibt den Raum aller Vektoren 
mit endlicher Norm. 


$ 50. Die Methode der orthogonalen Projektionen 
beim DIRICHLETSchen Problem 


Wie schon in der Einführung erwähnt wurde, wurde die Methode der ortho- 
‚gonalen Projektionen im Jahre 1909 von S. ZAREMBA in seiner Arbeit [1] formu- 
liert, und zwar in bezug auf das DIRICHLETsche Problem für die LApLAac#-Gleichung 
mit drei unabhängigen Veränderlichen. Obgleich ZAREMBA sich noch nicht auf die 
"Operatorentheorie stützen konnte, die damals noch nicht vollständig ausgearbei- 
tet war, treten die wesentlichen Züge der Methode in dem genannten Artikel mit 
völliger Klarheit hervor: die Lösung des DIRICHLETschen Problems für die LA- 
PLAOE-Gleichung erhält ZAREMBA als Projektion einer Funktion, die der aufgestell- 
ten Randbedingung genügt, in den Unterraum der harmonischen Funktionen. In 
einer späteren Arbeit [2] wendet ZarEmesA dieselbe Methode auf die Probleme von 
DiricHLer und NEUMANN für die LaprAac#-Gleichung mit einer beliebigen Anzahl 
unabhängiger Veränderlicher an. Der Terminus ‚Methode der orthogonalen 
Projektionen‘ selbst trat im Jahre 1940 in einer Arbeit von H. Weyvr [1] auf, 
der ebenfalls das DirıcatLetsche Problem betrachtete; auf eine größere Klasse 
von Randwertaufgaben wurde diese Methode von M.I. Wısckik [1—3] an- 
gewendet. An die Methode der orthogonalen Projektionen knüpfen auch die 
Arbeiten von J. Draz [1] und K. More [1]!) an. 


1) Wir erwähnen noch die Aufsätze von M. I. Kııov-Dascorinskıs [1, 2]. 
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Wir suchen die Funktion vw(P), die im Innern eines endlichen Gebietes 2 der 
Poıssosschen Gleichung 


—du=f{P) Ad) 
genügt und auf dem Rand 8 des Gebietes 2 der Randbedingung 
uls=0. | (2) 


Wie gewöhnlich nehmen wir an, daß die Funktion f(P) eine endliche Norm hat. 
Der größeren Klarheit halber nehmen wir an, obwohl das unwesentlich ist, daß 
Q ein dreidimensionales Gebiet ist, so daß 

Ru Pu Au 


er | öy? 022 


gilt. Die aus der Vektoranalysis wohlbekannte Formel Au = div grad u ge- 
stattet es, die Gleichung (1) in der Form 


— divgradu = f(P) 


zu schreiben. Wir setzen grad u = dv. Wir bemerken, daß unser Problem gelöst ist, 
wenn wir den Vektor v finden, da die Herleitung einer Funktion aus ihrem Gra- 
dienten eine ziemlich einfache Sache ist. Jetzt läßt sich unser Problem wie folgt 
formulieren: Es ist ein Vektor v(P) zu bestimmen, der der Gleichung 


— divv=f(P) (3) 


genügt und den Gradienten einer auf S verschwindenden skalaren Funktion darstellt. 

Wir führen den Raum der Vektorfunktionen, in dem das Salarprodukt und die 
Norm durch die Formeln (11) und (12) des $3 definiert sind, in die Betrachtung ein. 
Der Kürze halber bezeichnen wir diesen Raum mit 9. Wir führen in $ zwei Unter- 
räume!) ein, die wir mit 9, und 9, bezeichnen; als 9, nehmen wir den Unterraum 
derjenigen Vektoren, die Gradienten von auf $ verschwindenden skalaren Funk- 
tionen sind, als 9, den Unterraum der Vektoren, die der Gleichung 


divv=0 (4) 
genügen. Das weitere gründet sich auf die wichtige Formel 
9=-H0H. (5) 


Formel (5) enthält zwei Behauptungen, die wir zu beweisen haben: 

1. Wenn der Vektor v, der Gradient eines auf 8 verschwindenden Skalars ist 
und. wenn die Divergenz des Vektors v, gleich Null ist, dann sind diese Vektoren 
in dem Sinne orthogonal, daß z 


(01, D3) = /0,.,dQ=0 
2 
gilt; 
1) Sie wurden in Beispiel 4 des vorigen Paragraphen erwähnt. Man muß beachten, daß die 


Unterräume 9, und 9, außer den im Text genannten Vektoren auch noch die Grenzwerte 
der Folgen solcher Vektoren enthalten. 
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2. jeder Vektor mit endlicher Norm läßt sich als Summe zweier Vektoren dar- 
stellen, von denen der eine der Gradient eines Skalars ist, der auf S gleich Null 
ist, während der andere eine Divergenz hat, die gleich Null ist. 

Es sei v, = grad o(P), #(P)|s =0 und div 0,=0. Nach einer bekannten 
Formel der Vektoranalysis ist ’ 


0,0, =D, gradp = div(pd,) — p divvz. 
Integriert man diese Gleichung über Q und benutzt die Formel von OSTROGRADSKI 
in Vektorform ($ 2), so findet man 


(04, 3) — [p0,d8 — [[[pdivn.d2=0, 
S 2 i 


dae=0aufS und divv, =0in 2 ist. Damit ist die Behauptung 1 bewiesen. 

Die Behauptung 2 beweisen wir unter der Voraussetzung, daß der gegebene 
Vektorvy mn 2=2-+S stetige erste Ableitungen besitzt. Wir bezeichnen. mit 
»(P) eine Funktion, die auf 8 gleich Null ist und der Gleichung Ay = div v genügt; 
die Existenz einer solchen Funktion ist in $22 bewiesen worden. Jetzt genügt es, 
2, = grad 9, d, = dv — p, zu setzen. 

Im allgemeinen Falle kann man eine Folge von Vektoren v®(P) bilden, welche 
in 2 stetige erste Ableitungen haben und gegen den gegebenen Vektor v streben, 
so daß 


Io - nm] Tg? 0 (6) 


gilt. Jeden der Vektoren p® kann man in die Summe v®) — Hp - 9 zer- 
legen, wobei v{” e 9, und v/® e 9, gilt. Daher ist 


pr) vn — (0m 2) 1 (v9 vw), 


Die Summanden rechts sind orthogonal, deshalb ist ($ 10) 


10 — m? = 10? — 0fm [2 + 109? — op P. (7) 


Aus (6) folgt, daß | ® — 0%) | am 0 gilt, und dann gilt infolge der Beziehung 
(7) für n — 00, m — 00 gleichzeitig 


104” m, wem) N —0; 1099 BE vw | —(. 


Das bedeutet, daß v® und 0” im Mittel gegen entsprechende Grenzwerte v, 
und vb, konvergieren. Da 0" e 9, und 0” e 9, ist, so’ wird vo, € 9, und.d, € 95. 
Geht man durch n — oo in der Gleichung 9” = v{® + 0® zur Grenze über, so 
erhält man. 

; b=0, 4%, 
was zu beweisen war. 

Nach diesen Bemerkungen gehen wir zur Darstellung des Verfahrens der ortho- 
gonalen Projektionen über. Wir bilden einen beliebigen Vektor ®(P), der der Glei- 
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chung (3) genügt. Im vorliegenden Fall ist das ganz leicht: Man kann z. B. 
%,-%,=0, = —-[fay,2)dz 
setzen. Wir setzen B =» + tw, wo » der gesuchte Vektor ist. Dann wird 
dvp=-div®  dvoe=0, 


so. daß m e 9, ist. Gleichzeitig ist nach den Voraussetzungen der Aufgabe v € 9:- 
Jetzt ist klar, daß der gesuchte Vektor die Projektion des Vektors B auf den Unter- 
raum $%, ist, und darin besteht das Verfahren der orthogonalen Projektionen. 

In $ 49 wurde eine Methode zur Bildung der Projektion angegeben, die man zur 
Bestimmung des Vektors d verwenden kann; es ist leicht zu sehen, daß diese 
Methode auf die Orthogonalreihe des $12 führen würde. Wie wir unten sehen 
werden, erweist es sich als zweckmäßig, den Vektor B nicht auf den. für uns not- 
wendigen Unterraum 5, zu projizieren, sondern auf den „komplementären‘‘ Uniter- 
raum 9s, was den Vektor im ergibt; danach ergibt sich der Vektor vd nach der 
Formelv=38— m. ’ 

Zur Bestimmung der Projektion von tv wählen wir eine Folge von Vektoren 


v;(P), die der Gleichung div Y, = (0) genügen; wenn diese Folge orthonormiert und 
vollständig in 9, ist, dann ist nach Formel (1) des $ 49 


w= Ya,9, = (BY); 
n-=1 
und die Lösung unseres Problems ergibt sich aus der Formel 
= BP) IB, y)yulP). (8) 
n= 


Wir verweilen ein wenig bei der Analyse der Formel (8). Wir schreiben sie in 
die Form 

BAU) + By (P) | (9) 

um.. Alle Summanden auf der rechten Seite in (9) sind paarweise orthogonal: 


Die Vektoren y,(P) sind nach Voraussetzung orthogonal, außerdem sind v(P) 


und Y, (P) orthogonal, da sie in den orthogonalen Unterräumen 9, und 9; liegen. 
In diesem Falle wird nach den Formeln (2) und (4) des $ 10 


18 = [ol +28, D)° 
und demzufolge 


WE IBP- ER MR. (10) 
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Wenn man in der Reihe (10) nur die endliche Anzahl der m ersten Glieder bei- 
behält, wird. die rechte Seite der Gleichung vergrößert, und man erhält 


WE<IBE— IR, vo). (14) 


Das entspricht der Ersetzung der exakten Lösung (8) durch eine angenäherte 
nach der Formel 


m 
v(P) zum (P)— XP) 28). 
Nach Definition der Norm einer Vektorfunktion [Formel (12), $3] ist 
Il? = [@! +13 + 22)d0. 
2 


Wir bezeichnen mit u,(P) eine Funktion, die den Gleichungen (1) und (2) genügt; 
wir haben dann o = grad u, und 


ug)? 9u\? | (OUo\? 
ee 
8 


oder nach der Formel (4) des 8 22 
8 1? = (—- Au, u) = lu, 1. (12) 
Andererseits ist nach Formel (4) des $ 11 j 
Iw,? = — min F(w), (13) 
wo F(u) = (—Au,u) — 2(u, f) das bei der energetischen Methode benutzte 
Funktional ist. Jetzt folgt aus den. Formeln (11) bis (13) 
e | EL — 
min Fu) 2 — 118 1? a8: A: (14) 
= 


Kehren wir jetzt zu $ 48 zurück, so sehen wir, daß es die Methode der orthogonalen 
Projektionen gestattet, den Fehler einer nach dem Rırzschen Verfahren gebildeten 
Näherungslösung abzuschätzen. Die Ungleichung (14) besagt nämlich, daß man in 
den Formeln (4) und (5) des $48 


= IBP + IR) (15) 


setzen kann; dabei ergibt sich, wie ersichtlich, aus den Formeln (10), (12) und (13) 
Iimö=-d=-mmF(u). 


M—>XO 


Auf die Frage der Fehlerabschätzung kommen wir im folgenden Paragraphen 
noch zurück. 
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s5l. Alleerneine Formulierung des Verfahrens der srehocünalen Projektionen 


Nachdem wir in $50 das Dirichtetsche Problem betrachtet haben, ist es nun 
nicht mehr schwer, eine allgemeine Formulierung des Verfahrens der orthogonalen 
Projektionen zu geben, eine Formulierung, die es gestattet, dieses Verfahren auf 
eine Reihe anderer Randwertaufgaben anzuwenden. 

Es sei die Gleichung 

.: Au=f @ 


zu lösen, wo das gegebene Blement f und das gesuchte Element u beide in einem 
Hızsert-Raum H liegen, während der Operator A in diesem Raum positiv- 
definit ist. Wir nehmen ferner an, daß das gegebene Problem auf die Bestimmung 
eines gewissen Elementes v eines im allgemeinen neuen HinsErt-Raumes 9 führt, 
wobei das Element v der Gleichung 


Bf | (2) 


genügen möge, in welcher B ein linearer Operator ist. 
Wir betrachten die Menge der Lösungen der homogenen Gleichung 


Bv=0. (8) 


Diese Menge ist linear; wir fügen zu ihr ihre Grenzelemente hinzu, die wir als ver- 
allgemeinerte Lösung der Gleichung (3) deuten; wir erhalten damit einen Unter- 
raum des Raumes 9; diesen Unterraum bezeichnen wir mit 9,. Wir machen noch 
eine für das Verfahren der orthogonalen Projektionen wichtige Annahme: Wir 
nehmen an, daß das gesuchte Element v im zum Unterraum 9, orthogonalen Unter- 
raum 9, liegt. 

Nach der Methode der orthogonalen Projektionen wird die Gleichung (2) wie 
folgt gelöst. Wir bilden ein beliebiges Element V, das der Gleichung BV=f 
genügt und setzen V — v = w. Dann ist Bw = BV — Bv = 0; das bedeutet, daß 
w ein Element des Unterraumes 9, ist; die Gleichung V = v + w besagt, daß v 
die orthogonale Projektion des Elementes V auf den Unterraum 9, ist. 

Die Konstruktion des Elementes v kann auf zweierlei Weise geschehen. Man 
kann ein in 9, orthonormiertes und vollständiges System von Elementen @,, 
n—=1,2,... bilden; dann ist 


® =, (V, 9) Pn- (4) 


Gewöhnlich ist die Formel (4) identisch mit der Formel (2) des $ 12, die die Lösung 
der Gleichung (1) liefert, und deshalb fällt diese Variante der Methode der ortho- 
gonalen Projektionen im wesentlichen mit dem Rıtzschen Verfahren zusammen. 
Anders kann man das gesuchte Element v bilden, indem man ein in 9, voll- 


ständiges Orthonormalsystem y,, n = 1,2,.... wählt. Dann wird 
w_ > (V, Yn)Yn 
n=1 
und 
v=-V — >> (Yu) Yn- (5) 
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Im Falle des im vorigen Paragraphen betrachteten DiricHLerschen Problems 
ist H der Raum L,(2) der in dem gegebenen Gebiet 2 quadratisch summier- 
baren Funktionen, während 9 der Raum der ebenfalls in @ quadratisch summier- 
baren Vektorfunktionen ist. Ferner ist Bo = — divv; 9, ist der Unterraum der 
Vektoren. mit verschwindender Divergenz; der zu Ö, orthogonale Unterraum 9, 
besteht wie in $ 50 erläutert wurde, aus den Gradienten der skalaren Funktionen, 
die auf dem Rand 8 des Gebietes Q identisch verschwinden. 

Wenn man in der Reihe (5) nur eine endliche Zahl von m Summanden beibehält, 
dann führt die Methode der orthogonalen Projektionen auf die Näherungslösung 


wei - 2.09, Ba " | (6) 


Wir machen noch eine praktisch nützliche Bemerkung. Um die Näherungs- 
lösung (6) zu bilden, genügt es, wenn man m paarweise orthogonale und. normierte 
Elemente %,, %a, .--, %m hat, die im Unterraum 9, liegen. Wir nehmen jetzt an, 
daß wir m nicht notwendig orthonormierte, wohl aber linear unabhängige Elemente 
O1 89 .--; m dieses Raumes konstruiert haben. Das Orthogonalisierungs- 
verfahren (siehe $ 10) gibt uns die Möglichkeit, die Elemente w,, ®3, ..., @& UM- 
zuwandeln und wiederum die Näherungslösung des Problems nach Formel (6) 
zu bilden. Es zeigt sich, daß man den Orthogonalisierungsprozeß vermeiden kann. 

Wir betrachten den Ausdruck 


v’— 2, &nYn : (7) 


und stellen folgende Aufgabe: Die Koeffizienten &, sind so zu bestimmen, daß die 
Norm des Ausdrucks (7) ein Minimum wird. Da die Elemente y, orthogonal und. 


normiert sind, so findet man bei Wiederholung der Überlegungen des $ 10, daß 
&n = (V, y,) ist. Demnach löst das Element v,, [Formel (6)] das Minimalproblem 


mM 

für den Ausdruck | v— D On Yn 
| n-1 

Wie sich aus dem Orthogonalisierungsprozeß ergibt, lassen sich die Elemente 


Yı Ya ---» Ym linear durch @,, ®s, -.., ©, ausdrücken und umgekehrt. Daraus folgt, 
daß man v,, als das Element bestimmen kann, das die Größe 


IV - I bsonl | | (8) 


zum Minimum macht; darin sind b,, b,, ..., b„ Konstanten; das Minimalproblem 
für die Größe (8) läßt sich einfach lösen. 

Zunächst kann man anstelle des Minimums der Größe (8) das Minimum der 
Größe u 


m M m 
IV - 35 —- IV P= IV - Ib; Vin) (IV, N 9) 
n=1 n=1 i n=1 


bestimmen. Die Größe (9) stellt eine Funktion der unabhängigen. Veränderlichen 
bi, ba, ..-, dm dar. Um das Minimum dieser Funktion zu finden, setzen wir ihre 


18 Variationsmethoden 


274 VII. .Fehlerabschätzung der Näherungslösung 


partiellen 'Ableitungen.nach diesen Veränderlichen gleich Null. Indem wir die 
Überlegungen des $ 14 wiederholen, erhalten wir das System 


m 
> b,(@n, x) Zu 2 9); k= 3; 2, Be 7 (10) 


Aus diesem System ermittelt man die 5, und erhält v,, in der Gestalt 
ö m h 
mM=V— bon: (11) 
n=1 


Die Auflösung des Systems (10) ist im allgemeinen weniger mühsam als der 
Orthogonalisierungsprozeß. 


Anmerkung. Das System (10) behält seine Gestalt auch im komplexen HILBERT- 
Raum. 

Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, daß das Verfahren der ortho- 
gonalen Projektionen es gestattet, die nach dem Rirzschen Verfahren gebildete 
Näherungslösung abzuschätzen. Im allgemeinen Falle stützt sich diese Abschätzung 
: auf eine Zusatzannahme, die in einer sehr großen Zahl von Fällen erfüllt ist: 

Das Element u,, welches der Gleichung (1) genügt, und das Element v, auf dessen 
Bestimmung nach der Methode der orthogonalen Projektionen die Ermittlung des 
Elementes u hinausläuft, sind durch die Beziehung 


lvl = lwl (12) 
verknüpft; die Norm des Elementes v ist im Raum 9 zu berechnen. 


Unter der Annahme, daß die Beziehung (12) erfüllt ist, führen wir die weiteren 
Betrachtungen wie in $ 50 desb: Wir haben 


WR IPP— I (U, 0? und = III - I m. 


Daraus folgt, daß 


wr< lim] (13) 
und 
im ||0,, |? = |jv]? (14) 


gilt. Setzt man 
Fu) = (Au, u) — 2(u, f), 


so hat man nach Formel (4) des $11 und nach den Beziehungen (12) und (13) 
min (u) = Fu) = — el? > — Ion? 
In den Formeln (4) und (5) des $48 kann man jetzt. 
— = —1/+ PANZ Ym)” (15) 


setzen, wobei 
lim ö6=d = minF (w) 


M>XO 
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gilt. Wir erwähnen. noch, daß nach Formel (12) des $14 F(u,) = — Iu,„l? ist, wo 


%, die Näherungslösung nach Rırz der Gleichung (1) ist. Formel (4) des $ 48 liefert _ 


jetzt eine Fehlerabschätzung des Rırzschen Verfahrens: 


Genauso ist infolge der Formel (5) des $ 48 
Ins en 
It u 1< — VlemI? — Tunl?. (17) 
Wir bemerken, daß nach Formel (8) des $ 48 
N 
In 5 = 2% (h Pr) 


gilt. Analog erhält man 


ol? = VE — N brlV, on). >" dB), 


Es ist nicht schwer, auch eine Abschätzung der nach der Methode der ortho- 
gonalen Projektionen gebildeten Näherungslösung (6) zu geben. Wir setzen 


m 


RZ Ya) Un; Um =D, Un) Yn-. 
Nn= N= 
Man hat zunächst 


®— dm = Um — w und |v — | = Iw — wm. 
Ferner ist V=v + w. Daraus ergibt sich 
m= TV -—- Um =v +(w — u). 


Die Summanden rechts sind orthogonal, dav e 9 und (w — w„) € 9, gilt. Daraus 
ergibt sich 

10 1? = v1? + ww — wm |? 
und 


m = 10 wm? = Vin? — TOR. 
Wie früher sei «, die Näherungslösung der Gleichung (1) nach Rızz. Dann ist 
Al? < tgl? = 1o1®, 
und die letzte.Gleichung liefert die gesuchte Abschätzung 
P—mI< Vom? — IB. (19) 


Es sei-darauf hingewiesen, daß die rechten Seiten in den Abschätzungen (16) und 


(19) identisch sind. 
In Kapitel VIII wird ein numerisches Beispiel für die Fehleräbschätzung mit 
Hilfe des Verfahrens der orthogonalen Projektionen gegeben. 
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Zum Abschluß dieses Paragraphen machen wir noch folgende Anmerkung. Das 
Element v, das die Projektion des Elementes 7 darstellt, hat eine minimale Norm; 
da V ein willkürliches, der Gleichung (2) genügendes Element ist, ist das Element v 
die Lösung folgender Variationsaufgabe: Es ist die Lösung der Gleichung Bu = f 
mit der kleinsten Norm zu bestimmen. 


$ 52. Einige ergänzende Betrachtungen!) 


Im vorigen Paragraphen wurde eine Darstellung der Methode der orthogonalen 
Projektionen gegeben, die sich auf folgende Annahmen gründete: 

a) Die Lösung der Gleichung Au = f führt auf die Bestimmung eines Elementes 
v, das in einem neuen HıLzerr-Raum 9 liegt und der Gleichung Bv = f genügt; 
- b) das Element v liegt in einem Unterraum, der orthogonal zum Unterraum der 

Lösungen der homogenen Gleichung Bv = 0 ist;; 

evil = laul. 

Im vorliegenden Paragraphen wird eine ziemlich allgemeine Bedingung ge- 
nannt, deren Erfüllung.auch die Erfüllung der oben aufgezählten Annahmen nach 
sich zieht. Diese Bedingung besteht in folgendem: ‚Der Br Operator A möge als 
Produkt 

A=-I*T di) 


zweier adjungierter Operatoren dargestellt sein, wobei der Operator T aus dem 
gegebenen HILBERT-Raum H in einen Hınserr-Raum 9 wirkt und insbesondere 
auf dem ganzen Raum H, definiert ist. 

Wir bemerken, daß dabei der adjungierte Operator 7* aus dem Raum 9 in den 
Raum H wirkt. Die Gleichung Au = f nimmt nun die Form 


Taf 6) 
an. Wir setzen Tu = v. Dann wird’ 
Tu=f. (3) 


. . Damit wird die Annahme a) bestätigt, wenn man B = T* setzt. Von praktischem 
Interesse ist der Fall, daß die homogene Gleichung 


Tru—=0 (4) 


von Null verschiedene Lösungen besitzt. Die Menge dieser Lösungen bildet einen 
Unterraum 9, des Raumes 9. Wir zeigen, daß das gesuchte Element v = Tu 
orthogonal zu 9, ist. Wenn nämlich w e 9, ist, dann ist 7’*w = 0, und es gilt 


(v,w); = (Tu, w); = (u, T*w)a = 0 ; (5) 


. (das Zeichen. unten besagt, in welchem Raum das Skalarprodukt zu berechnen ist). 
Gleichüße (5) zeigt die Erfüllung der Annahme b). 


=) Für das Verständnis des vorliegenden Paragraphen ist die Kenntnis der Grundlagen der 
Funktionalanalysis notwendig. 
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Wir wenden uns der Annahme ce) zu. Es sei u, e D, u, € D,. Das setzen wir 
Tu, = v,, Tu, = v, und erhalten 


u, u] = (Au, %)a = (T*T,, u) = (Tu, Tu,)g = (v,, vo)g- 
Wenn insbesondere u =u= wu, Tu = v ist, dann wird 
lvl = |vlg- (6) 


Durch Grenzübergang ergibt sich die Gleichung (6) für alle «e H, und Annahme 
ce) ist bewiesen. Wir bemerken, daß für die Skalarprodukte die Beziehung 


lu, u] = (Tu, Tu)g (7) 
gilt. 

Nachdem die Annahmen a), b), c) bestätigt sind, ist der weitere Aufbau sehr 
einfach. &, sei der zu 9, orthogonale Unterraum und V eine beliebige Lösung der 
Gleichung (3). Dann ist das gesuchte Element » die Projektion des Elementes V/ 
in den Unterraum 9,. Nachdem das Element v konstruiert ist, bleibt noch die 
Bestimmung von « aus der Gleichung Tu = v. Aus Formel (6) [Annahme c)] 
ergibt sich, daß der Operator 7! auf.dem ganzen Raum 9, definiert ist, und daß 
seine Norm als die eines aus 9, in. 4 , wirkenden Öperators gleich Eins ist. In 
Aufgaben von praktischem Oharakter ist der Operator 7! gewöhnlich sehr ein- 
fach und die Gleichung Tu = v läßt sich ohne Mühe lösen; ein derartiges Bei- 
spiel haben wir in $50 betrachtet. 

Wir zeigen jetzt, daß die Projektion in den Unterraum $, unmittelbar zu 
Formel (2) des $ 12 führt und demzufolge gleichbedeutend mit der a 
des Rirzschen Verfahrens ist. 

Es sei {n,} ein vollständiges Orthonormalsystem in 9,, so daß 


0, j# k, j 
gilt. Dann ist 
© =2ıE Une & (9) 
= 


Wir setzen 7!n,=9o,. Es ist leicht zu sehen, daß die Folge {p,} in A, ortho- 
normiert und vollständig ist. Es wird nämlich 


nn» m)s = (Typ; Topr)s 
und nach den Formeln (7) und (8) 


“ 0, + k, 
[95 Pr] = da ; uf 


Wir nehmen an, daß die Folge {9;} in Z, nicht vollständig ist.. Dann existiert 
ein normiertes Element 9 eH, derart, daß [9,9,]=0;j=1,2,..:. ist. Nach 
Formel (7) ist (To, n;) = 0,j=1,2,.... Da das System {n;} in 9, vollständig ist, 
ist To € 9,. Aber dann ist 7*(To) = 0 oder Ay = 0, und da der Operator A 
positiv ist, ist 9 = 0, entgegen der Voraussetzung. 
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Wendet man auf beide Seiten der Gleichung “ 9) den Operator T-1 an, de in 9, 
beschränkt ist, so hat man 


= (W,m)spr. (10) 
Ferner st V=v+w,w € $,. Daraus folgt 
(w, 5); = 0 
und i 
Is = ns = Tu, Top); = [u 91 = (Au, p)a = (f, Pa 
Formel (10) nimmt die Form. 


2 ( P)a9i 


an, was mit Formel (2) des $ 12 identisch ist. 


.$53. Das NEUMANNsche Problem 


Das Neumannssche Problem für die Poıssoxsche Gleichung besteht in der Be- 
stimmung einer Funktion «(P), die im Innern. eines Gebietes 2 der Gleichung 


— Au = — divgradu = f{P) (1) 
genügt sowie der Randbedingung 
u 
Ze z (2) 


auf dem Rand 8 von @. Die Lösung existiert, wenn die Funktion /{P), deren Norm 
als endlich vorausgesetzt wird, zu Eins orthogonal ist, so daß 


[rm ag=0 .® 


gilt; die Lösung ist eindeutig, wenn man sie ebenfalls, der Forderung 


a | (4) 


orthogonal zu Eins zu sein, unterwirft. 

Im Hinblick auf die Anwendung des Verfahrens der orthogonalen Proj Etlönen 
wählen wir als Raum Z die Menge der Funktionen, die eine endliche Norm be- 
sitzen und orthogonal zu Eins sind, als Raum 9 die Menge der Vektoren, deren 
Norm ‘und Skalarprodukt durch die Formeln (11) und (12) des $ 3 definiert sind. 
Wir setzen grad % = v; die Gleichungen (1) und (2) ergeben dann 


—dvo=f{P, v|ls=0. (5) 
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Danach ist der Operator B in unserer Aufgabe der Operator — div, gegeben. auf 


den Vektoren, deren Normalkomponente auf S gleich Null ist. Der Unterraum 9% 


besteht aus. den die Gleichungen 


divw=0, wls=0 (6) 


erfüllenden Vektoren. Die Wiederholung der Überlegungen des $ 50 führt zu dem 
Ergebnis, daß das orthogonale Komplement zu 9, der Unterraum 9, der Gradien- 
ten aller möglichen skalaren Funktionen darstellt. 

Wenn man einen Vektor ® bestimmen kann, so daß — div® = fund V,|s = 0 
ist, dann findet man v als Projektion des Vektors ® in 9,. Zu deren Bildung muß 
man eine in 9, vollständige Folge von Vektoren w®(P) wählen, welche wir zur 
Vereinfachung der Darstellung als orthonormiert annehmen; dann wird. 


v = gradu = ® — N (8, mm) mw (P). 
n=1 


Die Koordinatenvektoren m” müssen den Gleichungen (6) genügen; die effektive 
Bildung eines solchen Systems stößt auf gewisse technische Schwierigkeiten. 


Anmerkung. Das Verfahren der orthogonalen Projektionen läßt sich. ohne Mühe 
auf elliptische Gleichungen. der allgemeinen Gestalt 


ö u ' 
— (4; = f(P 7 
Sure (Ange) =10) m 
ausdehnen. Hier kann man für 9 den Raum der Vektoren v (v1, %g 2.5 %) mit dem 
Skalarprodukt' u. 
m 
(p, tw) £ Oyv;wr d2 (8) 
[e) 


nehmen, wo die Matrix |O,.1}4-7 die Inverse der Matrix |A;e1 hm ist. Z.B. sei : 


die Randbedingung u |; = 0 gestellt. Als Unterraum 9, wählen wir die Menge der 
Vektoren d (%,, %g, ..., U), WO 


=D Ay ce (9 


und v(P) Funktionen sind, die auf $ verschwinden. Man kann leicht zeigen, daß 


der orthogonale Unterraum 9, = 9 © 9, aus den der Gleichung . 


wo; 


divp = % — —0 10 
no (10) 
genügenden Vektoren besteht. Wenn die Randbedingung 
m B 
| Aloe, 2) 0 (11) 
jk-1 02, Ss u 


gestellt ist, dann besteht 9, aus der Gesamtheit der Vektoren (9), doch jetzt ist die 
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Funktion u(P) keiner Randbedingung unterworfen; das orthogonale Komple- 
ment 9, = 9 © 9ı besteht aus den Vektoren, die der Gleichung (10) Beragen und 
außerdem der Randbedingung 


v,s=0. . (12) 


Die Konstruktion des Raumes 9 und seine Zerlegung in orthogonale Unter- 
räume wird schwieriger, wenn auf der linken Seite der Gleichung (7) ein Summand 
der Form C(P) - u(P) hinzutritt; ein derartiges Beispiel wurde in einem Aufsatz 
von M. I. WıscHik [1] bearbeitet. In anderen Arbeiten desselben Verfassers [2], [3] 
werden Beispiele für Gleichungen höheren Grades behandelt. 


$ 54. Das Prinzip von CASTIGLIANO und zweiseitige Abschätzungen 
in der Elastizitätstheorie 


Das bekannte CAstıeLianosche Prinzip der Elastizitätstheorie kann man aus- 
. gehend vom Verfahren der orthogonalen Projektionen erhalten. Zur Verein- 
fachung der Schreibweise beschränken wir uns auf den. Fall eines homogenen 
isotropen elastischen Mediums, obgleich der Fall eines inhomogenen anisotropen 
Mediums keine wesentliche Erschwerung mit sich bringt. Wir wollen die Rand- 
bedingungen ebenfalls als homogen voraussetzen. 
Wir betrachten einen Körper 2, der von der Fläche 8 begrenzt wird. Wie ge- 
wöhnlich nehmen wir an, daß der Körper endlich und die ihn begrenzende Fläche 


stückweise glatt ist. Wir betrachten die Gesamtheit aller n 2=2-+S8 defi- 
nierten. Spannungstensoren. Wir bezeiehnen einen derartigen Tensor mit T, 


seine Komponenten mit o,, Tays -: +3 Tyz! 


Op Top Ta 
T=| 7 Sp Tl. (1} 


Tor Tyn 0% 
Mit jedem Tensor 7 ist ein Tensor E(T) nach den Formeln 
En Ya Year 


ET) = | Yır &» Ye ]; (2) 


Yım» Yon & 


2(1 
& — E [0% o(0, ! ,)]; Yay 7 ( = 9 Toy 
2( 
yet]; a ar 2 2) Tars (3) 
Si 
= E [o; (0, ol, Yu au Tyz 


verknüpft. Hier bedeutet E den Elastizitätsmodul, o die Poissonsche Zahl des 
Mäterials des Körpers. Wenn der Spannungszustand des Körpers elastisch ist, 
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sind &, &p ---» Yy die Verzerrungskomponenten: Sie sind mit den Verschiebungs- 
komponenten durch die Formeln (1) des $ 26 verknüpft. Die Gleichungen (3) sind 
gleichbedeutend mit den Lam&schen Gleichungen ($ 26). 

Wir wandeln die Menge der Tensoren 7' in einen reellen Hırserr-Raum!) um, 
indem wir das Skalarprodukt und die Norm durch die Formeln 


# Fi F 
(7,77) = [onen + oe + 0 + ya + ey + er) ER (A) 


Q2 


T? — [ (0,5 OyEy 0,8% = TayYay FTge Yan + TyaYyz) da (5) 
2 s j ; 


definieren. Unter Verwendung der Formeln (3) läßt sich leicht zeigen, daß das 
durch. Formel (4) definierte Skalarprodukt den Axiomen A bis D des $3 Een 
Insbesondere kann man leicht zeigen, daß 


# 7 g 7 
at Tyan = =. 4+ "+ Tyayyz 


gilt; daraus folgt die Symmetrie des Skalarproduktes. Den so gebildeten HıLzErr- 
Baum bezeichnen wir mit 9. 


1 
Wenn T ein Tensor elastischer Spannungen ist, dann ist — z | T j? die potentielle 
Energie der Deformation des Körpers 2. In Erweiterung z Definition werden 
1 
wir die Größe = 171? für einen beliebigen Spannungstensor T als potentielle 


Energie der Deformation bezeichnen. 

Wir wollen das gemischte Problem der Elastizitätstheorie [Aufgabe c) in. $ 26] 
betrachten; daraus erhält man Aufgabe a) über Körper mit eingespanntem Rand 
und Aufgabe b) über Körper mit freiem Rand als Spezialfälle. Wir erinnern daran, 
daß das gemischte Problem der Elastizitätstheorie in der Bestimmung des Vektors 
der elastischen Verschiebung u (u,, %,, u,) sowie der mit ihm verbundenen Ver- 
zerrungen und Spannungen besteht; die angeführten Größen hängen unter- 
einander durch die Gleichungen (3) (oder die Lam&schen Gleichungen) und die 
Gleichungen (1) des $26 zusammen. Ferner genügen die Spannungskomponenten 
den Gleichgewichtsbedingungen?) 


do, OT gr 
(% dy 2 = 


(OT, 9%, | Te _y 
dx 9y 92) ° 


(3: OTyz 


0% oy 2) a) 


1) Genauer gesagt, den Hınsker-Raum bildet die Gesamtheit derjenigen Tensoren, für die das 
unten eingeführte Integral (5) endlich ist. 
2) Vgl. die Gleichung (5) des $ 26. 
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woX,Y, Z die Komponenten der Volumkraft $ sind. Schließlich formuliert man 
die Randbedingungen wie folgt: Die Fläche 8 zerlegt man in die Teile 8, und 8,, 
wobei \ . 

u|s, = 0 M 
und “ 

1%) Is» =, 0 . (8) 
gilt; t ist der auf das Flächenelement mit der Normalen » wirkende Spannungs- 
vektor. 

Wir betrachten die Menge der Spannungstensoren, die der Randbedingung (8) 
und den homogenen Gleichgewichtsbedingungen 

06; 


I, mg } 
dx" oy ' % i 


Or , 00, Me (9) 
) 
9x " 9y er ö 
OT, My , 90 
20 
0 a J 


genügen. Diese Menge bildet einen Unterraum in 9, den. wir mit 9, bezeichnen. 
Wir bemerken, daß im Falle der Aufgabe a), wenn der ganze Rand des Körpers 
eingespannt ist, die Bedingung (8) entfällt und die im Unterraum 9, liegenden 
Tensoren keinerlei Randbedingungen zu erfüllen brauchen. 

Als Unterraum 9, wählen wir die Menge!) der Spannungstensoren mit der 
Eigenschaft, daß die ihnen entsprechenden Größen e,, &,, ---, Yy, die Verzerrungen 
sind, die mit dem Vektor u(P) durch die Formeln (1) des $ 26 zusammenhängen; 
wir fordern noch, daß der Vektor u(P) der Randbedingung (7) genügt. Im Falle 
der Aufgabe b), wenn der Rand des Körpers frei von Spannungen ist, entfällt die 
Randbedingung (7), und die Vektoren u(P), mit denen die Tensoren aus dem 
Unterraum $, zusammenhängen, brauchen keine Randbedingungen zu erfüllen. 

Als grundlegend für die ganze Theorie erweist sich die Gleichung 


9=- HD. (10) 
Der Beweis der Gleichung (10) läuft auf die Bestätigung zweier Tatbestände hinaus: 
1. Wenn 7" e 9, und 7” e 9, gilt, ist (7", 7’) = 0. Wir haben 
(DT) = (0% + 8,07 + 840% + Yaytay + Varta + Yon) AD. 
2 


Die Größen &, ..., 9% hängen durch die Formeln (1) des $26 mit dem Vektor 
u= (4,4y4,) zusammen. Benutzt man diese Formeln und integriert partiell, so 
erhält man 


00% dc , IT Orc, , do, OT; 

2 HN ’ | [ / H | & 

en Hu y >) A Per rer 7" 
8 


Ih Or 0 


’ 14176) 
u(E En laa+ [wi dS. 
ä N 


1) Zu welcher ihre Grenzelemente (im Sinne der Konvergenz im Raum $) hinzuzufügen sind. 
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Da der Tensor 7’ im Unterraum 9, liegt, genügen seine Komponenten den 
homogenen Gleichgewichtsbedingungen (9) und das Volumintegral verschwindet. 
Das Flächenintegral verschwindet ebenfalls, da ur’ |s, = 0, t’’® |s, = 0 gilt. Also 
ist (7’, 7”) = 0 und die Unterräume $, und 9, sind orthogonal. 

2. Wenn T ein beliebiger Tensor aus 9 ist, dann kann man ihn in der Form 
T=T'-+ T' darstellen, wo 7’ e$, und 7” e9, gilt. Den Beweis führen wir 
unter der Voraussetzung, daß die Komponenten des Tensors 7 stetig und stetig 
differenzierbar in Q@ = 2 -- S sind; die Ausdehnung auf den allgemeinen Fall wird 
ebenso wie in $ 50 durchgeführt. Wir bezeichnen mit u’ den Vektor der elastischen 
Verschiebungen, der zusammen mit dem ihm entsprechenden Spannungstensor 7” 
den Gleichungen (1) des $ 26 genügt, sowie auch den Gleichungen (3), (6) und den 
Randbedingungen (7) und (8). Jetzt genügt es, 7’ —= T — T’ zu setzen. 

Wir wenden uns jetzt dem Elastizitätsproblem zu. Es sei T ein beliebiger 
Tensor, der den Gleichungen (6) und der Randbedingung (8) genügt, und 7, der 
unsere Aufgabe lösende Tensor der elastischen Spannungen. Dann ist 7‘, die 
Projektion des Tensors T in den Unterraum 9.. Da DZ T,) €e&, gilt, wird 


(T,;, T—-T,) = 0 und 
IT? = 170®+ 17T —- 7, > IT|. (11) 


‚Ungleichung (11) drückt das Prinzip von CAstıcLıano aus: Unter allen Tensoren, 
die den Gleichgewichtsbedingungen und der Randbedingung auf dem freien Teil des 
Randes genügen, erteilt der Tensor der elastischen Spannungen einem Körper die 
kleinste potentielle Deformationsenergie. 

Wir bezeichnen mit u, den Verschiebungsvektor, der dem Tensor der elastischen 
Spannungen 7, entspricht. Aus den Formeln (14) des $ 26 und (4) des $ 11 schließen 
wir, daß Iu,® = 2W(u,) ist, wo W(u,) die der Verschiebung u, entsprechende 
potentielle Deformationsenergie ist. Jetzt besagt Formel (5), daß | 7 = Iu,l ist; 
daraus ergibt sich, wie oben gesagt wurde, die Möglichkeit, eine nach dem Rırz- 
schen Verfahren oder nach der Methode der orthogonalen Projektionen gebildete 
Näherungslösung abzuschätzen. Die Herleitung der entsprechenden Formeln über- 
lassen wir dem Leser. 
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Eine andere Methode, die es gestattet, das Minimum des Funktionals der 
energetischen Methode nach unten abzuschätzen, ist mit dem Namen E. TRerFrz 
[1] verknüpft. Die Besonderheit dieser Methode besteht in der Konstruktion eines 
positiven Funktionals, dessen Minimum in der Klasse der Funktionen zu suchen 
ist, die der gegebenen Differentialgleichung genügen, jedoch keinerlei Rand- 
bedingungen unterworfen sind. TRrerrtz selbst führte sein Verfahren für das 
Drichwersche Problem der Laruacr-Gleichung aus.!) Diesem Fall widmen 
auch wir den vorliegenden Paragraphen; im folgenden Paragraphen wird eine 
Verallgemeinerung des Terrrrzschen Verfahrens betrachtet. 


1): Ohne Konvergenzbeweis. 
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Es sei gefordert, eine im Gebiet Q harmonische und der Randbedingung 


uls=fP)  . A 
genügende Funktion zu bestimmen, wobei wir die Funktion F(P) der Einfachheit 
halber als stetig auf dem Rand $ voraussetzen. Die gesuchte Funktion 1äßt sich 
als die Funktion bestimmen, die das Integral 


Alu) — [ (grad udn | = 0% 


2 


zum Minimum macht, verglichen mit einer beliebigen anderen die Bedingung (1) 
erfüllenden Funktion (siehe $ 18). 

Das Trerrtzsche Verfahren besteht in folgendem. Wir nehmen an, es stände 
uns eine Folge von in 0 linear unabhängigen harmonischen Funktionen zur Ver. 
fügung, die in folgendem Sinne vollständig ist: Für jede in 2 harmonisch und 
zusammen mit ihren ersten Ableitungen quadratisch summierbare Funktion p 
soll es möglich sein, zu jeder vorgegebenen Zahl s > 0 eine natürliche Zahl » 
und Konstanten a}, &g, ..., a, derart zu finden, daß 


N x R 2 
Ale Zen) = [ana (o-Zam)Yao<: 
| > a > pr) | 


gilt. Wir suchen eine Näherungslösung unseres Problems in der Form 


N 
Un = 9%; 
k=1 


wo n eine willkürlich gewählte Zahl ist; die Koeffizienten 4, ermitteln wir aus der 
Bedingung i 2 


: en Sehne Alu — u) 
wo u die gesuchte Lösung des Problems ist. Wir setzen die Ableitungen —————- 
gleich Null und kommen dadurch zu dem Gleichungssystem & 

Alt, — u, 9) = 0, k=1,2,..,n, (4) 


wo wir der Kürze halber 


Alu, v) — [grad u grad vd 
8 


gesetzt haben. Auf den ersten Blick möchte man sagen, daß das System (4) 
außer von den Koeffizienten a, noch von der unbekannten Funktion u abhängt. 
Tatsächlich ist das jedoch nicht der Fall. Um uns davon zu überzeugen, wenden 
wir die GreENsche Formel an, nach der i 


Au =- [mm Ande+ [uw Mas 
2 Ss 
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ist, wo » die äußere Normale zu S ist. Nun ist aber A, = 0, deshalb verschwindet 
das erste Integral, und wir kommen zu dem System 


je so, a (5) 


Der Wert der gesuchten Funktion u auf 8 ist bekannt und gleich f. Wir ersetzen % 
durch fund «, durch 2 @,9, und erhalten schließlich das folgende en linearer 


algebraischer Gleichungen: : 

& Om u [599 _ 

3a | A, uch Fra B Kl; 2,25%: (6) 
$ 


Wir untersuchen das System (6) näher. Es ist unmittelbar ersichtlich, daß w, 


sich nicht ändert, wenn u um eine Konstante verändert wird, da das Funktional (3) : 


erhalten bleibt. Wenn ferner u, eine nach dem Trerrrzschen Verfahren gewonnene 
Näherungslösung ist, dann ist «, + const ebenfalls eine Lösung. Mit Rücksicht 
"hierauf wollen wir annehmen, daß die Mittelwerte der harmonischen Funktionen 
und 9,, genommen über den Rand 8, gleich Null sind. Das ist gleichbedeutend mit 
der Subtraktion einer Konstanten von jeder dieser Funktionen. Jetzt ist es nicht 
schwer, die Lösbarkeit des Systems (6) zu zeigen. Wir nehmen das Gegenteil an 
und finden, daß das homogene System 


N R 
Zr [m as=0, Bld..n M) 
: | 


eine nichttriviale Lösung besitzt. Wir setzen Zw 9%, =v. Dann nimmt (7) 
die Form 


an. 
Multiplikation mit ai” und anschließende Summation ergibt 


[rözas=0. 
Ss 


Nach der Grwenschen Formel ist 


IT N (grad v? dQ — fra 


Das Integral links ist gleich. Null; außerdem ist Av = 0, da die Funktion » har- 
monisch ist. Daraus folgt 


f (grad WWAR—0, 
2 “ 
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was nur möglich ist, wenn grad v = 0 oder » = const gilt. Da aber der Mittelwert; 
v |s gleich Null ist, so wird v = 53 aD 9 — 0. Jetzt ergibt sich aus der linearen 


Unabhängigkeit der Funktionen ı p,, daß a{” = 0 ist, entgegen der Voraussetzung. 
Wenn das System (6) lösbar ist, kann die Näherungslösung u, für beliebiges n 
gebildet werden. Wir zeigen jetzt, daß 


Alu,) <A(u) (8) 
gilt. Wir setzen u — %, = w,. Dann ist 


A(u) = Alt, + w,) = A(%,) +24 (Uns Wr) +4 (Wn) ‘ 
Nun ist 


Ally, %n) = Alt U — Un) = IA (9 % — U) = 0 


auf Grund der Gleichungen (4). Jetzt wird 
== A(%n) + A(wn) > 
woraus sich die Ungleichung (8) unmittelbar ergibt. 


Zum Schluß behandeln wir die Frage der Konvergenz .des TREFFTZschen Ver- 
fahrens. Wir beschränken uns auf den Fall eines ebenen Gebietes. 2 und nehmen 
an, daß seine Berandung S glatt ist und stetige Krümmung besitzt. Man kann 


zeigen, daß der Operator . positiv-definit im Raum H ist, der aus den in 2 
v 


harmonischen Funktionen besteht, die mit Hilfe der Grwenschen Funktion durch 
ihre Randwerte darstellbar sind; von letzteren wird vorausgesetzt, daß sie quadra- 
tisch summierbar sind und der Gleichung 


[uds=0 
S 


genügen. Da 2 ein _positiv-definiter Operator ist, existiert eine positive Kon- 
Yy . . 
stante y derart, daß die Ungleichung!) 
[6X7) —_ 
‚827 ®@dS, veH (9) 
S- : S ; j 


gilt. Da die Mittelwerte von % |s und g; |s gleich Null sind, sind diese Funktionen 


Elemente von H. Nach der Voraussetzung über die Vollständigkeit der Folge 
{p,} kann man zu einem gegebenen & > 0 eine natürliche Zahl N und: Konstanten 
&1, &g, ---, &y derart finden, daß 


N 
A (" - sn) <e 
k=i1 


3) Wir schreiben diese Ungleichung unter der Voraussetzung, daß die Funktion v reell ist. 
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ist. Erst recht ist A(uy — u) < &, wo u die nach dem Trerrrzschen Verfahren 
gebildete Näherungslösung ist. Für n > N ist A(u — u,) < A(u — ur) < e. Die 
Funktion u — u, ist harmonisch, und nach der GreEnschen Formel wird 


Alu = | eu) gg 


dv 
5 S 


Infolge der Ungleichung (9) gilt 


fu use, (10) 
Y 
S 
G(P,0Q) sei die Gre=nsche Funktion des Gebietes 2. Dann ist 
G(P 
ur a 


R 
Wir nehmen an, daß P in einem abgeschlossenen Gebiet variiert, das ganz im 
P 
.Innern von 2 liegt. Dann ist die Funktion Zu bekanntlich beschränkt, 


und ebenso auch alle ihre Ableitungen nach den Koordinaten des Punktes P. 
Wendet man auf (11) die Ungleichung von BUNJAKowskI an und benutzt die 


Abschätzung (10), so findet man, daß u — w,—0 gilt, und zwar gleichmäßig - 


in einem beliebigen abgeschlossenen Gebiet, das ganz im Innern von 2 liegt. 
Differenziert man (11), so kann man sich in derselben Weise überzeugen, daß 


die Ableitungen beliebiger Ordnung von u, gleichmäßig gegen die entsprechenden 


Ableitungen von u konvergieren in einem beliebigen, ganz im Innern von 2 
liegenden, abgeschlossenen Gebiet.!) | 

Zum Abschluß bemerken wir, daß es bei der Aufstellung des Systems (6) nicht 
nötig ist, die Mittelwerte der Funktionen v und o, tatsächlich zu Null zu machen. 
Wenn man nämlich u durch «+ c und 9, durch 9, + c, ersetzt, wo c und c; 
Konstanten sind, dann nehmen die Koeffizienten und freien Glieder in (6) folgendes 
Aussehen an: 


Ipr \ (go . Pk 7 j IP 
LE Fr ds - | En ds; fi Ep ds E 3» ds. 
S Ss Sg S 


Nun ist, 
[as=o, 
öv 
RB) 


EN die Funktion 9, harmonisch ist. Daraus ist ersichtlich, daß eine Änderung 
von % und g, um Konstanten das System (6) nicht ändert. 


1) Wir erinnern daß wir für die Mittelwerte sowohl von u als auch von v gleich Null an- 
genommen haben; ohne das gilt die Konvergenz u„— u im allgemeinen nicht. Die Konver- 
genz der Ableitungen gilt unabhängig davon, ob die erwähnten Mittelwerte gleich oder un- 
gleich Null sind. 
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$ 56. Die biharmonische Gleichung. Das Verfahren der anharmonischen Reste 


Eine Modifikation des Trurrrzschen Verfahrens wurde von 8. Cır. Raransox 
[1, 2] für den Fall der biharmonischen Gleichung vorgeschlagen.!) 
Wie in 827 festgestellt wurde, ist die Integration der biharmonischen Gleichung 


Au=f (1) 
bei den Randbedingungen 
u=0, 22-0 () 
dv L 


gleichbedeutend mit dem Minimalproblem für das Funktional 


Fu) = (Au, u) — 2%(u, f) = [Aw —2ju)dS (8) 
Ss R 


bei denselben. Randbedingungen (2). In demselben Paragraphen wurde die Lösbar- 
keit dieses Probleras mit Hilfe der energetischen Methode bewiesen. 
Das Verfahren der anharmonischen Reste beruht auf folgendem Satz: 


Satz 1. Es sei u(P) eine beliebige zusammen mit ihren ersten und zweiten Ab- 
leitungen, in S stetige Funktion, die auf dem Rand L des Gebieies 8 den Bedin- 


gungen (2) genügt. Ferner sei q(P) eine beliebige in S=S-+L stetige und stetig 
differenzierbare Funktion, die in S der Gleichung 


44=f | (4) 


"gemägt.?) Dann gilt 
F@W)>— ['248. 
N} 


Der Beweis ist sehr einfach. Man hat 


In ee 4 05.)a1 = [aauas 
v 


auf Grund der Bedingung (2). Jetzt wird 


F@+ [gas = [uw — 2% +g@}d8 
S Ss : : 


— [a0 — 29 10 + Mas = [da g?d8>0, 
N " $ 


was zu beweisen war. 


t) Wir erwähnen in diesem Zusammenhang die sehr interessanten und bedeutend früheren 
Arbeiten von $. ZAREMBA [3, 4], deren Resultate den Ergebnissen von S. CH. RArausox teil- 
weise nahekommen. 

2) Wir nehmen an, daß eine solche Funktion existiert. 
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Wenn wir = u annehmen, wo w eine den Bedingungen (2) genügende Lösung 
der biharmonischen Gleichung (1) ist, dann gilt nach dem Bewiesenen 


Fuw>— [g248. (5) 
Ss 


Gewöhnlich bereitet es keine Schwierigkeiten, irgendeine Lösung der le (4) 
zu finden, und dann gibt das Integral 


- [48 = — Igl? 
Ss ® 


eine untere Schranke für das Minimum des Funktionals (5). Im folgenden kommt 
es darauf an, diese Schranke zu verschärfen. Das geschieht folgendermaßen. 
Wir wählen eine Folge {p,(P)} in 8 harmönischer und in 8 stetiger und stetig 
differenzierbarer Funktionen. Wir setzen sie als orthonormiert in S voraus, so 
daß 
0, k==m, 
(a m = [mas =, 


S 


k=m 


gilt. Das kann man stets erreichen, indem.man auf die gewählte Folge den Ortho- 
gonalisierungsprozeß anwendet. Wir setzen jetzt 


u) = 4-2 mniP). 


Die Funktion g, (.P) genügt allen Bedingungen des Satzes 1, und als untere Schranke 
für die Größe F‘(u) erhalten wir jetzt die Größe — ||g, |?, die, wie leicht zu sehen 
ist, gleich 


= 6) 


und folglich größer als — |q |]? ist. Wir nehmen jetzt an, daß’die Folge {p,(P)} 
vollständig auf der Menge der Funktionen ist, die in S harmonisch sind und dort 
eine endliche Norm besitzen. Mit dieser letzten Bedingung kann man zeigen, daß 
dann 


Fü) = — Iql? +30. Pr)” (7) 


gilt, wo u, ein der ‘Bedingung. (2) genügendes Integral der Gleichung (1) ist. Der 
Beweis gründet sich auf folgende Konstruktion. 

Wir betrachten die Menge @ der Funktionen, die in $ harmonisch sind und ' 
endliche Norm besitzen. Man kann zeigen?), daß diese Menge einen. Unterraum 
in L,(2) bildet. Unter gewissen einschränkenden Voraussetzungen über die Gestalt 
des Gebietes $ kann man zeigen, daß die Funktionen aus dem Unterraum @ sich 


1) Dieser Satz stammt von H. Wexyu [2]. Seinen Beweis findet man in der Arbeit von 8. Ca. 
Rarauson [2]; auf den allgemeinsten Fall einer Gleichung zweiter Ordnung vom elliptischen 


Typ wurde dieser Satz vom Verfasser [11] ausgedehnt. 


19 Variationsmethoden 
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mit beliebiger Genauigkeit durch in $ stetig differenzierbare Funktionen im Mittel 
approximieren lassen.!) Das ist z. B. der Fall, wenn das Gebiet 8 sternförmig ist, 
d.h. wenn im Innern von $ ein Punkt mit der Eigenschaft liegt, daß ein beliebiger 
von ihm‘ ausgehender Strahl den Rand. des Gebietes nicht mehr als in einem 


Punkt schneidet.?2) Man kann auch andere hinreichende Kriterien angeben. Die 


Funktionen, die in dem orthogonalen. Unterraum G@ = L,($) © @ liegen, wollen 
wir als anharmonische Reste bezeichnen. Aus der Definition ergibt sich folgendes: 
Wenn v(P) eine in S harmonische quadratisch summierbare Funktion ist und 
w(P) ein. anharmonischer Rest, dann ist 


(v, 0) = [v(P) w(P)dS =0. 
N 


Wir setzen Au, = w,. Wie leicht zu sehen ist, ist w, ein anharmonischer Rest. Es 


sei nämlich v(P) eine in 8 harmonische und in S stetig differenzierbare Funktion. 
Dann ist 


(wg, v) — [v4 ds 
as 


oder, wenn man die GreENsche Formel anwendet, 


| 9u dv | 
(wg, ®) = [mar ds II FIR ug >.) dsS=ß0, 
; S L 


da Av = 0 ist und u, den Bedingungen (2) genügt. Wenn v(P) nicht stetig diffe- 
renzierbar in 8 ist, dann approximieren wir v® durch stetig differenzierbare har- 
“ monische Funktionen v,(P), und der Grenzübergang in der Gleichung (w,, w,) = 0 
liefert (w,, v) = 0. 

Wir haben Aw, = A?u, = f. Wir setzen g=v, + w,. Dann wird Av, = Aq 
— Aw, = 0 und folglich (wy, %,) = 0. Die Funktion q wird zerlegt in zwei ortho- 
gonale Summanden v, €e @ und w, & @. Dann gilt ||q |]? = |, 1? -+ Iw, |? oder 


I%, 1? = Igl® — Ivol?. (8) 


Nach dem oben Gesagten ist klar, daß die orthonormierten Funktionen 9,(P) 
ein in @ vollständiges System bilden. Daraus ergibt sich 


er vg Pr) Yn(P) und 190? = 2 (99: Pn)”- 
n=1 v= 

Dabei ist 
(00 Pr) = (9; In) — (Wo Pr) = (9 Pr); 


da w, und 9, in den zueinander orthogonalen Unterräumen @ und @ liegen, und 
deshalb ist (Wo Pr) = 0. Damit wird 


vl? = > Pn)?- 


1) Wir setzen unten voraus, daß eine derartige Approximation möglich ist. 
2) Siehe z. B. 8. Cu. Rarauson [2]. 
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Setzt man das in (8) ein, so erhält man 


I, 1? = Ig1? — 2. Pn)”- (9) 
R n=' 
Andererseits gilt 
1,1? = Aal? = [ (Aw)? dB. 
$ 


Vergleicht man das mit Formel (15) des 27, so findet man |wy|? = lu? 
—= — Fin (u), und Formel (7) ist bewiesen. Behält man in der Reihe (7) nur eine 
endliche Anzahl von Gliedern bei, so erhält man eine Größe, die kleiner als 
Fin (4) ist, aber beliebig dicht dabei liegt, wenn man hinreichend viele Glieder 
nimmt. 

Aus der oben durchgeführten Rechnung ergibt sich leicht die Formel 


up) = Am = am) RP); 10) 


kennt man w,(P), so kann man die Funktion u, (P) nach der Formel 


n 
mo Inrdsg (11) 


bilden, wo r der Abstand der Punkte P und @ ist. Eine Herleitung der Formel (11) 
wurde in der Arbeit von S. Cm. RArAuson [2] gegeben. 
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. Das Trerrtzsche Verfahren wurde in den Arbeiten von M. S. Bırman 
[3, 5, 6] für eine große Klasse von. Randwertaufgaben verallgemeinert. Wir 
nehmen an, es sei folgendes Problem gestellt: In einem Gebiet 2 ist eine Lösung 
der linearen Differentialgleichung 


up) | a) 


bei den Randbedingungen — wir nehmen sie der Einfachheit halber als homogen 
an — 
Guls=0, Guls=0, ..., Guls=o0 (2) 


zu finden. A sei ein positiv-definiter Operator, der für die den Bedingungen (2) 
genügenden Funktionen mit dem Differentialoperator Z zusammenfällt. Dann 
machen die den Gleichungen (1) und (2) genügenden Funktionen, wie wir wissen, 
das Funktional!) 
| F(u) = (Au, u) — u, f) | (3) 
zum Minimum, wobei 
Fame = — Iul? = — (Au, u) (4) 
ist. DZ 


1) Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf den Fall reeller Funktionen. 


19* 
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Die Verallgemeinerung des TR£rrrzschen Verfahrens geschieht im allgemeinen 
folgendermaßen: Man bildet ein neues Funktional p(w), das nur auf den der 
Differentialgleichung (1) genügenden Funktionen betrachtet wird; die Erfüllung 
irgendwelcher Randbedingungen wird nicht vorausgesetzt. Von. dem Funktional 

$ (u) fordern wir, daß es für die den Gleichungen w und (2) ‚genügende Funktion 
“ü,(P) sein. Minimum annimmt und daß 


Prnin (u) = P(u) = hate 6) 


gilt. Wir bemerken, daß das Funktional p(w) auf den, Lösungen der Gleichung (1) 
notwendig positiv ist; das ergibt sich aus Formel (5). 

Jetzt sei w(P) eine beliebige Lösung der Gleichung (1). Aus Formel (5) folgt 
dann, daß p(w) > Iu,l? und demzufolge — (u) < Fmin(%) ist. Demnach kann 
man in.den Ungleiehungen (4) und (5) des $48 — o(u) für die Zahl ö setzen. 
Weiter sei u„(P), n = 1,2, ... eine das Funktional p (u) zum Minimum machende 
Folge von Lösungen der Gleichung (1), so daß, 


kim o(u,) = lu, 
N->OO 


gilt. Dann gilt — (u) — Fuin(w), und wir erhalten eine Folge von Zahlen 
6, = — p(u,), die sich bei hinreichend großem n beliebig wenig von d = Finin (4) 
unterscheiden. 

Bei jedem konkreten Randwertproblem kommt es also auf die Wahl eines 

‚geeigneten Funktionals p(u) an. 

In den $$58 und 59 werden wir die von M. 8. Bırman [6] stammende Kon- 
struktion des Funktionals p(u) für einige besonders wichtige Randwertaufgaben 
kurz erläutern; es handelt sich um Probleme, die mit der PoIssonschen Gleichung 
und mit der Gleichung der Plattenbiegung zusammenhängen ; wie wir sehen werden, 
geschieht die Konstruktion des Funktionals’p (u) nicht in eindeutiger Weise, so 
daß für jedes Randwertproblem eine unendliche Menge von ‚„Trurrtzschen Ver- 
fahren“ existiert. Wir bemerken noch, daß es gewöhnlich gelingt, die Konvergenz 

. der Minimalfolge gegen die exakte Lösung des Problems zu beweisen ; eben deshalb 
stellt das TRErFTZsche Verfahren eine geeignete Methode zur angenäherten Lösung 
von. Randwertaufgaben dar. 

Wir erwähnen noch, daß in der zitierten Arbeit von M.S. BIRMAN die Funk- 
tionale des verallgemeinerten TREFFTzZschen Verfahrens auch für einige kompli- 

. zierte Probleme aus der Theorie dünner Platten gebildet worden sind. 


$58. Anwendungen auf die Poissoxsche Gleichung 


Wir betrachten das Problem der Integration der Porssosschen Gleichung 


—Au=(P) (1) 
bei den gemischten Randbedingungen ($, + 8, = 8) 
uls=0, ) 


du 
* +ou| = 0, o>®d. (3) 
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In diesem Falle erhält man ohne Mühe durch partielle Integration und Aus- 
nutzung der Randbedingungen 


ul? = (— Au, u) = [grad u)2d2 + [ou ds. (4) 
2 S2 


Um die Darstellung zu vereinfachen, nehmen wir an, daß die Lösung. unseres 


Problems eine im abgeschlossenen Gebiet 2 = 2+ 5 stetig differenzierbare 
Funktion ist. 

"Wir wählen eine beliebige, nicht negative Funktion 7, die auf der ganzen 
Fläche 8 definiert ist und der Ungleichung 


<oaufd, (5) 
genügt. Wir setzen jetzt 


| es 1 ou _\. 3 
(u) — [gr ud + [aw ds + IE =E 7 } a) dS. (6) 
! Q2 S Sg, 


Das zugehörige ‚bilineare‘‘ Funktional hat die Form 


o(u,v) = [gradu- gradvdQ + [Fuvds 
o S 


“dabei ist 
ea +v)=plu) + 29m v) + Pl). (8) 


Offensichtlich ist stets (u) > 0. Wir erwähnen noch zwei wichtige Eigenschaften 
des Funktionals @ (wo): 


a) Wenn die Funktion u (P) P) den en (2) und (3) genügt, dann ist, 


p(u) = lvl2. In diesem Falle ist nämlich auf I 5 = — ou. Setzt man das 


' in (6) ein, so erhält man leicht 


e(u) = Jera uw?d2 er ds a ds. 
Infolge der Bedingung (2) verschwindet das letzte Integral und ein Vergleich 
mit Formel (4) ergibt p(u) = lul. 
b) Wenn #(P) den Bedingungen (2) und (3) genügt und v(P) eine willkürliche 
in 2 stetig differenzierbare harmonische Funktion ist, dann ist (u, v) =.0. Denn 
wenn man das erste Integral in (7) partiell integriert und die Randbedingungen 
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berücksichtigt, denen die Funktion s(P) genügt, dann erhält man 


um) = — [vvan+ [uS2as+ [zu ds 

v 

2 S S j 

1 u „s dv 2. 

! [ h Y 

/— t u) ı 50) as 

& 
- 1 au): 0) a8 =0. 
2 


Satz 1. Von allen in Q stetig differenzierbaren Lösungen der Gleichung (1) erteilt 
die den Randbedingungen (2) und (3) genügende Lösung u,(P) dem Funktional $ (u) 
seinen kleinsten Wert. Dabei ist 


Pmin (%) = PU) = lol. (9 


Es sei u(P) eine in 2 stetig differenzierbare Lösung der Gleichung (1). Wir . 
setzen u = u, + v, so daß Av= 0 wird, d.h. die Funktion v ist harmonisch. 
Nach Eigenschaft b) ist o(u,, dv) = 0. Jetzt folgt aus Formel (8), daß bei v0, 
d.h. biu=+ u, 


lu) = Pl +9) = Pla) HP >yU) (10) 


gilt, und das bedeutet, daß Emin(w) = P(u,) ist. Nach Eigenschaft a) ist @(u,) = 
Iu,!?, da u, den Randbedingungen (2) und (3) genügt. Damit ist der Satz bewiesen; 
gleichzeitig ist gezeigt, daß das Funktional p(w) alle Forderungen des $57 er- 
füllt. 

Jetzt sei u, (P),n = 1,2, .... eine Folge von Lösungen der Gleiehung (1); diese 
Folge möge das Funktional p(v) zum Minimum machen, so daß 


J20% (4) = Po) 


gilt. Nach Formel (10) haben wir 


(Un) = PlUn — U) + Plüo)- 


Daraus folgt unmittelbar ‚ 
lim (u, — u) =0. 7 
N—X 
Auf Grund der Formel (6) schließen wir, daß dann für 2 im Mittel grad u, — 
grad u, Ei. Wenn noch 5 > 0 ist, dann gilt «,— u, im Mittel auf $, und 


en Fr im Mittel auf $,. 
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Wir verweilen bei den beiden wichtigsten Spezialfällen. 

1. Möge $, entfallen, so daß u = 0 auf der ganzen Fläche $ gilt, unsere Auf- 
gabe ist dann das Diezcauersche Problem für die Gleichung (1). In diesem Falle 
ist 


= [ (grad u) 242 + [ou 48, (10*) 
2 $ . 


wo 6 eine willkürliche, auf $ nicht negative Funktion ist. 

Wenn %,n==1,2,... eine Minimalfolge für das Funktional (10*) ist, dann 
konvergiert grad v„ in 2 im Mittel gegen «,, wie oben gesagt wurde, und wenn . 
6 >0 ist, gilt in 8 im Mittel w, — u,. Mit Hilfe des schon mehrfach zitierten 
„Einbettungssatzes‘ von S. L. SoBoLEw kann man zeigen, daß in 2 im Mittel 
Un —> U, gilt; da u, Lösungen der Gleichung (1) sind, so folgt daraus bekanntlich, 
daß u, — u, gilt, und zwar gleichmäßig zusammen mit allen Ableitungen in einem 
beliebigen abgeschlossenen Gebiet, das ganz im Innern von. 2 liegt. 

Man kann in (10%) = 0 setzen, was genau dem TRerrtzschen Verfahren selbst 
entspricht. Wenn dabei w, eine Minimalfolge ist, dann kann man behaupten, 
daß grad u, — grad u, gilt, aber die Konvergenz der Funktionen selbst läßt sich 
nicht behaupten. Auf diese Tatsache stießen wir in $55. 

2. Wir betrachten das Neuvmannsche Problem 

ul 


u (1) 


Wie wir wissen ($ 22), ist dieses Problem lösbar, wenn. 


[rdo=0 


gilt, und die Lösung ist eindeutig, wenn man zusätzlich fordert, daß 
F ud2=0 
2 


gilt. In diesem Falle kann man 


| 2 
Pe ee ae /e--) dS : (12) 


setzen, wo & eine hinreichend kleine positive Konstante ist. Man kann zeigen), 
daß das Funktional (12) allen in $ 57 formulierten Forderungen genügt. 

Beim NxumaAssschen Problem hat das verallgemeinerte TREFFTzZsche Verfahren 
den Vorzug gegenüber dem Verfahren der orthogonalen Projektionen, daß es bei 
der Bestimmung des Minimums des Funktionals (12) nicht notwendig ist, die 
Funktion u irgendwelchen Randbedingungen zu unterwerfen. Beim DIRICHLET- 
schen Problem entfällt dieser Vorteil, da beim Verfahren der orthogonalen Pro- 
jektionen für das DiricHLersche Problem die Vektoren iv keinerlei Randbedin- 
gungen zu erfüllen brauchen. 


!) Siehe M. S. Bırman [6]. 
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Das verallgemeinerte TREFFrzsche Verfahren läßt sich leicht auf elliptische 
Gleichungen zweiter Ordnung mit veränderlichen Koeffizienten ausdehnen und 
ebenfalls auf den Fall inhomogener Randbedingungen. 


$ 59. Verallgemeinerung des TREFFTZschen Verfahrens 
auf das Problem der Biegung einer frei gestützten Platte 


Wir wenden uns Biegeproblemen für dünne Platten zu, die mit der biharmoni- 
schen Gleichung zusammenhängen, doch beschränken wir uns auf die zwei ein- 
fachsten Fälle des fest eingespannten und des frei gestützten Randes, und für jeden 
von ihnen bringen wir nur eine (die nach unserer Meinung einfachste) Form des 
Funktionals der Teerrrzschen Methode. Für den Fall des fest eingespannten 
Bandes wurde diese Form in $ 56 angegeben; im vorliegenden Paragraphen be- 
trachten wir die Platte mit frei gestütztem Rand. 

Der Bildung des Funktionals der TRerrrzschen Methode schicken wir die Her- 
leitung einer Hilfsformel voran. Die Formel (6) des $ 27 stellen wir in der Form 


w\2: Hw Aw ow „[dw dw „(dw 
dad 222 d 
+] een da? | . Fe (en) 9% (6) 
L 
Ow rw „du Dw , _ dw Dw , _ dw | 
DT ge do dx oe 


dar. Esist leicht zu sehen, daß der Ausdruck unter dem Randintegralinvariant gegen 
eine Verschiebung oder Drehung des kartesischen Koordinatensystems ist. Wir 
dürfen deshalb in jedem Punkt. des Randes ZL die x- bzw. y-Achse durch die Außen- 
normale v und die Tangente s ersetzen. Dabei wird auf dem Rand offensichtlich 
dv = 0, und wir erhalten 


ww \2 ww Orw de dw 
I ) Ep A dy [& Wr — 5, u.) ds. (1) 
$ j F 


In Formel (1) sind die Größen w,, und w,, die zweiten Ableitungen in Richtung von 
Tangente und Normale, berechnet unter der Voraussetzung, daß sich die Richtun- 
gen von Tangente und Normale nicht ändern; genauer ist 


9w w 
W = Er cos (v, £) cos (s, 2) + de dy [eos (v, &) cos (s, %) 


cos(v, y) cos (s, %); 


Hw 
+ cos (v, y) cos (8, ol + de 


Wgg en cos?(s, x) + 27; 


0? 
EP cos (s, x) cos(s, y) + Fe cos? (s, Y). 


w 
xy 
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Eine Rechnung analog zu der in $ 27 durchgeführten zeigt, daß 


2 (uw 10m, rw 10m 
mn) gs BAT om 


gilt, wo g der Krümmungsradius des Randes ist. Setzt man diese Ausdrücke in (1) 
ein, so erhält man 


2 dw ww 
a f (925) Er, | a8 
dw 1 (dw? ww dw 9 [dw 
==]. Erik Dr de une lan) 
L F 


Da die Kurve L geschlossen ist, und die Funktion w und ihre a plannngen als 
eindeutig vorausgesetzt werden, ergibt Ban Integration 


9wd (dw ,„ __ [ww ,, 
ös ds \öv er dv 98° i 
L L 
was zu der gesuchten Formel 
2 ww 
d 
ee) nl 
9w rw 1 (öw\® 1 /dw\2] . 
— | - 2 
fl ov O8 +5) -(&)]@ 2) 
FAR 


führt. Ersetzt man in (2) rechts w durch u + v und ebenso durch % — v und sub- 
trahiert, so erhält man noch eine nützliche Formel 


9 Ru Ov Rulv u Ov ds 
d92dy dzdy Hd Ay? da? 
s 


& dv Ru ’ 1 du dv 1 du 5) 


v0 OO | 00V | Ds ös 8) 


Beim Problem der frei gestützten Platte muß das Funktional des verallgemei- 
nerten TREFFTZschen Verfahrens in Abhängigkeit davon gebildet werden, ob der 
Band der Platte überall konvex ist, oder ob er auch nicht konvexe Teile enthält. 
Wenn der Rand L konvex ist, kann man N 


ler 
+- 2 re 


setzen; hier bedeutet o die Poıssoxsche Zahl, die wir als positiv annehmen. 
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Wir zeigen, daß das Funktional (4) alle in $ 58 angeführten Eigenschaften be- 
sitzt. 


a) Für eine beliebige Funktion w gilt d(w) > 0, de der Rand L konvex ist und 
folglich 0 > 0 ist. 
b) Wir bilden das bilineare Funktional 


f Rute „u Br Ru ev is 
Br O0! Or dy dry Hy? äy: 
& 
1 Ru 1 ou 0®v 10% 
== ] fi 
2 [el (Be .4@ »)|e I .e »)?* ” 
Z x 


Wir zeigen, daß © (u, v) = 0 ist, wenn u den Bedingungen für den frei gestützten 
Rand ; 


50, 4.25] =0 (6) 
oe dr] 


und v der biharmonischen Gleichung 


Av—=0 (7) 
genügt. 
Zum Beweis bemerken wir, daß infolge der Bedingungen (6) auf dem Rand L 
u 1 ou 1 ou oo0u 
Au — | + — = = —— 
® ( .@ 2) = 0 dv e dv 


gilt, was die Vereinfachung des Randintegrals in (5) gestattet. Ferner ist 
u Ov 2 u MV | du Ro is 
0x2 9x2 or öydxdy ' Oyräy? 
Ru MV ur Hu v 
= Au Avds 2 - 

fr en + [ff d2dy dmdy Id OR 2 )08, 

Ss S j - : 
was infolge der Formeln (3) und (6) die Form 


Ov 1 dv\ 9% 
[ 
[fr oras f& 3 5) ER ds 
Ss L 


- annimmt. Jetzt wird 


O0) = [ [au avas— | 405% as. 
v 
L 


Ss 
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Ersetzt man in der Gremnschen Formel [Formel (10) des $2]v durch Av, so erhält 


man 
oA Au van = | [uawas &E» u) as. 
\ öv ov 
S Ss ? L 


Daraus folgt 
own = | [aawas- [wFtas, j | 
S £ 


was infolge der Gleichungen (6) und (7) gleich Null ist. 


c) Es sei w eine willkürliche Lösung der Plattengleichung 
Diw=gqg | 
und w, eine Lösung dieser Gleichung, die den Bedingungen der freien Stützung 


genügt. Die Funktion v = w — w, genügt der a ); nach dem Bewiesenen 
ist D(w,, v) = 0. Jetzt haben wir 


Dlw) = Bw + v) = Dfw,) + 2D(w, v) + Div) = Bw) + Do). 
Daraus ist ersichtlich, daß 


Pruin (0) = B(w,) 


gt. 
d) Wir berechnen D(w,). Benutzt man die Bedingungen (6), welchen u Funk- 
tion ww, genügt, so erhält man 


dw, wo \2 (wel. [1 [Awe\2 
Ö(w,) -//16 =) 2 (5 ) er dS-+o : | 30 ds. 
i 
Dieselben Bedingungen (6) gestatten es, die Identität (2) in der Form 
9wy nn 9w, Hrwg | aw, \? 
In (3) a a \daay) |" 
darzustellen. Setzt man das in ®(w,) ein, so ergibt sich 
_ 9wo\- ‚wu, wg Zr) 92, \? . 
2) +2 Day er 
5 


nach Formel (21) des $27 ist d(w,) = Iw,. 
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Wenn der Rand L nicht konvexe Teilstücke enthält?!), dann bleibt das Funktio- 


nal (3) nicht mehr positiv und wird für unsere Zwecke ungeeignet. In diesem Falle 
kann man 


H2w\? ww 2w\? w \? 
ee | | H 
om) 20: zT (=) r2(d (2) |as 
Ss 


dw 1 ®w 1 dw] 
[be fart[m-u-nßret]a m 
L 


setzen?), wo « und f positive Konstanten sind, dabei ist x hinreichend klein. 


$ 60. Das Verfahren von M. G. SLOBODJANSKI 


In einigen Fällen kann man zur Gewinnung einer Abschätzung des Minimal- 
funktionals nach unten günstig ein einfaches Verfahren anwenden, das von M. G. 
SLOBODJANSKI [8] vorgeschlagen wurde. Dieses Verfahren, das eine Verallgemei- 
nerung der oben erwähnten FRIEDRIcHsschen Transformation darstellt, besteht in 


folgendem. 
A sei ein symmetrischer positiv-definiter Operator, 
(Au, u) > y*lul®, (1) 
und «, eine Lösung der Gleichung 
Au=f. (2} 


Wir nehmen an, daß sich der Operator A in der Form der Summe 
v & 
‚A=Y% 4 8) 
kZ1 - 
darstellen läßt, wobei jeder Operator A, positiv und symmetrisch ist. 


U bezeichne ein System %,, %g, ..., %, von Elementen derart, daß “, im De- 
finitionsbereich des Operators A, liegt und daß die Gleichung 


2 
ki 
erfüllt ist. Wir bilden das Funktional 
? 
Y(U) =2 (Ar%r, Up). (5) 
Es gilt j 
Satz 1. Das Funktional P(U) nimmt sein Minimum bei y=uy, k=1,2,...,® 
an; dabei wird 


min Y(D) = lu,l2. (6) 
1) Auf solchen Abschnitten ist e < 0. 
2) Siehe M. S. BIEMAN [6]. 
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Wir setzen ng = 4, — u,. Dann wird | 


» » ? Ei 
> Arm — I Ay — Art = F— Ada =(. (7) 
k=1. k=1 k=1 z 
Jetzt ist i 
p 
YO) = (Ar (Up + N); ug + N) = (Ay, %,) 


p D rd 
2 (Ay, %) +2 (Ar un; N) +2 (Ar, Ne) 
Wegen Gleichung (7) gilt 


p pP. p 
(Ama) =0; (Art m) = I (0 Ar) = 0, 
et et Kal 


und wir erhalten 


Do 
YO) = lu? + I (Armes Ne): 
‚pl 


Da der Operator A, positiv ist, gilt Y(U) > l“,1?; das Gleichheitszeichen ist nur 
dann möglich, wenn y, = 0,k =1,2,..., pist, d.h.wenıny =u,k=1,2,...,P 
ist. j 

Im allgemeinsten Falle kann man den positiv-definiten Operator A in der Form. 
A = A, + 4, darstellen, wenn man eine beliebige Konstante c derart wählt, daß 
0<e<y ist, und A,u= Au-— cu, A,u—= cu setzt. Dann wird YVUOD)= 
(At, — Cu, u) + C(üg, 45); die Elemente u, und u, sind, durch die Gleichung 


Am — cu + Cu—f 
verknüpft. Daraus folgt 


1 
PD) = (Au, — 04; %) + E F-Am+cen,f- Antec); (8) 


hier ist u, ein willkürliches Element aus dem Definitionsbereich des Operators A. 
Wir erwähnen noch einige Spezialfälle. Wenn 


mw 6 ou 
Au=— — 14; —|+ C(P 
un re 
gilt, wo C(P)-eine im strengen Sinne positive Funktion ist, und wenn die Rand- 
bedingungen so sind, daß der Operator 


m, 9° ou\ 
Au=— — [Ay (P) — 
ı% &ı | ji ( 2). 
positiv auf der Menge der diesen Bedingungen genügenden Funktionen ist, dann 
kann man A,u = C(P)u und A = A, + 4, setzen. Die Funktion vu, kann man 
willkürlich wählen, jedoch so, daß sie den Randbedingungen des Problems ge- 
nügt; dann ist w, durch die Gleichung 


> 2 (An ge )+ Cm = 12) 


jk 
j,k=1 0%; j 0% 
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bestimmt; dabei ist 

I PA RE ee 
= Ei 0x; iR 0% “ws ö 

g g 


Wenn insbesondere die Randbedingungen die Form %|s = 0 haben, dann genügt 
auch die Funktion u, dieser Bedingung. Durch partielle Integration geben wir 


Y(U) die Form 
> m du - 
yY(U) -[{ 2, Ay —— dr + ori 42. 
2 


. Wir betrachten noch die Gleichung 


u dr du 
k ge 
LU DEE Fr EQ Fr f(@) 
bei den Randbedingungen . 
um (a)=uRb)=0, k=0,1,2,..,m—1. 


Wenn die Koeffizienten derart sind, daß 9,(x) > 9 > 0, pr(x) > 0 ist, dann kann 
man 


d* dky 
Au = (— 1)* Ink [pet 7a) k=0,1,2,...,m; 


ud) =ub)=0, j<h-i 


setzen. In unserem Falle ist U = (u, U, U...» 4%); die Funktionen u, hängen 
durch die Gleichung 


m = du, 
er, u |pete = ie 


zusammen; das Funktional Y(U) hat die Form 
d Ur 
EAUEn - [2 2 Pr(x) (7)? ®. 


$ 61. Zweiseitige Abschätzung von Funktionalen 


Manchmal kommt, es vor, daß es wichtig ist, nicht die Lösung der Gleichung 
Au=f 0 


selbst zu finden, sondern nur ein bestimmtes mit dieser Lösung zusammenhängen- 
des Funktional der Form (uw, 9), wo'g eine gegebene Funktion ist. Aus einer Reihe 
von Arbeiten, in denen dieses Problem behandelt wird, greifen. wir die Arbeit 
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von M.G. SLOBODJANSKT!) [6] heraus, von der im. vorliegenden Paragraphen 
eine kurze Darstellung gegeben werden soll; am Ende des Paragraphen wird noch 
-über die interessante, aber schwierige Arbeit von T. Karo [1] gesprochen. 
4A sei ein positiv-definiter symmetrischer Operator, und es sei die Berechnung 
des Skalarproduktes (u,, 9) gefordert, wo g eine gegebene Funktion?) und «4, eine 
Lösung der Gleichung (1) ist. Die einfachste Art, diese Aufgabe zu lösen, ist 
folgende: Wir bilden eine Näherungslösung w, der Gleichung (1) und setzen ange- 
nähert 
UN) (ung). (2) 


Der Fehler dieser Näherungsgleichung läßt sich leicht mit der Ungleichung von 
CAucHY-BUNJAKOWSKI abschätzen: } 


| (0 9) > (Uns g| — |(%o N Un, 9)| = Igi “ lu Fa Un: ; (3) 


Wenn u, z. B. nach der energetischen Methode konstruiert worden ist, dann kann 
man die Größe |u, — %, | abschätzen, indem man das Verfahren der orthogonalen 
Projektionen benutzt. Die Gleichung (2) kann man präzisieren. 

Es sei v, eine Lösung der Gleichung 


| Ag, 4) 
und v, eine Näherungslösung dazu. Wir setzen 
Ad = fa Av Gm di (Uns 9) + Fb: %). 5) 


Angenähert setzen wir 


(tg, 9) Du u) 


und schätzen den Fehler der entsprechenden Ungleichung ab. Man bestätigt leicht 
die Identität 
(do, g) — = (Up — Uns I In): 


Der gesuchte Fehler ist 


ug — Un 4 — In)| = |Uo — Un, Aldo — Yn)| = 1 — Un, do all» 
und nach der Ungleichung von CAucHY-BUNJAKOWSKEI wird 
(to) — 5) < 1a — nt 10 — al. (7) 


Die rechte Seite kann man mit den in diesem Kapitel dargestellten Methoden ab- 
schätzen, wenn u, und v, nach der energetischen Methode oder nach dem Ver- 
fahren der orthogonalen Projektionen gebildet worden sind.?) 

Wir führen noch einige Ergebnisse von T. Karo [1] an, ohne auf die Herleitung 
einzugehen. Es sei A = 7*T', bezüglich der Operatoren A, T', T* nehmen wir die 


1) Siehe auch die Arbeiten [3, 4, 9]'dieses Autors, 

2) Im allgemeineren Falle ein gegebenes Element des betrachteten HiLBERT-Raumes. 

3) In der Arbeit [9] von M. G. SLOoBODJANnskt ist die Bildung einer Formel skizziert, die ge- 
näuer als die Formel (6) ist. i 
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Bedingungen des $ 52 als gegeben an. Wie früher möge u, der Gleichung (1) ge- 
nügen. Weiter seien v und v willkürliche Elemente aus demi Definitionsbereich des 
Operators 7’ und w', v’ willkürliche Lösungen der Gleichungen 7*v’ = f, T*u' = g. 
Wir setzen 

= u) +) TuTo), B= (ww). 


Dann übersteigt der Fehler. der Gleichung 


1 
= za+h (8) 
nicht die Größe 
1 
5 ITu-wWl Tori. - (9) 
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1. Wie wir wissen, liefert das Rırzsche Verfahren die Eigenwerte zu groß (mit 
einem Überschuß); im vorliegenden Paragraphen stellen wir die Aufgabe, Ver- 
fahren zur Gewinnung von Näherungswerten anzugeben, die kleiner als die Eigen- 
werte sind (einen Unterschuß haben). Diese Aufgabe ist als noch nicht voll- 
ständig gelöst anzusehen: Gegenwärtig ist es kaum möglich, ein solches Verfahren 
(oder eine Gruppe solcher Verfahren) anzugeben, das.es gestatten würde, für einen 
beliebigen positiv-definiten Operator Näherungswerte für die Eigenwerte mit 
einem. Unterschuß und dazu noch mit beliebiger Genauigkeit effektiv anzugeben. 
In diesem Paragraphen weisen wir auf zwei spezielle Verfahren hin, von denen 
jedes einen ziemlich. begrenzten Anwendungsbereich hat. Das erste von ihnen 
hängt mit der Integralgleichungsmethode zusammen und stammt vom Verfasser 
[7]; das zweite Verfahren, das von J. W. Swırskı [1] vorgeschlagen wurde, be- 
ruht auf einer Minimaxeigenschaft der Eigenwerte. 

2. In vielen Fällen gelingt es, die sogenannte Greessche Funktion G(P, Q) 
eines gegebenen symmetrischen und positiv-definiten Operators A zu konstruieren. 
Dann kann man die Eigenwerte und. Eigenfunktionen des Operators A als die 
charakteristischen Zahlen und Eigenfunktionen der Integralgleichung 


P) — 2 [ @(P,Q)u(Q) 402g = 0 (1) 
2 


finden. Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf den am Pu vOor- 
kommenden Fall, wo das ‚Doppelintegral“ 


[[ePr.9d49d% 
22 


einen endlichen Wert hat. Wir bemerken, daß aus der Symmetrie des Operators A 
die Symmetrie der zugehörigen Greenschen Funktion folgt. 

Wir betrachten G(P,Q) als Kern einer Integralgleichung und bezeichnen mit 
G„(P,Q) m =1,2,... die zugehörigen iterierten Kerne, die durch die bekannten 
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Rekursionsformeln 


G,(P,Q) = E(P,Q), Gm(P,Q) = [ EP, R)Gn-ı (R, Q) dQr 
2 


definiert sind. Wir führen die sogenannten Spuren der iterierten Kerne, 


= [m(P,P)dQ, 
2 


in.die Betrachtung ein. Für die Spuren mit geradem Index gilt die Formel 


am = [ |, (P,Q) d2rdRg, ) 
22 R 


die es gestattet, die Spur mit der halben Anzahl von Iterationen zu berechnen. 
‘Wenn die Spuren a, berechnet sind, ist es nicht schwer, die kleinste charakteri- 
stische Zahl der Gleichung (1) zu finden. Die Spuren «a,, hängen nämlich mit den 
charakteristischen. Zahlen },, Ay, ... durch die Beziehung 

1 


m=, Am? m>2 2) 
In=ı An j 


- zusammen. Die charakteristischen Zahlen seien nach wachsender Größe geordnet. 

Wir ersetzen in der letzten Gleichung m durch 2m und unterdrücken alle Glieder 

der Reihe mit Ausnahme der ersten; wir erhalten } 
z 

2m — ' (3) 


Apm 


AZ 


Auf diese Weise liefert die Näherungsgleichung 


Aygm 


den Wert A, mit einem Unterschuß. Man kann zeigen, daß 


1 
ee im = 
M>O, V@z 
gilt, so daß für hinreichend großes n die ee (4) beliebig genau 


wird. Wenn die Vielfachheit p der charakteristischen Zahl 4 bekannt ist, kann man 
anstelle von (3) die genauere Ungleichung 


am 1 
p 
22 Var | | () 
erhalten und den zugehörigen genaueren Näherungswert mit Unterschuß 
2m » 
A Fu (6) 


- 20 Variationsmethoden 
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Wir bemerken, daß man aus der Reihe (2) für A, auch einen Näherungswert mit 
Überschuß erhalten kann, nämlich 


[77 - ; 
Aa, BE: 
‚m ee u 


was in der Grenze in die exakte Formel 


3, = lim y m, 
mo | am+2 
übergeht. 
Man kann Näherungsformeln mit Unterschuß auch für di folgenden charakte- 


ristischen Zahlen der Gleichung (1) angeben. So wird, wenn die charakteristischen.. 
Zahlen A, und A, beide einfach sind, 


Kae } (8 
a Fa eye (8) 


Wenn A, exakt (oder mit Überschuß) bekannt; ist, dann liefert die Formel (8) 
den Wert }, mit Unterschuß; für m — oo erhält man die exakte Formel 


2 
Apm —— San: 


Die ausfürliche Herleitung der hier gegebenen Formeln sowie einige numerische 
Beispiele sind in dem Buch [7], $$ 15 und 17, des Verfassers angeführt. Das oben 
dargelegte Verfahren. gibt oft gute Ergebnisse, wenn 4A ein Differentialoperator 
mit einer unabhängigen Veränderlichen ist, da dann in vielen Fällen die Berech- 
nung der Greenschen Funktion und ihrer Iterierten keinen großen Aufwand er- 
fordert. 

3. A und B seien symmetrische positiv-definite Operatoren, und B< A (siehe 
$40). Dann sind, wie wir wissen, die Eigenwerte des Operators B klemer als die 
entsprechenden Eigenwerte des Operators A. Wenn der Operator .B konstruiert ist 
und seine Eigenwerte leicht zu finden sind, dann stehen uns Näherungswerte mit 
Unterschuß (wenn auch im allgemeinen grobe) für die Eigenwerte des Operators A 
zur Verfügung. Beispiele, in welchen man einen solchen kleineren Operator kon- 
struieren kann, lassen sich leicht angeben. So bezeichnen wir z.B. mit!A den 
Operator — 4, gegeben auf den im Gebiet 2 definierten Funktionen, die auf dem 
Rand des Gebietes gleich Null sind, und mit B denselben Operator — A, jedoch 
gegeben auf den in einem weiteren Gebiet 2, definierten Funktionen, die auf dem 
Band dieses Gebietes gleich Null sind. Wir zeigen, daß B < 4A ist. Dazu erweitern 
wir die Definition der Funktionen aus H ,, indem wir sie gleich Null in 2, — 2 
setzen. Dann kann man sie als Funktionen aus H, betrachten. Demnach ist 7 
weiter als 7,: Wenn u e H, ist, gilt gleichzeitig 


lvl, = [erde dd - nn IuB,. 
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Nach der in $ 40 gegebenen Definition ist B < A, und die Eigenwerte des Opera- 
“tors B sind kleiner als die entsprechenden Eigenwerte des Operators A. Wenn man 
als Gebiet @ z.B. ein Parallelepiped wählt, dann kann man die Bee” des 
Operators B leicht gewinnen. 
Wir geben noch ein einfacheres Beispiel. Es sei 


3) + v(2) % 


die Funktion uw € D, werde durch die Randbedingung (0) = ull) =0 fest- 
gelegt. Es sei p(@&) > pm, >0 und r(x)>r,>0, wo 9, und r, Konstanten sind. 
Für B kann man den Operator 


Bu 
Bu= — Po 72 + r,% 


nehmen, und zwar bei denselben Randbedingungen u(0) = v(1) = 0. Die Eigen- 
werte des Operators B lassen sich elementar ermitteln, sie sind gleich r, + Pn?n?, 
n=1,2,..., und da offensichtlich B < A ist, so ist Am >rg+ Pon?n, wo A, der 
n-te Eigenwert des Operators A ist. 

Das zu Anfang des Paragraphen erwähnte Verfahren von I. W. Swırskt ge- 
stattet es, Operatoren A, zu konstruieren, die zwischen B und A eingeschlossen 
sind; wenn sich dabei der kleinste Eigenwert des Operators A, als in. strengem 
Sinne größer erweist als der kleinste Eigenwert des Operators B, dann erhalten 
wir für den kleinsten Eigenwert des gegebenen Operators A eine genauere Nähe- 
rung mit Unterschuß. 

Wir setzen A — B=(. Der Operator.C ist nicht negativ; der Einfachheit 
‚halber (das ist jedoch nicht notwendig) nehmen wir an, daß er positiv-definit ist. 
Wir wählen n beliebige linear unabhängige Funktionen!) f,, fa, ..., f„, die im 
Definitionsbereich des Operators © liegen. Indem män nötigenfalls das Ortho- 
gonalisierungsverfahren anwendet, kann man erreichen, daß diese Funktionen 
orthonormiert bezüglich der Energie des Operators Ü sind, so daß 


j 0, km, 
wird. j 
Wir führen die Bezeichnung 
Ch=m k=1L2...,n (10) 
ein und setzen 
> N N 
On ea frlo9r = (Cu, Fe)9r (11) 
und j 
A„=B-+0(, (12) 


») Allgemeiner Elemente des gegebenen HıLBErT-Raumes. 


20* 


308° VII. Fehlerabschätzung der Näherungslösung 


Wir zeigen, daß C,, ein der Ungleichung 0<0,< C genügender symmetrischer 
Operator ist; daraus folgt, daß B< A,„< A ist. Wir haben 


(Onu, v). => 2 fılc (9x, ©) = 3. (On, fi) (OF ©) 
oder, da der Operator CO symmetrisch ist, 
(On, d) 0% fe) (fe Co). 


Dasselbe Ergebnis erhält man, wenn man das Skalarprodukt (u, C,v) berechnet; 
damit ist die Symmetrie des Operators ( bewiesen. 

Um die Ungleichung 0 < C,< C zu beweisen, berechnen wir die Größe (das 
Zeichen C beim energetischen Produkt unterdrücken wir) 


(Cu, u) - Su, Fl (Chr: %) > 1%, Frllfı, #] = 23 a, A]? > 0. 


Daraus folgt CO, > 0. Andererseits ist nach der Bzsseischen Ungleichung 
NR 
3 1% fe? < lu = (Cu, u). 
k=1 


Daraus ergibt sich (O„u, «) < (Cu, u); nach Definition ist C(,< C. 

4. Es ist nicht schwierig, zu klären, welcher Art die Funktionen /, sein müssen, 
damit der kleinste Eigenwert u” des Operators A, in strengem Sinne größer als 
der kleinste Eigenwert u, des Operators B ist. 9, sei eine normierte Eigenfunktion 
des Operators B, die zum Eigenwert u, gehört. Wir haben 


ir = inf (Bu, u) = (Boy, 91): 


all =1 
In 
= int (Ava) = int Bull. 0) 


Der erste Summand rechts nimmt sein Minimum, das gleich u, ist, bei u — 9, an. 
Wenn die Funktion op, orthogonal bezüglich der Energie des Operators € zu allen 
Funktionen fj ist, dann ist offensichtlich u® = u und das Verfahren von I. W. 
SWIRSKI ergibt in diesem. Falle nichts. Jetzt sei mindestens eins der Produkte 
[%1; frle + 0, und in (13) werde das Minimum bei = 9 angenommen: 


Ne = 


Wenn 9 =# 9, ist, dann ist schon (BY, $) > u,; wenn aber 9 = 9, ist, wird die 
Summe in (14) positiv. In beiden Fällen ist u® > u. Demnach verbessert der 
Übergang vom Operator B zum Operator A, die Annäherung von unten an den 
kleinsten Eigenwert des Operators A dann und nur dann, wenn mindestens eine 
der Funktionen /, nicht orthogonal (bezüglich der Energie des Operators C)) zu 
einer der Eigenfunktionen des Operators B ist, die zu dem kleinsten. Eigenwert 
dieses Operators gehören. 
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$ 63. Abschätzung des Fehlers, der von Vernachlässigungen 
in der Gleichung herrührt 


Oft erweist es.sich als vorteilhaft, eine gegebene Gleichung 


Au=f . A) 


durch eine benachbarte, aber einfachere Gleichung, die wir in.der Form 


Bu=f (2) 
schreiben, zu ersetzen. 

Es erhebt sich die Frage, wie sich diese Veränderung auf die Lösung auswirkt, 
anders ausgedrückt, was kann man über den Grad der Nachbarschaft der Lösungen 
der Gleichungen (1) und (2) aussagen, wenn man irgend etwas über den Grad der 
Nachbarschaft der Operatoren A und B aussagen kann. 

Im vorliegenden Paragraphen formulieren wir einige Ergebnisse, die in unserem 
Aufsatz [9] enthalten sind); die Beweise übergehen wir, da sie über den Rahmen 
dieses Buches hinausgehen. 

Wir nehmen an, daß die Operatoren A und B symmetrisch und. positiv-definit 
sind.?) Wir nehmen ferner an, daß die zu diesen Operatoren gehörenden Räume 
H, und Hz ($46) zusammenfallen, anders ausgedrückt, daß jede Funktion mit 


endlicher Energie bezüglich des Operators A endliche Energie bezüglich des. 


Operators B besitzt und umgekehrt. Man kann zeigen, daß sich dann solche 
positiven Konstanten «, und «&, finden lassen, daß für beliebige FOREOnEn 
w € Hy (oder, was dasselbe ist, u « H,) die Ungleichung 


su <luid <aolu (3) 
gilt: Sobald. die Operatoren A und B gegeben sind, stößt die Bestimmung der 
Konstanten «, und &, gewöhnlich auf keine wesentlichen. Schwierigkeiten, wir 
wollen diese Konstanten. als bekannt annehmen. 


Wenn u, und u, Lösungen der Gleichungen (1) und (2) sind, so daß Au, = f und 
Bu, = f gilt, dann besteht die Ungleichung 


lu, — wla<nlule, (4) 
in welcher die Konstante 7 sich aus der Formel 


a—1l, «) 


% &g 


n = max | (8) 


bestimmt. Die Formeln (4) und. (5) lösen das am Anfang des Paragraphen -ge- 
stellte Problem. 


1) Siehe auch’ die Arbeiten [10] und [17] des Verfassers. 
2) Es wäre auch möglich, sich auf die Forderung zu beschränken, daß die Oele A und B 
positiv sind. 
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Als Beispiel betrachten wir das Nzumannsche Problem für die elliptische 
Gleichung 


Au= — — 
nz 0%; 


Mm ß) 
(An =) =MP). (6) 


Dieses Problem besteht in der Ermittlung einer in einem Gebiet 2 des Raumes mit 
. den Koordinaten x, %3, ...,% definierten Funktion; diese Funktion muß der 
Gleichung (6) im Innern des Gebietes 2 und der Randbedingung (» ist die Außen- 
normale) 


[2 2, Ann , cos (9, | —=0 (7) 
8 


auf dem Rand des Gebietes @ genügen. Wie gewöhnlich nehmen wir das Gebiet Q 
als endlich und seinen Rand als stückweise glatt an. Die Koeffizienten A,, setzen 
wir als beschränkt, die Gleichung (6) als nicht singulär voraus: Dann kann man 
die Existenz zweier solcher positiver Konstanten «, und z, beweisen, daß für 
beliebige reelle Zahlen. t,, ta,..., i„ und: bei beliebiger Lage des Punktes P im 
Innern oder auf dem Rand. des Gebietes 2 die Ungleichung 


m m m 
MmEN<T AA <m dh (8) 
„= 9= 


erfüllt ist. Wir erinnern daran, daß für die Lösbarkeit des NeumAnsschen Pro- 
blems notwendig und hinreichend ist, daß 


[rP)da=0 (9) 
2 


gilt; die Lösung ist eindeutig, wenn man sie der Bedingung 
[uPmda2a=0 (10) 
8 i 


unterwirft. Beide Bedingungen nehmen wir als erfüllt an. 

Wir führen einen reellen HıLBErT-Raum H als Unterraum von L,(2) ein, 
definiert durch die Gleichung (10). In diesem Baum ist der Operator A positiv- 
definit auf der Menge der der Bedingung (7) genügenden Funktionen. Dabei ist 


ou ou 
= [2 An 2; er d2. (11) 
fi 


Die Bedingung (7) ist natürlich, deshalb besteht der Raum Z , (anders ausgedrückt, 
die Menge der Funktionen mit endlicher Energie bezüglich des Operators A) aus _ 
allen Funktionen, die dem Integral (11) einen endlichen Wert erteilen; aus den 
Ungleichungen (8) folgt, daß man HA, als die Menge derjenigen Funktionen be- 
trachten kann, die dem einfachen Integral 


25) .0 Br) 
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“ einen endlichen Wert erteilen. In demselben Gebiet Q lösen wir das NEUMANnNsche 
Problem für die elliptische Gleichung 


5 (enge) = | as) 


= 0% 


Die Randbedingung hat die Form 


[2 2 Bu — A (v, | —=0. (14) 
Ss 


Der Raum Hz besteht aus den a die dem Integral (12) einen end- 
lichen Wert erteilen, d.h. aus denselben Funktionen wie der Raum H.. 
Wir stellen mit unbekanntem A die Gleichung 


BE IAs Be A Bell, 
BEA N B EA BA, 


0 (15) 
Bay — AAnı Bag — Adna - 2» Ban — AAmm j 


auf. Alle Wurzeln dieser Gleichung sind positiv (vgl. 8 32). Es sei 7’ (P) die kleinste, 
A'(P) die größte Wurzel der ie (15). Dann gilt, wie aus der linearen 
Algebra bekannt ist!), 


AP) 3 Ba(P)ijte Sy Anti < “(2 Birbjte, (16) 
- I,Kh= I,K= yKk= 


1 
wo t, beliebige reelle Zahlen sind. Wir setzen jetzt 
=infA(P); =supA’(P). 


Pe2 Pe2 


In der Ungleichung (16) ersetzen wir A’ durch «, und A” durch a, wodurch die 


Ungleichung verstärkt wird und setzen = en Wir integrieren die gewonnene 
Ungleichung über 2 und erhalten 0 


lu, < lu <aslul. 


Bezeichnen u bzw. v die Lösungen des Nzumansschen Problems für die Glei- 
chungen (16) bzw. (12), so hat man |u—v!<n]v|, won durch die Formel (5) 
bestimmt ist. Die letzte Ungleichung: besagt insbesondere folgendes: Wenn 
Ay(P) — B;.(P) gleichmäßig im abgeschlossenen Gebiet gilt, dann konvergieren 
im. Mittel sowohl die Funktion v(P) selbst als auch ihre ersten partiellen Ab- 
leitungen in 2 gegen die Funktion v (P) und ihre ersten partiellen Ableitungen. 


1) Siehe z. B. R. Courant und D. Hivseer [1], Kap. I. Ungleichung (16) kann man erhalten, 
wenn man die Überlegungen des $ 34 auf die linearen Transformationen anwendet, die durch 
die Matrizen mit den Koeffizienten A,,(P) und B;,(P) bestimmt sind. 


KAPITEL VOII 


ZAHLENBEISPIELE 


Ziel des vorliegenden Kapitels ist es, an Beispielen die Anwendung der Ver- 
fahren der vorangegangenen Kapitel zu zeigen, die dabei auftretenden Rechen- 
schwierigkeiten zu erläutern und Wege zu ihrer Überwindung anzugeben. Eine der 
Hauptschwierigkeiten, die mit der Anwendung der direkten Methoden verbunden 
sind, stellt die Konstruktion eines vollständigen Systems von Koordinaten- 
funktionen dar. Wegen der großen Bedeutung dieser Frage beginnen wir. dieses 
Kapitel mit einem Paragraphen, der theoretischen Charakter trägt. In den folgen- 
den Paragraphen werden Zahlenbeispiele für Randwertaufgaben und Eigenwert- 
probleme behandelt; dort, wo das Rn ist, wird der Fehler der gebildeten 
Näherung abgeschätzt. 


$ 64. Über die Koordinatenfunktionen 


1. Die Anwendung des Rırzschen Verfahrens erfordert zunächst die Wahl 
eines Systems von Koordinatenfunktionen, das vollständig im Sinne der Kon- 
vergenz bezüglich der Energie ist. Den Vollständigkeitsnachweis für das gewählte 

System kann man häufig führen, indem man sich auf folgenden Satz stützt. 


Satz 1. Es sei A ein positiv-definiter symmetrischer Operator undg,n=1,2, ... 
seien Funktionen aus seinem Definitionsbereich. Wenn das Funktionensystem 
{A 9,} vollständig im Sinne der Konvergenz im Mittel ist, dann ist das Funktionen- 
system {p,} vollständig im Sinne der Konvergenz bezüglich der Energie. 


Beweis. Es sei v(P) eine willkürliche Funktion aus dem Definitionsbereich des 
gegebenen Operators A. Da das System {A o,} vollständig im Sinne der Konvergenz 
im Mittel ist, kann man eine solche natürliche Zahl n und solche Konstanten «,, 
&9> -.:, &n finden, daß 


I n)l- 


10 - EmAn|= | 


1 
Zr. (i) 


gilt, wo e eine willkürliche positive Zahl und y die Konstante der Formel (7) des 
86 ist. 


Wir schätzen jetzt die Größe 
so hat man 


v— Zorre ab. Setzt man kurz B> % Pe = Uns 


w—,% = (Aw —- 9%, %). 
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 Wendet man die Ungleichung von CaucHY-BUNJAKOWSKI und noch einmal die 
Ungleichung (1) an, so erhält man 


1 h 
lv Ze v„12 < |A(v m ©.) I “ I® — Un | < 2 ey|® Zei UN. (2) 


Nach Ungleichung (2) des $8 ist y— v,|< Eu lv — »„|. Setzt man dies in die 


Ungleichung (2) dieses Paragraphen ein und kürzt durch lv — »„|, so erhältman 


N 
knul<ze (3) 


Jetzt sei v(P) eine willkürliche Funktion mit endlicher Energie. Nach Definition 


($16) kann man eine Funktion v eD, derart finden, daß lu — vl < ze ist, 


Für die Funktion v wählen wir die Zahlen rn, a, ...,&%, 80, daß Ungleichung (3) 
erfüllt ist. Jetzt wird nach der Dreiecksungleichung 


= lv —v,l<iu—-ol+w—nmi<e, 


Rn 
u— I 049 
kzı 


was zu beweisen war. 


Anmerkung. Satz 1 läßtsich offensichtlich‘ auf den Fall eines beliebigen HIıLBErT- 
Raumes übertragen. In diesem Falle spricht man den Satz so aus: 

A sei ein positiv-definiter und. symmetrischer Operator!) in einem HILBERT- 
Raum und 9, eD,n=1,2,.... Wenn die Folge {Ag,} in H vollständig ist, . 
dann ist die Folge {p„} vollständig in Z.. 


Beispiel. Q sei das Rechteck 0<2<a,0<y<b, und es si Au= — Au, 
wobei auf dem Rand des Rechtecks « = 0 gilt. Es sei 


una) ein sin; mn-12%..; (4) 


dann ist 


me oo mM\ ,„ max , naY 
Arm = — Arm = (" ! je) si Ps b= 


Aus der Theorie der Fouriegschen Doppelreihen ist bekannt, daß das System der 
Funktionen 


MAR, NY 


sin sin ——; m,n—=1,2,... 


b 


vollständig im Sinne der Konvergenz im Mittel ist; da die Multiplikation jeder 
Funktion mit einer von Null verschiedenen Konstanten die Vollständigkeit des | 
Systems nicht beeinträchtigt, so ist das System der Funktionen Agy,„,„ im Recht- 
eckgebiet 2 vollständig im Sinne der Konvergenz im Mittel; aus Satz 1 ergibt sich, 


1) Wenn der HınBerr-Raum komplex ist, dann braucht man die Symmetrie des Operators A 
nicht hervorzuheben. j 
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daß das System (4) vollständig in demselben Gebiet im Sinne der Konvergenz 
bezüglich der Energie ist. In unserem Falle bedeutet das insbesondere folgendes: 
Es.sei u(z, y) eine beliebige Funktion, die im Rechteck 0 <z<a,0<y<b 
stetig und stetig differenzierbar ist und auf den Seiten des Rechtecks verschwindet; 
für. jede positive Zahl e kann. man dann solche natürliche Zahlen m und rn und 
solche Konstanten &ı (k=1,2,..,m;i=1,2,..., n) finden, daß die Unglei- 
chung 


ab : 
un m a kn . Iny\? 
Ih&-:2 Pe sin 3) 
066. 
mn : k I; 
+5 ZZ lunin #2 co os )} andy <er 


ke1leı b 


erfüllt ist. Wir bemerken, daß man die Vollständigkeit des Systems (4) im Raum 
H , ebenfalls zeigen kann, indem man sich auf den Satz 3 des $41 stützt, da das 
System (4) das System der Eigenfunktionen des LarLAcz-Operators bei der 
Randbedingung u |; = 0 für.das Rechteck ist. 

Wir überlassen es dem Leser zu beweisen, daß das System der Funktionen 


(2 — a)r(b — a"at, k=0,1,2,... 
vollständig bezüglich der Energie des Operators 


dem, 
| NN m 
bei den Randbedingungen 


uPa)=u®lb)=0, k=0,1,..,m—1 
ist. 

2. Wir weisen auf ein Verfahren zur Konstruktion. der Koordinatenfunktionen 
hin, das zwar speziellen Charakter trägt, jedoch für eine große Zahl von Fällen 
brauchbar ist. 

In einem Gebiet 2 betrachten wir das DiriouLersche Problem für die Poıssox- 
sche Gleichung; die Randbedingung ist, daß die gesuchte Funktion auf dem Rand 
S des Gebietes 2 verschwindet. In diesem Falle verschwinden die Funktionen 
mit endlicher Energie auf $, und es wird 


ur. [TE llerer 


der Klarheit halber haben wir angenommen, daß es sich um Funktionen von zwei 
unabhängigen Veränderlichen handelt. Ein bezüglich der Energie vollständiges 
System von Koordinatenfunktionen kann man folgendermaßen bilden. Es sei 
@(x, y) eine Funktion, die gleich Null in den Punkten des Randes $ und positiv in 
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den inneren Punkten des Gebietes 2 ist; wir nehmen noch an, daß diese Funktion 


in Q stetig ist, während ihre ersten Ableitungen im Innern von 2 stetig und be- 
schränkt seien. Dann ist das System der Funktionen 


o@,y)y; kl=1,2,... (5) 


in 2 vollständig bezüglich der Energie. Der Beweis dieser wichtigen Behauptung 
wurde von L. W. KANTOROWITSCH angegeben, er findet sich in dem Buch von 
L. W. KıntoröwırscH und W.J. Kryuow [1], 8. 258—259. Die Konstruktion 
der Funktion w(x, y) bereitet gewöhnlich keine Schwierigkeit. So kann man z. B. 
für das oben erwähnte Rechteck & = zy(a — x)(b — y) setzen. Keine Schwierig- 
keit bereitet auch der Übergang : zu Funktionen einer größeren Anzahl von Ver- 
änderlichen. 

Das System (5) von Koordinatenfunktionen oder das ihm analoge im Falle einer 
größeren Anzahl unabhängiger Veränderlicher kann man nicht nur bei der Lösung 
der Poıssoxschen Gleichung verwenden, sondern auch bei komplizierteren Auf- 
gaben. Es sei im Gebiet 2 die nicht singuläre Gleichung von elipuibchem Typ (4, 
B, C hängen von x und y ab) 


au I9u 0 u u 
. — 2 2 | 2 
a. 0x (a 2%) dy (» dx 05) fe y) 


bei der Randbedingung x |; = 0 zu integrieren. In. diesem Falle wird 


ou\? 9u du ou\? 
2 } 1 
ul, = fh (5) +2B Er 0 (GE) \drav. 
2 


- Indem wir voraussetzen, daß die gegebene Gleichung nicht singulär ist, nehmen 
wir die Existenz einer positiven Konstanten u, derart an, daß 


du\? ou du ee 2 9u\? ou\? 
z 6) er 9y 2 5) — (2) = 6) “ 


gilt. Wir nehmen noch an, daß die Koeffizienten A, B, C beschränkt sind. Dann 
gibt es offensichtlich eine positive Konstante u, derart, daß 


9u\? u ou u\? du\? ou\? 
et ” 
gilt. Aus den Ungleichungen (6) und (7) folgt 
Yaolul, < lul, < Yalulı. 


Daraus ersieht man unschwer, daß ein beliebiges System, insbesondere das Sy- 
stem (5), vollständig bezüglich der Energie des Operators A ist, wenn es voll- 
ständig bezüglich der Energie des Operators — A ist. 

3. Für den biharmonischen ' Operator bei den Randbedingungen u|s = 0, 


e = 0 ist das System der Funktionen 
IS 


arcty,; Kil=0,1,2,... 
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vollständig bezüglich der Energie, dabei ist (x, y) die unter Punkt 2 beschriebene 
Funktion. Allgemein gilt: Für den PO DarIRorugchen Operator (— 1)? 4P beiden 
Randbedingungen 


Ä 


ist das System der Funktionen 
araky, kKl=1,2,... 


vollständig bezüglich der Energie. 

4. Es handele sich z. B. um das Dieıcauersche Problem für, die Poissonsche 
Gleichung. Der Umstand, daß das System der Funktionen (5) vollständig bezüglich 
der Energie ist, bedeutet folgendes: Wenn u(x,y) eine beliebige Funktion mit. 
endlicher Energie ist und e eine willkürliche positive Zahl, dann existiert ein 
Polynom P(&,y) derart, daß 


le - se) a, ne Br 


gilt. In einigen Fällen kann man ein schärferes Ergebnis erhalten. Es sei nämlich 
@(, Y) eine Funktion, die k-mal stetig differenzierbar in 2 ist, wobei auf & 
70) 
dv 
stetig differenzierbar in 2 sein. Dann existiert eine Folge von Polynomen P,(z, %); 
deren Grad < n ist in jedem der Argumente x und y, für welche die Abschätzung 


== 0 gilt. Möge ferner die Funktion u(x, y) auf S verschwinden und k-mal 


r 
|D’u — D(oP,.)! < en r=0,1,..,k—i (8a) 
gilt, wo -C eine Konstante ist, während .D’ eine beliebige Ableitung der Ordnung r 
. bezeichnet. Zur letzten Abschätzung siehe den Artikel von I. J. CHARRık [1], in 
welchem eine etwas schärfere Behauptung bewiesen wird. 

Aus der Abschätzung (8a) kann man eine Abschätzung für die Geschwindigkeit 
der Konvergenz des Rırzschen Verfahrens entnehmen. Es sei die gesuchte Funk- 
tion u,(x, y) k-mal stetig differenzierbar in 2. Setzt man in (8a) r = 1, so findet 
' man, daß 
du,  IwP,) 
9% 0x 


C 


re 


du  d(oP,) 
9% dY 


< C 


— nk-2 


gilt. Daraus ergibt sich 


u ou  IoP,)\:  [Ou _OloP,) 12.2:0,. 
Es PU Ed ae DL 
J 


wo 0, eine neue Konstante ist. Wir nehmen jetzt die Funktionen (5) als Koordi- 
natenfunktionen und bilden nach dem Rırzschen Verfahren eine Näherungs- | 
lösung. Diese Lösung hat die Form u, = wQ,, wo Q, ein Polynom ist, dessen Grad 
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wir gleich n wählen können; das läuft darauf hinaus, daß man-eine bestimmte, 
wohldefinierte Anzahl von Koordinatenfunktionen benutzt. Das RirTzsche Ver- 
fahren führt bei gegebenen Koordinatenfunktionen zum kleinsten Wert der Norm 
bezüglich der Energie lu — w,l. Daraus schließen wir, daß lu, — oQ,| < lu, — 
«oP,„| ist, und demzufolge 


Ne lierte 
lu — ml < + (9) 


"5. Wenn u, eine nach dem Rırzschen Verfahren gebildete Näherungslösung ist, 
dann gilt, wie wir gesehen haben, u, — u im Sinne der Konvergenz im Mittel, 
aber auch im Sinne der Konvergenz bezüglich der Energie.!) Zugleich ist es nicht 
möglich, zu behaupten, daß im allgemeinen Falle Au, — f gilt; anders ausgedrückt, 
im allgemeinen ist die Behauptung falsch, daß die Näherungslösung nach Rırz 
der gegebenen Gleichung angenähert genügt. Unter gewissen Bedingungen ist eine 
solche Behauptung jedoch richtig. Zunächst ist sie trivialerweise richtig, wenn A 
ein beschränkter Operator ist. Jetzt sei A ein unbeschränkter positiv-definiter 
symmetrischer Operator. Wir nennen den Operator. B ähnlich zum Operator A, 
wenn: 1. B ein positiv-definiter symmetrischer Operator ist; 2. die Definitions- 
bereiche der Operatoren A und B zusammenfallen; 3. die Mengen der Funktionen 
mit endlicher Energie für die Operatoren A und B zusammenfallen. Es gilt 

Satz 2. Es möge der Operator B ähnlich zum Operator A sein und ein diskretes 
Spektrum besitzen. Die Eigenfunktionen des Operators B seien als Koordinaten- 
funktionen gewählt, und es sei mit ihrer Hilfe die Näherungslösung u, der Gleichung 
Au = fnach Rırz gebildet worden. Dann gilt Au, —f im Sinne der Konvergenz im 
Mittel.2) ö 

Beispiele. 1. Bei der Randbedingung des DiricaLerschen Problems ($ ist der 
Rand des Gebietes 2) 

U Is =0 


sind die Operatoren Bu = — Au und 


md 9u 
— A; -O 
ee En = Mr I SE 


ähnlich, sofern der Operator A nicht singulär ist. Deshalb ist es bei der Lösung 
des DmicHL#tschen Problems für die Gleichung 


m 9 ö 
BR (Ar) r (Pu =f{P) 


zweckmäßig, als Koordinatenfunktionen die der Randbedingung u|ls = 0 ge 
nügenden Eigenfunktionen des LAPLAcH-Operators für das Gebiet 2 zu nehmen. 


t) Wenn eine Gleichung in einem willkürlichen Hınserr-Raum Z betrachtet wird, dann gilt 
%,—> wim Sinne der Konvergenz im Raum H, aber auch im Sinne der Konvergenz im 
'Raum HZ. 

2) Siehe die Arbeit [18] des Verfassers. 
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2. Bei der Randbedingung des NzumAnnschen Problems 
1 du 
[0 


Ss 


sind die positiv-definiten Operatoren Au -wund -— Au +C(P)u,woC(P)>0 


ist, ähnlich. Bei der Lösung des NsumAnsschen Problems für die Gleichung 


—Au+C(Pu=f(P) ist es zweckmäßig, als Koordinatenfunktionen die (der 
Bandbedingung - | = (0) genügenden Eigenfunktionen des Operators — Au + u 
N 


zu nehmen oder, was dasselbe ist, die des LAPLACE-Operators für das gegebene 
Gebiet 2. - 
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1. Lösung nach dem Rıtzsehen Verfahren. Wir verweilen bei diesem einfachsten 
Fall deshalb, weil für ihn eine verhältnismäßig einfache exakte Lösung bekannt ist, 
mit welcher wir unsere Näherung bequem vergleichen können. Dieses Problem 
führt bekanntlich auf die Integration der Poissosschen Gleichung 


— 4y= 260 


(G ist der Schubmodul, # der Drillwinkel bezogen auf die Längeneinheit) im 
Rechteck -_a<x<a, —b<y<b bei den Randbedingungen y(+a, y) = 
y(@, +5) = 0. Zur Vereinfachung der Rechnung setzen wir y = 2G%u, dann 
wird 

—Adu=1, (1) 


u(+a,y) = ul, 4b) =0. (2) 


In $12 wurde eine Lösung dieser Aufgabe in Form einer bezüglich der Energie 
orthogonalen Reihenentwicklung gegeben. Wir wenden jetzt auf dasselbe Pro- 
blem das Rırzsche Verfahren an und nehmen als Koordinatenfunktionen Polynome. 

Aus Symmetriegründen ist klar, daß die Funktion u(2,y) gerade sowohl in # 
als auch in y ist. Die Polynome, die diese Eigenschaften besitzen und auf dem ' 
Rand des Rechtecks, d.h. auf den Geraden x = +a,y= - b, verschwinden, 
haben die Form - u 


(x? — ad) (y? — 62) (am, + a2? + azy2 4 >). 
Wir beschränken uns auf drei Glieder und setzen näherungsweise 


un u (ag? — Bl + apaR + app). (8) 
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Nach Durchführung der notwendigen Rechnungen finden wir als der 
Rırzschen Gleichungen für die Unbekannten a,, @,, @; 


2 2 
aa + + at +5). 
128 ,.[a®  b8 16095 
3h5 1 — 
EN 9° 
2 
18, ( | =) | = ö (“ ee e) " 
; (4) 
128 16a8b3 
2 1 2 u 
Bar Tan gg: 
) y2 2 
erlratgere +, 
128. (11 1 160°55 
2 _| 2 D 
lee 5») = 45 


als dessen Lösung wir 
5 35 (9a? + 130025? + 984) 
1 16 (45a - 509aAb® + 509a8bk + 450%) 
105 (9a? + 2) 


5 
92” 16(45a6 + 500252 1 509a%b9 + 4556)’ (6) 
De - 105(a? + 982) 
? 16(4508 + 509a*b2 -- 509a25% + 45°) 
erhalten. Wenn man nur den einen Koeffizienten a, beibehält, indem man 
ur u = a,(a® — a?) (y* — 0?) (6) 
setzt, findet man leicht j 
5 
= sem‘ (7) 


Um den Genauigkeitsgrad der hier und in $12 konstruierten Lösung zu be- 
urteilen, gehen wir wie folgt vor. Bekanntlich min sich das Torsionsmoment M 
aus der Formel‘ 


«of [visav= son |fnanar 


4 —b 


was man in der Form 
= (20)?(2b)GOk, (2) 2 (8) 
darstellen kann.!) 


1) Siehe S. P. TımoscHenko [1], $ 78; dort haben wir auch alle föleendan Angaben über die 
exakte Lösung unseres Problems entnommen. 


320 VII. Zahlenbeispiele 


Die größte Tangentialspannung tritt bei rechteckigem Querschnitt bekanntlich 
in der Mitte der längeren Seite auf. Es seia > b. Die größte Tangentialspannung r 
kann man in der Form 


= G69:2ak (2) (9) 
a 
darstellen. 


‘Wir bilden neue Näherungslösungen %,, us, ug, indem wir in der Reihe (8), $ 12 
ein, drei oder sechs Glieder beibehalten: 


160252 . nn . any | 
u, (xy) = mas + D8) sin — sin; 
16a?b? 1 . RE. any 
u,(X, y) = na Pong Sin ae 
8% sin 7? ein Inyı 1 - Int in 79 
"3Ia+b) a» "Zar 96) FR Ts 
160252 1 . RE, nY 
we) a 1a ea (10) 
1 sin ® sin nr 1 sin ByLE sin 79 
" 3(9a2 + 2) a b ' 3(a2 + 952) a b 
1 , RC , dry 1 . IN, Iney 
az igaıa IT 
2 sin SL sin 79 
 5(a2 + 2562) a bi 


Mit Hilfe dieser Näherungslösungen berechnen wir die beiden wesentlichen mecha- 
nischen Kenngrößen des Torsionsproblems, das Torsionsmoment und die maximale 
Tangentialspannung - und vergleichen die erhaltene Näherungslösung mit der 
bekannten exakten. Wir bezeichnen die Näherungswerte von M mit M,, M,, M,, 
und erhalten 


256. G60a?b3 
15 n°(a® + be) ’ 
u. 6a 1 1 ' 1 
I 76 (a? + 52). ' 9(9a2 +52) ' 9(a2 + 962) Re: 
3% 256 Gda?b? 730 1 1 
u 706 729(a? +52) " 9(9a2 +52) ' 9a? + 982) 


1 1 
75 (25a2 + b2) ” 25 (a? - = 
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_ Wir bemerken, daß in den Formeln (10) und (11) die Länge der Rechteckseiten 
mit 'a und b bezeichnet worden ist, nicht mit 2a und 2b; übrigens ist das für das 
“ Folgende unwesentlich. 

Wir bezeichnen mit k,.,(y), k®(p), = 1,3,6 die Näherungswerte von k,(y) 
und k(y), y = bja, berechnet nach den Näherungslösungen u, der Formeln (10). 
Man findet ohne Mühe 


256  y2 
Be 
2562| 1 1 1 
= : FA tgor "ar zz) 
26 1 1 a 
kıs(y) = 76 I; 4 y2 = 99 +72) r 9(i + 9%) 
1 1 
= 25(25 + »2) + 25(1 + 25y?) 
und 
32»? 
(1) went 
k ( ) 31 + y%’ 
3272 j 1 1 
(8) —_ Eee 
k® (y) ne I; + 32 +9) . 1+ | 
32,2 1 i 1 
()(y) = —— - aaa +7 
s ir f + 3er) TIEMm 


1 1 
5a + 25) * 1 | 


Die unten folgenden Tabellen 1 und 2 gestatten es, die exakten Werte der Größen 
k, und k mit ihren Näherungswerten zu vergleichen. 


Tabellei Tabelle 2 

Y | k, | ky, | ky,s | kı,e Y | k | k& | ka | k9 

1 0,1406 | 0,133: | 0,139 0,1401 1 0,675 0,516 0,585 0,613. 
2 0,229 0,213 0,225 0,228 2 0,930 0,826 0,831 0,870 
3 . 0,263 0,240 0,258 | 0,261 3 0,985 0,929 0,870 0,931 
4 0,281 0,251 0,273 0,278 4 0,997 0,971 0,865 0,954 
5 0,291 0,256 0,281 0,287 5 0,999 0,992 0,854 0,961 
[) 0,333 0,266 0,299 0,311 6) 1,000 1,032 0,803 1,012 


Die Tabellen 1 und 2 zeigen, daß die Näherungslösungen die Werte des Torsions- 
momentes ziemlich gut und wesentlich schlechter [besonders bezieht sich das auf 
u; (z, y)].die Werte der maximalen Tangentialspannung wiedergeben. Das erklärt 
sich dadurch, daß die Genauigkeit der Berechnung des Momentes M von der 
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Geschwindigkeit der Konvergenz im Mittel der Reihe (8) des $12 abhängt, die 
Genauigkeit der Berechnung von aber von der Geschwindigkeit der gleichmäßigen 
Konwergenz der Reihe der Ableitungen. Es ist nicht schwer zu sehen, daß die Reihe (8) 
des $ 12 ziemlich schnell im: Mittel konvergiert, während die gleichmäßige Kon- 
vergenz der Ableitungen dieser Reihe sehr langsam geschieht. 

Wir führen zum Vergleich die mit den Näherungslösungen (3) und (6) berech- 
neten Werte k,.(Y), kı,3(y), k® (y) und k®(y) an. Wir behalten die Bezeichnungen 
der Tabellen 1 und 2 bei. 


Tabelle 3 Tabelle 4 

| a | ku | a | h | 1 | 1) 
1 0,1406 0,139 0,1404 N 0,675 0,625 0,703 
2 0,229 0.222 0,228 2 0,930 ° 1,000 0,951 
3 0,263 0,250 0,268 3 0,985 1,125 0,982 
4 0.281 0.261 0.279 de 0,997 1,176 0,969 
5 | 0,291 0,267 0,290 5 0,999 1,202 0,951 
5 0,333 0278 |: 0,311 = 1.000 1.250 0,875 


Der Vergleich mit den Tabellen 1 und 2 zeigt, daß bei der gleichen Zahl von 
Näherungen die algebraischen Polynome im Vergleich mit den trigonometrischen. 
eine bessere Näherung für das Moment und eine schlechtere für die größte Tan- 
gentialspannung ergeben. Wir können übrigens nicht behaupten, daß dieser Um- 
stand auch für Näherungen höherer Ordnung bestehen bleibt. 


2. Lösung nach der Methode der orthogonalen Projektionen.. Gemäß dem Ver- 
fahren der orthogonalen Projektionen setzen wir 


—gradu=d; 
b ist ein zweidimensionaler Vektor mit den Komponenten „= — BE und 
= — en. Gleichung (1) liefert 
Y 
dvv=1. (12) 


Wir bilden einen beliebigen der Gleichung (12) genügenden Vektor 8. Man kann 
B = (x; 0) setzen, d.h. 


v=%, V„=d. 
Wir wählen jetzt ein der Gleichung 
| div m, = 0 (13) 


genügendes System von Vektoren iw,„. Ein vollständiges System solcher Vektoren 
kann man erhalten, wenn man die iv, so wählt, daß ihre Komponenten die Form 
von Potenzen von x und y haben. Wir brauchen jedoch nicht alle solche Vektoren. 
Das liegt daran, daß u(z, y) eine gerade Funktion sowohl in x als auch in y ist, 
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deshalb muß die Komponente v, = — 0“ in x ungerade und in y gerade sein, 
die Komponente v, — — n jedoch gerade in x und ungerade in. y. Analoge 


Eigenschaften muß offensichtlich auch der Vektor m = ® — v besitzen. Da die 
: Vektoren iv, nur zur Approximation des Vektors iv gebraucht werden, kann man 

sie denselben Bedingungen, die Geradheit betreffend, unterwerfen. Man kann 
setzen . 


3 2. 3 A R 
(30 Y „) h (ia) 
4, — pP)... ). 


Wir beschränken uns auf die ersten drei Glieder dieser Folge und setzen 


m, = (85 —y), m; = (a; —3a?y), 10, = 


wm, = (0; —5aty), m; = (ey; — a2), 0, = (day 


Don) = 10, + Ay10g + au10, 
oder ausführlicher i au: 
RUN — a8 + 40° + 3azry?, 
wu —= —aYy — 3agary — Azl. 
Die Koeffizienten a,, a,, a, sind aus der Bedingung 
18 — pw]? = min 
“ oder 
J Fite — UE— X? — a )2 E3 (a1y + 39,2?y + a,y?)] dx ay = min 
a —b ’ 


zu bestimmen. 

Nach Ausführung der Integration differenzieren wir die linke Seite wiederum 
nach a,, @,, @, und setzen die Ableitungen gleich Null, womit : wir folgendes 
Gleichungssystem erhalten: 


4a3b 4ab3 4a5b  4a3b3 4a3b®: . 4ab5 4a®b' | 
44 4 I 4, = ; 
3 3 5 3 3 5 3 


dab dab [dab 120508 
Fe u I Sa ee 


4asb®  4a8b5 4aöb 
+(5 +) (15) 


4a3b? Aab’ 4a®b? 4a®b? 
Sur ee. 


12a°b5 
5 


21* 


4ab? _ 4a?b® 
7 )%= 75 ) 
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Als Lösung dieses Systems erhalten wir 


& a % 210?b? (at — b#) ] 

17 er BT 7a 114a6bE 1 21darbt L 114a2b6 + Tb8’ | 
3 7b2(35a4 4 38a2b® 4 364) ’ 

2 = 7 61708 I 1140008 1. 214a9BR L 11da2b° + Tb)’ r (16) 
u 7a®:(3a? + 38a2b2 --- 355t) | 

37 6(7a8 + 114asb? 1. 21kaib* — Ilda2be + 768)' J 


Wenn man eine mit dem Verfahren der orthogonalen Projektionen gebildete 
Lösung hat, kann man den Fehler sowohl der nach dem Rırzschen Verfahren als 
‚auch der nach.der Methode der orthogonalen Projektionen gebildeten Näherungs- 
lösung abschätzen. Zur Vereinfachung der Berechnungen beschränken wir uns 
auf den Fall eines Quadrates (a = b). In der allgemeinen Formel (4) des $48 kann 
man infolge der Ungleichung (14) des $50 6 = — |® — m® |? setzen. Wir haben 


2 


> 


3 
18 — n®]? = K 2 94105 
| Bi 3 


wo jetzt die Koeffizienten a, durch die Formeln (16) bestimmt sind. Weiter ist 


| ® Fa m; 


2 3 8 
(8 - Sam, Sum) 
1 ki 
3 8 
= IB PP — 22,8, 19r) +2 0010; w). (4m 
ze Fa 
Die Koeffizienten a, genügen dem System 
3 
Da,(i,, 05) = (8, 10x); k= 1, 2,3. 
je 
Multipliziert man mit a, und summiert, so erhält man 
E j 3 ; 
2 0,9, (1;, 10,) = 3 0 (8, 197). 
Fk-1 k-1 


. Eingesetzt in (17) erhält man 


3 2 8 
8 - Sam = [B1? - % a(8,iw,). 
[zeit k=1 i 


Nun ist 


a & 
i 4 
wir | [adzdy- ze. 


db —G 


8 65. Torsion eines Stabes von rechteckigem Querschnitt 325 


Die Koeffizienten a, sind durch die Formein (16) gegeben, die Größen (%, ı;) 
sind die rechten Seiten der en (15). Benutzt man diese Daten, so erhält 
man leicht 


— an a: —= 0,5630.u#, 


Re a) 135 


Wir berechnen jetzt F'(us), wo u; die nach dem Rırzschen Verfahren gebildete 
Näherungslösung (3) ist. Nach. Formel (8) des $ 48 hat man 


Fu) = — [a (f, 91) + @(f, 92) + af} 93)]5 


die hier auftretenden Skalarprodukte sind die freien Glieder des Systems (4), die 
Koeffizienten a,, @,, @, bestimmen sich aus den Formeln (5). Setzt man a =b, 
so erhält man 1400 


F(u,) = 5498 at = — 0,5616u#. 


Bezeichnet man mit , die nach dem Rrrzschen Verfahren oder nach der 
Methode der orthogonalen Projektionen gebildete Näherungslösung, so hat man 


lu — u,1 < a? Y0,5630 — 0,5616 = a? /0,0014= 0,037a2,- 


was einen relativen Fehler bezüglich der Energie von etwa 6%, ergibt. 

Bei Verwendung der Näherungslösung, die sich aus der Methode der ortho- 
gonalen Projektionen ergibt, kann man max berechnen; die entsprechenden Werte 
von k(y) sind in Tabelle 5 angeführt. 


Tabelle 5 
y u: | 1 | 3 3 | 4 | 5 | © 
Genaue Lösung | 0,675 | 0,930 | 0,985 | 0,997 | 0,999 | 1,000 
Lösung nach der Methode der | ; 
orthogonalen Projektion 0,694 0,982 1,047 1,0655 | 1,050 1,000 


Der Vergleich mit den Tabellen 2 und 4 zeigt, daß die Genauigkeit der Be- 
rechnung von Tmax nach der Methode der orthogonalen Projektionen etwas höher 
ist als bei Berechnung nach dem Rırzschen Verfahren und nahe bei der Genauig- 
keit liegt, die durch die Reihe nach den Eigenfunktionen des LAPLAOR- ÖOperators 
($ 12) geliefert wird. 

3. Anwendung des TREFFTZschen Verfahrens. In Gleichung (1) setzen wir 


a2 
uw=p 5 dann wird 
m 
wo S der Rand des Rechtecks ist. Wir wenden das TRErFTZsche Verfahren an, 
wobei wir uns auf einen Summanden beschränken, so daß die Näherungslösung 
die Form 


pw, y) = Pr (x, Y) 
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hat, wo p; eine im Rechteck harmonisehe Funktion ist. Wir machen den Ansatz 


en a8 any 
9% = 608 Prkucre 


Das Gleichungssystem des TREFFTZschen Verfahrens ($ 55) führt auf die Gleichung 


0 x2 ö 
u [m as- [Gas 
S$ 


S 


Die Ausführung‘ der Rechnung ergibt 


160? 1 
Dan 
P7A IT 
es, 


ee 
Tabelle 6 n3 
Bee u a2 16.02 © 2a cos ?® 
Lösung nn.» 3 nb 2a 
ch — 
Y nach |nach TReErFrz 2a 
senau | Taneeez | mit (18) . . 
In der Tabelle sind die Werte k(y) an- 
1 0,675 0,676 0,694 - geführt, die dieser Näherungslösung ent- 
2 | „0,980 0,930 0,931 sprechen (siehe die zweite Spalte in Ta- 
3 | 0,985 0,985 0,971 _ belle6). Zur Berechnung wurde die Formel 
4 0,997 0,997 0,973 Bf 
5 | 0,999 0,999 0,970 en] 9206 ou 
© 1,000 i 1,000 1,000 ve \a=a, y=0 ” EA: 
benutzt. 


Wie man sieht, ist das Ergebnis bedeutend genauer als beim. Rırzschen Ver- 
fahren oder bei der Methode der orthogonalen Projektionen. Das hängt mit der 
Wahl der Koordinatenfunktion 9, zusammen, die die gesuchte. harmonische 
Funktion p (x, y) gut approximiert. 

- Ein etwas schlechteres Ergebnis erhält man, wenn man harmonische Polynome 
benutzt. Danach setzen wir 


= 1 2 5 41 
uweun ZA, du=0, user) 


Wir wenden auf die gesuchte Funktion % das Trerrrzsche Verfahren an und 
führen als Koordinatenfunktionen harmonische Polynome ein; da die Funktion % 
gerade in jeder der Koordinaten x und % ist, kann man sich allein auf die geraden 
Polynome beschränken. Wir setzen 


= ala pP) + aylat — bar +) 
+ aa — 15ary? + 1daryt — yo). (18) 


Ohne näher auf die Berechnung einzugehen, geben wir die mit der Näherungs- 
lösung (18) gewonnenen Werte von tmax an (siehe die dritte Spalte in Tabelle 6). 
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$ 66. Biegung der am Rand fest eingespannten rechteckigen Platte 


Die Aufgabe besteht in der Integration der biharmonischen Gleichung 


q 
2 =— = 
dv=n=n | (1) 


wo q die Intensität der Belastung und .D die Steifheit der Platte ist, bei den Rand. 
bedingungen 


Die Längen der Plattenseiten bezeichnen wir mit 2a und 2b. Die Koordinaten- 
achsen legen wir parallel zu den Seiten der Platte, den Koordinatenanfangspunkt 
in den Mittelpunkt der Platte. 

Wie in $ 27 gezeigt wurde, führt die Aufgabe auf das Minimalproblem für das 
Funktional 


fax [(Awy — 2pu}dy 
[%) 


Pa} = 


auf. der Menge der den Randbedingungen (2) genügenden Funktionen. Dieses 
letztere Problem kann mit Hilfe des Rrrzschen Verfahrens gelöst werden. Zur 
Vereinfachung der Rechnung nehmen wir an, daß die Belastung gleichmäßig ver- 
teilt ist, so daß p = const wird. 

Als Koordinatenfunktionen kann man die Polynome der Form 


(x? — a)? (y? — 59)? (a + + azy® +) (4) 


wählen; wir lassen die ungeraden Potenzen von x.und y fort, da w(z, y) offensicht- 
lich symmetrisch bezüglich der Koordinatenachsen ist. 

In dem Ausdruck () beschränken wir uns auf drei Glieder; mit den. Bezeich- 
nungen 


\ 9 = ler al — BP, 9, — wo, 93 = y?oı 
haben wir 


WI W = Pt 4292 A393. 


Die Gleichungen des Rıtzschen Verfahrens haben in unserem Falle die Form 


3 
2 (4m Aym) a = Pl,om m=1,23. 0) 


Nach Ausführung der notwendigen Rechnungen nimmt das System (5) folgende 
Gestalt an: 


4 TE ip 7 
2. j 1 = 2 L RL 2a. — 
B Fe )& (; +0) 90 (4 Gr) 0 128a208 P» 
y j ü 1 L 3 4 ] 4 2 1 1 { ges 1 
& 15) rt fatrm = 128002 P 


y 
1 1 1 3 34 42 1 

e ı Ae2 _\p2 N \ f Du ö 

(2: F)a 77 (145) 0%, (G atmet | 


(6) 


| 6) 
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B 
Hier ist y = = Das Gleichungssystem (6) entsteht aus (5) nach Kürzung durch 


einige allgemeine Faktoren rechts und links. 
Wenn die Platte quadratisch ist, ist y = 1, und die Gleichungen (6) nehmen die 
einfachere Form j j 


18 18 18 7 
BE _. 2 2 
TE Bu le ae a Br 7 
18 302 ...2 1 
2 1 FERN, s 
Ta = ga Pi m 
18° 2 502 { 
Be _—gı2 pP} ca 
Tut a Tag? ] 


an. Als Lösung dieses Systems erhält man 


j “ 2 
vr = a (x? — a2)? (y? — a®)2 (0,2067 + 0,0038 ze 2 ) (8) 


Für die Durchbiegung der Platte im Mittelpunkt erhält man 
w! = 0,02067 pa#. Re (9) 


z=0 


ul 


Wenn man sich in dem Näherungsausdruck für w'auf ein Glied beschränkt und 
mW Pr = a, (0 — a?) (y? — 6°)? 


setzt, erhält man statt des Systems (6) die eine Gleichung 


IUEne. (Sl: p 
ve 7) 27 128aR02°’ 


woraus . 
49 


91T 98 (Taı 1 78° 4 darıe)? = 
folgt, was für die Durchbiegung der Platte im Zentrum den Wert: 
49a*b* 
= — 11 
00 98(T7ar + 76° + 4a2be) “m 
ergibt. 
Im Falle eines Quadrates (@« = b) erhalten wir 
w|,_. = 0,02127 pa®. OR: (12) 
9-0 n 


Die Formeln (10) bis (12) sind in der Monographie von L.S. LEIBenson [1] 
angeführt. 


$ 66. Biegung der am Rand fest eingespannten rechteckigen Platte 329 


- Wir wenden auf unser Problem jetzt das Verfahren der anharmonischen Reste 
an.*) Der Einfachheit halber nehmen wir an, daß die Platte quadratisch mit der 
Seite a ist. Als eine der Gleichung der Ag = p genügende Funktion g (x, y) wählen wir 


mar, 


Wir führen das System der harmonischen Polynome in die Betrachtungen ein; 
man kann zeigen, daß dieses System im Raum der in dem Quadrat harmonischen 
Funktionen vollständig ist und der Bedingung 


[fe dzdy< oo (13) 


-u—4 


genügen. Wir brauchen übrigens nicht das ganze System. Aus Symmetriegründen 
ist nämlich klar, daß die gesuchte Funktion w(z, y) sowohl in x als auch in y 
gerade ist. Man braucht deshalb nur diejenigen harmonischen Polynome bei- 
zubehalten, die dieselbe Symmetrieforderung erfüllen. Wir schreiben die ersten 
drei derartigen Polynome hin: 


N, =1, N,=xt — 622? +, 
N, = 8 — 38328y? + 70atyt — 2322 y° + Y. 


Wir orthonormieren sie bezüglich des Quadratgebietes, wodurch wir drei neue 
harmonische Polynome erhalten: 


1 1a/m TE... 18 
DEREN ran . 4 2772 4 
ee Va + iz +), 
 M, = 0,356359 (m, 2 Vz -4,76724M, — 1,406250° 3). 


Die zugehörigen Fourtzr-Koeffizienten der Funktion g(x, y) sind 


er 
= M)= Er (9, M;) = — 0,1397 pa, 


9: = (g, M3) = 0,0014 pa°. 
Für ö [Formel (4) des $48] kann man auf Grund des Satzes 1 des $56 die Größe 


- 3 
b=-— (tar —, ) — —0,02491 p?a® 
del ’ 
nehmen. 


1) Die mit der Anwendung des Verfahrens der anharmonischen Reste zusammenhängenden 
Rechnungen dieses Paragraphen sind teilweise dem Artikel von S. Ca. Rarauson [2] ent- 
nommen. 
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Wir berechnen jetzt die Größe F(w,), wo F durch Formel (3) definiert ist, 
w, durch Formel (8); Nach Formel (8) ) des 848 ist 


3 
F(w 2% (pi), =». 
i= 
Nach Formel (7) haben wir 
p p 
a, = 0,02067 zo. > 0,0038 GE 


Ferner gilt, wie man leicht sieht 


a a 
256 
ba=wm-n| [1 - ar war dnay= 535 va, 


0 —& 
a a 
(9) = (f, 9) = Pp (a a) (y? — A dady= = pa?. 
u vo 7:225 
4 —4 B 
Daraus folgt F(w,) = — 0,02486p?«® und 
lv — w,l < pa? Y0,00005 = 0,0071 pa®. (14) 


Jetzt läßt sich leicht auch die absolute Größe der Differenz w — w, abschätzen. 
Es sei u(x, y) eine beliebige Funktion, die im abgeschlossenen Quadrat zweimal 
stetig differenzierbar ist und auf den Seiten des Quadrates zusammen mit ihren 
ersten Ableitungen verschwindet. Möge z.B. der Punkt (z,y) im ersten Qua- 
dranten Be Wir haben 


u(E,n) 
uy) - [en DE Om d£dn. 


Nach der Ungleichung von BUNJAKOWwskI ist 


, F a4 0% Pe 5 
us [rasen || (o25,) 3800 
cy vy 
. aa Pen 2 
= a aa | Ken, Jaran. 
Ey 


Im ersten Quadranten ist der größte Wert jeder der Differenzen a — x und 
a — y gleich a. Daraus erhält man leicht die Ungleichung 


a a 
u \2 
2 2 
u(z,y) <a fe ) dzdy. 
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‚Sie ist im ganzen Quadrat richtig, wie leicht zu sehen ist. ‚Wir erinnern uns, daß 
für unser. Problem 


SEE DE 


gilt und finden u? = lu; wenden wir diese Ungleichung auf die Funktion 


- w— w, an und nutzen Ss Abschätzung (14) aus, so erhalten wir schließlich 
0,0071 


Y2 


w— w|< pA—o0 ee \ (15) 
$ 67. Biegung einer halbkreisförmigen, am Rand elastisch eingespannten Platte 


Für die Platte mit fest eingespanntem Rand gelten die Bedingungen 
dw 


w lz = 0, ARE = 0, 
i Fe 0% |z 
für den frei gestützten Rand gilt 
v|n,=®, 2-5] = 
14 8v |r 


Wir sagen, der Rand der Platte sei elastisch eingespannt, wenn auf diesem Rand 
die Bedingungen 
w lz > 0, (1) 


u +15] —0 (2) 
e L i 


erfüllt sind, wo k eine positive Konstante ist. Im Innern der Platte setzen wir wie 
gewöhnlich die Gleichung von SOPHIE GERMAIN.und LAGRANGE, 


q 
2 
Am = 4, | 6) 
als erfüllt voraus. 

Der biharmonische Operator ist symmetrisch und positiv-definit auf der Menge 
der den Bedingungen (1) und (2) genügenden Funktionen. Um das zu beweisen, 
‚bilden wir das Skalarprodukt 


(Aew,, %,) — [[w. Aw, ds, 
Ri 


worin beide Funktionen w, und w, die Bedingungen (1) und (2) erfüllen. 
Nach der GrEENschen Formel [Formel (10) des $2] wird 


Nesnas- [ [au 4was + ur Au) ds 
s”.. S LE 
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oder mit Hilfe der Randbedingungen (1) und (2) 
(Ar;, w,) = [fe Aw, d8 [f = e) On Say, (4) 
i J E Ov dv 
s L 


Die rechte Seite der Gleichung (4) ändert sich nicht bei Vertauschung von w, 
und ws, deshalb ist (A?w,, w;) = (w,, A?w,), und unser biharmonischer Operator 
ist symmetrisch. 

Wir setzen jetzt in (4) w, = w, = w. Dann kommt 


(A’w, w) = JJamae- ee 
fun 0 


Die Formeln (20) und (21) des $ 27 gelten für beliebige Funktionen, die auf dem 
Rand L verschwinden. Der Vergleich dieser Formeln ergibt 


(one 2a) - 
ne 


Jetzt wird nach Gleichung (5) 


% rw O2w w ww \? 
nn (fefreirter Selen -nenj]a m 


Die weiteren bangen verlaufen wie unter Punkt 4 des $ 27 und führen auf 
die Ungleichung (26) des $ 27, was bedeutet, daß unser Operator positiv-definit ist. 

Aus dem Gesagten folgt, daß man das Gleichgewichtsproblem für die am Rand 
elastisch eingespannte Platte als Minimalproblem für das Funktional 


 [floorzu oft) 358g] 
ftejunsffheas 
L S 


auffassen kann; bei der Randbedingung (1) ist die Randbedingung (2), wie man 
leicht feststellt, natürlich. 
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Zur Illustration betrachten wir die am Rand. elastisch eingespannte halbkreis- 
förmige Platte. Den Radius der Platte nehmen wir als Eins an; die Lage der Platte 
zeigt die Abb. 18. Zur Vereinfachung der Rechnung nehmen wir o=0, k=1, 
2 —=1 an. Wir wenden das Rırtzsche Ver- 


AL 
fahren an. 
Die Koordinatenfunktionen nen wir in 
der Form 
ak — a — pP); k=0,1,2,...; 
i=1,2,3,..., x 
Abb. 18 


sie genügen der wesentlichen Randbedingung 
(1); wir berücksichtigen keine ungeraden 
Potenzen von x, da die Durchbiegung der Platte symmetrisch in bezug auf die 
x-Achse ist. Wir beschränken uns auf Summanden, für welche = +-1<4ist, und 
setzen 


Us 3: 172077 
i k=1 
wo \ 
aA=yl- PP), R=yn MR Mm NYPp: 
eye, my 
gilt. 


Die Koordinatenfunktionen genügen der natürlichen Bedingung (2) nicht, und 
das Gleichungssystem des Rırzschen Verfahrens nehmen wir in der Form (8,) 
des $14. Da o = 0 ist, wird in unserem Falle 


% Rp pi pr 
5 — . -2 
[9:» Pu] 12) Ann my Onoy Hr dp} 


0°, 0°; : 99; Ipr. s 
dar dy? u Erna 
L 


nach Ausführung der notwendigen Rechnungen erhalten wir folgendes System: 


26,1994a, + 21,3333a, + 6.435570, + 18,8496a, + 4,2667 a, + 17,0667, 

— 0,266687, 
21,3333a, + 24 ‚08550, + 4,87619a, + 23,1619a, + 4,02517a, + 21,9911a, 
— 0,130900, 
6.435570, + 4,8761da, + 5,54858a, + 3,92699a, + 3,25079a, + 3,25079a, 

— 0,038095, 
18,8496a, + 23,1619a, + 3,92699, -+ 24,3473a, + 3,05714a, + 24,3810a, 

— 0,076190, 
4,26667 0, ++ 4,02517a, + 3,25079, + 3,05714a, + 2,36928a, + 3,180804, 

— 0,016362, 
17,06670, + 21,9911a, + 3,25079a, + 24,3810a, 4 3,18080a, + 25,4076a, 

— 0,049087. 
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Die Auflösung dieses Systems ergibt folgende Werte für die Koeffizienten: 
4, = 0,02217; = —0,01145; A; = —0,01317; 
a, = 0,00887; % = : 0,00759; Gg = — 0,01083. 


$ 68. Berechnung der Eigenwerte einer gewöhnlichen Differentialgleichung 
weiter Ordnung 


Um das Berechnungsverfahren zu illustrieren, betrachten wir die Gleichung 
d du 
H I = 1 
zn Fe) -iu=0 - 1). 


“ bei den Randbedingungen 


a0) = u(l)=0. u) 


Zur Bestimmung einer Lösung nach dem Rırzschen Verfahren wählen wir die 
Koordinatenfunktionen 


RK) = (le) a, Kl; 25: 
Wir beschränken uns auf die ersten drei Fünktionen 
are) aA) Bla) 


Bei Anwendung der Methode des $32 (die Einzelheiten der Rechnung unter- 
drücken wir) erhält man zur Bestimmung von } die Gleichung 


1 i 
0,404757774 — 30 ),  0,216156130 — so 0, 135002282 — ag 


1 1 1 
0,216156130 — co 2, ee —_ 108 % 0,675363337 — es? —=0. (3) 


| i Eur 1 
0,135002282 — 105% 0,675863337 — 254, 1.028822057 — 52.1 


Die einfachste grobe Näherung für den ersten Eigenwert erhält man, indem man 
den. Diagonalminor erster Ordnung gleich Null setzt: 


0,404757774 — - ib; (4). 


was der Benutzung nur einer Koordinatenfunktion o; (x) im Rirzschen Verfahren 
entspricht. Aus Gleichung (4) 4) erhalten wir!) 


1 — 12,14273. 


1). Der obere Index bei A bedeutet die Nummer der Näherung, der untere die Nummer des 
Eigenwertes. 
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Die zweite Näherung erhalten wir, indem wir den Minor zweiter Ordnung gleich 
Null setzen: 
1 1 
0,404757774 — 30 A, 0,216156130 — 0” 
=; 6) 


1 1 
0,216156130 — Fr) ı, \ 0,510789821 — 108* 


die kleinste Wurzel der Gleichung (5) ist gleich 
20 — 12,12781, 


was eine genauere Näherung für den kleinsten Eigenwert des. Problems (1), (2) 
liefert. Löst man Gleichung (3) nach dem Verfahren von Newton, so erhält man 
den noch genaueren Wert 

28 — 12,12255. (6) 


Jede der Zahlen AP, 22, 29 ist größer als der Eigenwert A,. Eine Annäherung 
an, von unten halten wir, wenn wir dasin 2, $ 62 erwähnte Verfahren benutzen, 
das auf der Überführung des gegebenen Problerns i in eine Integralgleichung beruht. 

Gleichung (1) mit den: "Randbedingungen (2) ist gleichwertig mit der Integral- 
gleichung 


2) — 1[ 6%.) ui) ds=0, (7) 
0 


wo G(&, s) die Grunssche Funktion!) für das gegebene Problem bedeutet. Zur 
Bildung dieser Funktion integrieren wir die Gleichung 


d (mr= BEN 


ihr allgemeines Integral ist gleich v=(, yi +2x2--(0,. Wir bekommen zwei 
Lösungen, von denen die erste bei x = 0, die zweite bei x = 1 verschwindet: 
„=Alfi!+e2-1, »=Blfi+=-Y2). 


Wir erhalten die Grzensche Funktion, wenn wir A und B als Funktionen des 
Parameters s annehmen und sie den Forderungen unterwerfen, daß beix = s 


ov,  OW i 
dx 08 yi +8 


%=dy, 
gilt. Das liefert die Gleichung 


Afits-i)=Blfirs- N); Er ; Ten .-- Tea 


1) Genaueres über die Bildung der Greenxschen Funktion siehe z. B. bei W. 1. SMIRNOW &], 
Kap. IV, $1. 
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Daraus folgt z. B. 


PR Er 
Y?-1 
Jetzt wird 
a, MN Hs lfire 12 Se 
Y2—1 
Da die GrEENsche Funktion symmetrisch ist, wird 
Ga Me NN -M ze, 
Y2—1 


Indem wir G(x, s) als Kern der Integralgleichung (7) behandeln, bilden wir nach 
den üblichen Regeln den zweiten iterierten Kern; wir erhalten dann für 2< s 


6,2, 6) = SE I ir [2 —) 


3(8 — 


x{ 2—x S 2fitz+ejite) 


aa - ira] + Wire [VE (++ 
+2y2y1+s—- Y2sf1-s Alle s ))|'; 


die Werte von G,(x, s) für x > s erhält man bei Symmetrie durch Vertauschung 


der Argumente x und s. Nach Formel (*) des $ 62 ergibt sich 
11 
= I G?(x,s) dads 
00 


oder, da der Kern symmetrisch ist, 
A 
Gdg = 2 [as [ @®«, s)de, 
0 6 


was in unserem Falle j 
Ga = 0,0076414951 
liefert. Analog gilt 


1 8 
u,=2 Jr ds ii (x, s) dx = 0,50092905 - 10-4. 
(7 0 
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Nach Formel (4) des $ 62 erhalten wir als Näherungswert mit Unterschuß für 
den. kleinsten Eigenwert 


1 1 
A = — = 11,4395997; ya = 2 — 11,886553. 
@ a 
Nimmt man die genauere Näherung, erhält man schließlich 
11,88655 < A, < 12,12255. 


Nimmt man für }, das arithmetische Mittel aus den Näherungswerten mit Unter- 
schuß und mit Überschuß, so erhält man den Näherungswert 


A, = 12,00455 


'mit einem relativen Fehler von weniger als 1%. 


$ 69. Eigensehwingungen eines Stabes von veränderlichem Querschnitt 


Die Gleichung der Eigenschwingungen eines Stabes von veränderlichem Quer- 
schnitt hat die Gestalt 


92 92 
Le re Dun | IOR- 0. (4) 


Hier ist wie üblich die x-Achse parallel zur Stabachse, 2(x, i) ist die Querver- 
schiebung ihrer Punkte, / (x) und 8 (x) sind das Trägheitsmoment und der Flächen- 
inhalt des Querschnitts mit der Abszisse x, E ist.der Elastizitätsmodul und o die 
auf die Längeneinheit bezogene Dichte des Stabmaterials. Wir nehmen zur 
Präzisierung an, daß ein Ende des Stabes eingespannt, das andere frei ist. Wir 
bezeichnen mit L die Länge des Stabes und legen in dessen eingespanntes Ende 
den Koordinatenanfangspunkt. Dann schreiben sich die BEN unseres 
Problems so: 


dz| 
= =0; 2 
2 [2-0 0, dx|a=0 % ( ) 
0°2 0°2 i 
9x2 N: B 0283 ag 0; (3) 
wie üblich suchen wir eine Lösung in der Form 
2(x,t) = ulx) sin (Yar +0), & = const. (4) 


Dann gehen die Gleichung (1) und die Randbedingungen (2) und (3) in die folgenden 
über: | 


de da 
Bas ze nl erS(a) u = 0; (5) 
(0) =0, w(0) 0; (6) 
w“(D)=0, wW(D)=0. (7) 


22 Variationsmethoden 
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Nach dem in $ 35 Bewiesenen ist der kleinste Eigenwert A, unseres Problems gleich 
- dem Minimum des me 


L a L 
IE 105 a|de=® jo m (8) 
ö 0) 


auf der Menge derjenigen Funktionen, die den Randbedingungen (6) und (7) 
und der Nebenbedingung 


» 2b . 
[es@) w(@) de = 1 (9) 
ö j . 


genügen. 

Um das Minimum des Integrals (3) nach dem Ritzschen Verfahren zu be- 
stimmen, wählen wir als Koordinatenfunktionen die Eigenfunktionen des Ope- 

di 
rators ai bei den Randbedingungen (6) und (7). Diese Funktionen bilden ein | 
x 

vollständiges Orthonormalsystem. Die genannten Funktionen haben bekanntlich!) 
die Gestalt 


sin & € ch &pE 


9(£) = ‚ k=2m-1, 
sin-t ch 
2 2 
: (10) 
ee 
cos sh ad 
2 2 


wo &;, die Wurzeln der Gleichung?) 


.cosachx —=1 
; . 1 1 : 
sind ; in den Formeln (10) hat man das Intervall — > <E{< p2 als Grundgebiet 


1 
zu nehmen, wobei sich die Bedingung (6) auf das Ende &= — cz die Bedingung 
(7) auf das Ende = -+ 7 bezieht. Um die Funktionen (10) für unser Problem 
zu verwenden, muß man offensichtlich 


22 — UL 


| = | a) 
setzen. Schreibt man angenähert 
% 5 2x —L 
2) vw Yayıl@), Yu) = Pr ( 3L ) 
k=1 


1) Siehe W. N. FADDEJEWA [1, 2]. 
2) Die Werte a, sind z. B. in dem Artikel von W. N. FAppeszwa [1], Tabelle 7, angegeben. 
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so erhält man in Übereinstimmung mit.dem in $ 35 Gesagten folgende Gleichung 
zur Bestimmung von 4: 


| An — AB; Arp—ABie: ---; Arm — ABın + 

| Ay —ABy, Ay—ABy, :.., Am—ABin | _ 0, (13) 

| Apı = AB; Ang . ABne» Ba) Ayn— ABan 
wo i 

L A j 
Au=B N I(a) yf (a) ye(a)da, Bar— [os yi@)yul@)de (13) 
{i) {} 

gilt. 


Als Beispiel betrachten wir ein homogenes Rohr in Form eines hohlen Kegel- 
stumpfes; ein Achsenschnitt durch dieses Rohr.ist in Abb. 19 gezeigt. In diesem 


‚Falle wird 
en i ER 
Ka) = Ey ah), ze 
S(«) ze (y? = a?), 
wo 
R—-r T= 
yÄR-"e=R-(f45)R-n 
ist, 
92 — 
Wenn man in (13) die Substitution &= Zn 
macht, dann nehmen die Koeffizienten A;. und By 5 
folgende Form an: Zr 
Abb. 19 
A nE 4 (0) 1 (1) 
Au 7 RA M—a nz; @rnaoni 
HZ RAR IRRE HR MIR: 


R+n? + z al. 
By=neL (FE -e] 19 a r) TB + (R vl. (15) 


Hier sind I ie 1 die folgenden Integrale: 


m-fen Od, Rn 01,2, >| 
0 | (16) 
= [es mldde, n=0,1,2. 
4 


 22* 
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Für die verschiedenen Beziehungen zwischen i und k erhalten wir die folgende 
- Formelgruppe 


I.i=k;t und k sind ungerade. 
I = =, IM — 202 tg? T 
or &r 
IA = > EL %% eig E == 5 che? n; 
I = - > (3 tg? E 4. tg + 4), 
2 2 2 


0% 


Fr 
= + 2 (Bor ct of eig? 6): 


IH.:=k;i und k sind gerade. 


Mo, = — 2oitgt = 
4 2 
a) _ HE 4 
Meng ne, yWz 
3 & & 
I® — 5 ( tet + Aa 185; | ı), 


1 ..& & 
a _%k _L. k 2 402 TE i 
#50 (mt trete) 


II. ;-+k;iundk sind ungerade. 


Sadar &; & 
I’2=0, IM ee En Fer ctg 5 tg ee 
ı 
Sodat % (302 +08) % , (& + 302) 6; 
ne Th. N ü u RR 2) 4. ot 
IS (a Peter z Fe 85 1 te. 
10 — 6araz Fe — bar + 0) 
= + X)” (of &%; + 4)? 


= 


40} 


(4 — 302) a, eig * + (0 — 3oß) a; te — 0,0%, etg = ctg EL; 
2 2 2 2 
1205 + 6orar + ax) 


ea? 


= 


a0 &p tg 9 tg” 5 


(a? — ap)? 


S € 
“ar [« od (+ Bella «el 


&; 
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IV. = k;iund k sind gerade. 


3,3 
8%; &r 


© _ D__ _ & 
I 0, IR (2 + 2)? & 9, tg 2° 


Sata? Sof, ar + 3a %r 04302 & 
2) —_ ö a 58 1% D t k v kt 
ik (0? u (eo 8 tg j Po k 85 2 02 vi 57 ’ 
0 — Gntat „ or — 6oFar + ai) 
ık 2 
(+ “ (+ =D 
2 % j % %, .%k 
data? 1,.,% 
I@ = Pr i Fr Ieıoı tg 5) 85 
3 &% 12 (a4 -- 602 + &f) 
L 3° ts — — 2 3 2 i Ir Kl % ik k. , 
Pe Zi o ıC I % :) % g- 5 (&; + %%) 18 >| (02 m 2)? 


V. i ungerade, k gerade. 


da & &; 
o _ Ww_ IK k i 
I2=0, I (Go tg > etg 2° 
ne 
19 — Soda, & eb LAU En wz = Bo) 1 
at >22 PoREeR ö 
6a?ar 6% 
Ben to _ 
I& (oe (mr ctg 5) tg 5) 
2 4(o8 + Ga2a? 4%) 
PP: UHEL SCH EEREER:, ta — — % % ek 'k 
Pe AG +30%) 0; 6 g“ 3 (2 u 30?) a. tg = + u er _ 23 5 
ERERT, 00,0% 3 & 
a — _ U] yo, ts to 3 2 4, to 
ik (02 & a)? Ioıoı eig P) g 3 { Pr au Pr E &;) &, Tg 3 
%; 412 (a — 60202 +4) 
fm? AN x. Ki i H&R k 
(2 — 3a2) a4 ctg :] N. 
VI. 


9=1, W=0, i+k. 
I® Ps I® 


2 - — R 
ik > == . 
008 20 . oe 
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Zur numerischen Berechnung wählen wir folgende Abmessungen des Rohres: 
2 = 4000 mm, R = 400 mm, r = 200 mm, a = 100 mm. 
Setzt man in dem Näherungsausdruck 


n 
ur »> 8% Up; 
k=1 


n—=1,2,3, so erhält man zur Bestimmung von 4 folgende Gleichungen: 


1.: 0,8526 — 0,1917 - 1092 m 0, 


0,8526 — 0,1917 : 1002, „ — 1,5341 + 0,0632 - 1097, 


So 
] 
o 


— 1,5341 + 0,0632 - 1092 5 39,4262 — 0,3526 - 109 m 


. 0,8526 — 0,1917 - 109 5 — 1,5341 — 0,0632 - 1094 = 


1,1077 + 0,0037 : 1022, 
— 1,5341 -- 0,0632 - 1092 a 39.4262 — 0,3526 - 1094 5 


— 26,614 + 0,0865 - 1094 n 


1,1077 -+ 0,0037 - 10°25,. — 26,614 + 0,0865 - 10925, 


156,59 — 0,3168 - 1094 n 
deren kleinste Wurzeln ' 

7 — 0,4446 - 10-8 # 2 0,4226 - 10-8; 20 = 0,4171 - 10-8 # 

E Q @ 


sind. Wie ersichtlich, nähern sich die aufeinanderfolgenden Werte von A, einander 
ziemlich schnell: Der relative Fehler beim Übergang von AP zu A® liegt ungefähr 
bei 5%, beim Übergang von A® zu AP bei etwa 1,3%. Für den zweiten Eigenwert 
der Gleichungen (2) und (3) ergeben sich die Näherungswerte 


E 
22 — 11,628 - 10-8 # iD— 11,074 - 10-3 —; 
e e 


der relative Fehler beim Übergang von 2% zu A% ist angenähert gleich 5%. 
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Wir versuchen die Werte der Eigenfrequenzen nach unten abzuschätzen. Um die 
. Rechnung zu vereinfachen, betrachten wir den Fall des massiven Rohres (a — 0). 
Nach dem Rırzschen Verfahren sind die Eigenwerte wieder aus einem System 
der Form (12) zu bestimmen, in welchem man nur die Koeffizienten A,, und By 
durch neue Koeffizienten A,, und B;, zu ersetzen hat; ihre Berechnung erfordert 
jetzt keine besondere Mühe: Wie man sich leicht überzeugt, wird 


A 


SR Bi = Bu + rgLalf. 


Setzt man wiederum n —= 3, so erhält man für den kleinsten Wert A als Nähe- 
rungswert mit Überschuß 


1 » 0,3498 - 104 2. (17) 
0 I 


Um den Wert A, nach unten abzuschätzen, überführen wir unser Problem nach: 
der Methode des $ 62 in eine Integralgleichung mit symmetrischem Kern. Dieser 
Kern hat die Form 

K(a,1) = VS (a) S() @(&, t), 


wo G(x, t) die Gr&ensche Funktion unseres Problems und $(x) den Flächeninhalt 
des Stabquerschnittes mit der Abszisse x darstellt. Die Greznsche Funktion ist 
definiert als Lösung der Differentialgleichung 


d? RG\. 
da? (7 1) a 


und zwar als die Lösung, die zusammen mit ihren Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetig ist, während die dritte Shane bei x = t einen Sprung von der: - 
Größe 


GE 9°q | 
een. OP mars AR): 
erfährt. 
Nach Ausführung der notwendigen Rechnungen findet man, daß für <t 
_2R— nr EEE en _R-r 
gilt. 


Jetzt kann man die zweite Spur des Kernes berechnen: 
D.-4 
4,=2[dt f K2 (x, t) dx = 8,979548 - 1018. 
66 
Der Parameter der Integralgleichung ist gleich A E Nach Formel (3) des 
$ 62 erhält man den Näherungswert A, mit Unterschuß 


74 & 0,33371 - 10-8 a (18) 
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Die Werte (17) und ee sind für die genannten Abmessungen von r, R, L berechnet 
worden. 
Das arithmetische Mittel der Werte (17) und (18) ergibt 


A, = 0,3390 « 10-8 - 


mit einem relativen Fehler von weniger als 1,5%. 


$ 70. Radiale Eigenschwingungen eines elastischen Zylinders 


Die kleinste Frequenz w, der Eigenschwingungen eines elastischen Körpers, 
dessen Oberfläche spannungsfrei ist, bestimmt sich aus der Beziehung 


nm 2) 
yoi A an: 


wo y die Dichte des Mediums, #(u) die potentielle Deformationsenergie, 


= [ur +2) Hr, tra + Ya dR, 
2 
I=u ++ 8% 2). 


und 


= (2 +2 + W2)d2 = jule (3) 
2, 


ist. In den Integralen (2) und (3) bezeichnet 2 das von dem elastischen Medium 
ausgefüllte Volumen, u den Verschiebungsvektor, &,, &,, &, sind die Dehnungen und 
Yay Yyz Ya, die Scherungen, die diesem Vektor entsprechen. } und u sind die LAm&- 
schen Konstanten. Die Bedingung der Spannungsfreiheit auf der Begrenzung des 
Körpers ist natürlich, deshalb braucht man u keinen EaDbe neuen zu unter- 
werfen, jedoch muß u die Forderungen 


[ua2=0, [exWd2=0 
2 2 


erfüllen, die zum Ausdruck bringen, daß keine starre Verschiebung vorliegt. 

Wir betrachten den Fall, daß der elastische Körper einen Kreiszylinder des 
Radius R und der Höhe h ausfüllt und nehmen an, daß die Schwingungen radial 
verlaufen, so daß u in Zylinderkoordinaten o, ®, 2 nur die beiden Komponenten 
u, und vw, hat, die nicht vom Polarwinkel 9 abhängen. In die Formeln (2) und (3) 
führen wir anstelle der kartesischen Koordinaten x, y, 2 Ayundekossäineten 0,9, 
2 ein. Dann erhalten wir 


2E(u) = [leo ++? +ul2( ++) + Yo + Yet Val (8) 
2 


Hu)=[(w+wW+w)d0. (6) 
2 
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Die folgenden Formeln drücken die Verzerrungskomponenten in Zylinder- 
koordinaten aus: - 


„m, _i ER? Our. 
0 do a — 0 89 j o ’ % d2 > 
__ dus " 19w Ws du, |, Du, _ dus j 1 du, 
eu Tara a The 
. i : du  Ou, : 
Mit den Bedingungen unseres Problems wird u; = 0, Kr an 0, und wir 
erhalten die etwas einfacheren Formeln 
ou, u 77 du ou i 
iur 8 = = =, Yo = de u Ya=Yyır=0-: 


Dementsprechend vereinfachen sich auch die Formeln (5) und (6); führt man noch 
die Integration über 9 aus, so nehmen sie folgendes Aussehen an: 


2E(w)=4rE,(u), Hf{u) = 2 H,(u) 
wo 


an [a klare 
Ouo\?, ws , (Ou\?\ , (du. , 0u 
ee © 


‚und 
R h 
H,u) = [ ode | (w+ 2) de (8) 
0 
gilt. Dabei ist . 
2E 
yo} = min Pan ; (9) - 


Zur Bestimmung des nimm des Ausdruckes (9) nach dem Rırzschen Ver- 
fahren wählen wir die Näherungsfunktionen u, und «, in der Form 


Up = 0(dy + Q12 + 920? + a2?) %=d + bi2 + d20? + b522 (10) 


Den Faktor po in u, haben wir deshalb eingeführt, weil aus Symmetriegründen u, =0 
"bei oe = 0 gilt. 

Die Koeffizienten in (10) sind nicht willkürlich, sondern hängen durch die Be- 
ziehungen (4) miteinander zusammen; diese ergeben 


ah. RR:  a,h: 
Luz (+ +7) 


bh b 
= -(% + : +2) (11) 


6 (3 E iR) 


nal, 6 
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Die Beziehungen (11) gestatten es, die Koeffizienten a,, d,, a, zu eliminieren; das 
liefert uns 


ir 38 Lg h? „ 22 L-b 6R? 3R? 
Ge = Aa | u a ze T=x_o dla: ?® 55°) 


2) 


h R2 h? 
anne ne) 
Wir führen in die Betrachtung die Verschiebungsvektoren 

4 er 3.R2 
3 (5: s) u (e 58 Dr 
5 6R? 3 o , R 


- h2 h? 
n=(ge-Mmetze 0), 3-0 »-5) 
ein; in den Formeln (13) stehen rechts an erster Stelle die o-Komponenten. Mit 


Hilfe der Vektoren %. ne 7, kann man die Formeln (12) in der bequemeren Form 


u= b,Pı + AyP> "fr b,95 + A494 + 6,9 (14) 


schreiben. Wir führen die Bezeichnungen 
R h 
Bar OU, , U | (Se Ye 0 
zB, [de [12(55 Ser na 
0 0) 
9u, 9% Udo , OU, OV ou, 9u,\ [OV 0% 
\ 2 Q e ı eTe BIIR 2: 2 re % d ; 
5 «| (3: Fr 7 ar = elle all: : 
R % 
H,(u, b) = [ode [ (ur. + uv,) dz 
Ö Ö 


ein. In Übereinstimmung mit dem in $ 33 Gesagten nimmt die Gleichung zur 
Bestimmung von yo? = x dann folgende Form an: 


"2E, (pi; 9) — #Hı (91 9), 28, (91, 92) — #Hı (91 92); --- 
28, (91, 95) — #Hı (91 95) 


2E,(p3, 91) — #Hı (9% 91), 28, (9% 92) — #Hı lo 92); --. 
..., 28, (9% 9) — #Hı (9,9) | = 0. 
2E,(95 91) — #Hı(95 9), 28, (95 9) — #H, (95 92) ++» 
..., 2E, (95 95) — #Hı (95: 95) 
Nach Ausführung der notwendigen Rechnungen erhält man (15). 
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Die Gleichung (15) zerfällt in zwei Gleichungen, da die vierte Spalte nur ein von 
Null verschiedenes Glied enthält. Die eine dieser Gleichungen ist 


(+ m)R5 _ Rin 
iu HK 


— (0, (16) 


90 "720 
die zweite hat folgende Gestalt:. 
Reh 2R*h 5 
5 A424) ah 0, . PRR(R + 20) — | (17) 
R2h? Ren 
Br Bar 
DREh, RSh(T42 + 124 u) 5 2RUM , 
5% 75 { 5 
_3R®h 
200” | 
6(A + u) RS Ren 
2 9 25h Er ei 
uR[6R 
4 \5% 
[3 RS Rh 
mtr)” 
Ren . 2 Ran2ı R&h 2RER(R-+2u) 
| PS 
„ern FR -’ 5°’ 3 
R®h# SR2H5 
2” Bar 


In der Determinante (17) multiplizieren wir die erste Spalte mit % und subtra- 
hieren sie von der vierten; dann verschwinden die ersten beiden Elemente der 
vierten Spalte. Nach dem Satz von LArLAck zerfällt die Determinante in (17) 
in das Produkt zweier Determinanten und demgemäß führt die Gleichung (17) 
auf die beiden quadratischen Gleichungen 


Reh(A+2u) . Reh OR&hA 
‚23 Pu 5 
=0 (18) 
DRenA R5h (741 41244) 3R8eh 
Br 75 200 ” 
und E 
Dean uRt(6R® \® /3R8 Rh Raha | 
Da TE TTG om! 100% 24)” 5 I 
Rh R2p3 Bm | 
m 1 
ar ren 360° , (19) 
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Die kleinste der Wurzeln der Gleichungen (16), (18) und (19) ergibt (angenähert) 
den Wert x, = yw?, wobei, wie wir oben festgelegt hatten, », die kleinste Fre- 
quenz der Eigenschwingungen des Zylinders bedeutet. 


Wir setzen z.B. o = 3 oder, was dasselbe ist, «=2uundh = 4, R — 2 und 


schließlich noch x/u = v. Wir lösen die Gleichungen (16), (18) und (19) mit den 
genannten Werten und finden als kleinste Wurzel », = 2,722808. und folglich 


IS 1,0051 |. 
| y 


Wenn wir die Diagonalminoren der Determinante (15) gleich Null setzen, erhalten 
wir die folgenden groberen Näherungswerte (die Ziffern oben bedeuten die Nummer 
der Näherung) 


@ @& & _ ,„@ ©) 
Dr 3,,% „S Di » 2,722808. 


$ 71. Schwingungen einer elastischen rechteckigen Platte in ihrer Ebene 


Wir betrachten eine Platte, deren Rand frei von äußeren Kräften ist. Die Glei- 
chungen der freien Schwingungen einer elastischen Platte haben folgendes Aus- 


sehen 5 
00; OTyy 
02 9y 


ou, —=0; 
A) 


0% 


‘ Hier ist o die Dichte des elastischen Mediums, } und u sind die Lam&schen Kon- 
stanten und w ist die Frequenz der freien Schwingungen. Nach dem in’ $ 39 Ge- 
sagten ergibt sich die kleinste Eigenfrequenz aus der Beziehung 


2E(w) 
Ha)‘ (2) 


Be (5 -F ze) — wrou, =(, 


00 = min 


E{u) ist das Integral über die Energie der elastischen Verformung und gleich 


e 2 
2EU) = f 1. Hau) — au Se | ar ! a2) tan, (3) 


dx 9y 0y 0% 
2 
MM. | 0% 
H (u) bedeutet das Integral 
Hu) = [ (u, + w) d0. (4) 


2 


Die Randbedingung des Problems ist natürlich, deshalb braucht man u beim Auf- 
suchen des Minimuns (2) keinen Randbedingungen zu unterwerfen, jedoch muß u 
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die Bedingungen 
[wd42=0, [wd2=0, [wu — yu)dQ=0 (5) 
0: Te 2 
erfüllen, die eine starre Verschiebung des Körpers ausschließen. 
Wir betrachten zur Präzisierung den Fall einer rechteckigen Platte. Die Be- 


zeichnungen der Seitenlängen und die Lage der Koordinatenachsen wählen wir 
wie in $ 66. Als Koordinatenfunktionen wählen wir 


may 
b ’ 
Wir setzen unter Beschränkung auf Werte k -- m <2 


kn 
COS —— cos 
@ 


N 2X ry 2ry ne any 
U I 0 COS — + QAg 008 —— -H A, COS -— + Q, COS FG, COS — COS 
kei 1 77 h [70 b 2 b > a b. i 
x 27% 7 Dr TE 7 
u, = bj c08 — + b, cos H b, cos a + b, cos Le + b, cos cos7, (6) 
a a b b a b 


Wegen der dritten Gleichung (5) hängen die Koeffizienten a, und b, durch die Be- 
ziehung 
ab, = a,b (7) 


miteinander zusammen; die ersten zwei Gleichungen (5) sind automatisch er- 
füllt, da die Ausdrücke (6) keine freien Glieder enthalten. 

Es ist günstig die Formeln (6) folgendermaßen zu behandeln. 

Wir führen neun Vektoren 9, k=1,2,...,9 ein, indem wir 


= [ec an 0 = cos I 2 cos 
2 08 a’ ’ Pa b’ a i 


TE nYy 

—= [0, cos — va, 

| %9 (0, 005 "7 008 2) 
setzen. 


Die. Formeln (6) und (7) besagen dann, daß der gesuchte Vektor u angenähert 
durch eine Linearkombination der Vektoren 9,, ..., 9 ausgedrückt wird. 


Bow2 

Wir setzen “2% _ „. Zur Bestimmung von x% benutzen wir die Gleichung (3) 

des $34. In unserem Falle nimmt die Determinante nach Division jeder Zeile 
\ 


durch 5 die Gestalt (8) an (o ist die Poıssonsche Zahl): 
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q 
q23-T|z. € 23 —1 
ER Se “ 0 
| ® u r43 , 2 278 
€ q 
E24 
»03—-ıI|z (rz-DVe € 
0 +] & 
eo-nele B-dm ’ zE ® . 
Z— DE q4 92%-1 
% 
9 (— 99 0 (9 — J)z48 9 . ’ ? ® 
e 
e 0 0 nLar 0 ) 0 0 
9 23-1 
0 0 m — 
0 0 on 0 0 0 
f) “4 ) 0 0 nn 
zE g° F 0 0 
(3 — DE » 28 —1 
HM — —. 
238 h o 2 v u 9(0— T)z28 u 
DE RE 2 
a+2 99 
3 
0 0 0 0 0 0 0 re 
223—] o 
0 _—— R—-— 
0 0 0 Der 0 0 0 3 
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Wir bemerken, daß man die Gleichung (8) vereinfachen kann, da die zweite 
Spalte der Determinante (8) nur ein von Null verschiedenes Element enthält; die 
Gleichung (8) zerfällt in zwei Gleichungen, von denen man die erste erhält, wenn. 
man das genannte Element gleich Null setzt und. die zweite, wenn man den Minor 
dieses Elementes gleich Null setzt. Die-erste Gleichung hat die Wurzel 


ar [a :b 16 ö 
{ 1 
Fr +5 (5 Im -) ® 
Um die zweite Gleichung zu lösen, geben wir irgendwelche Zahlenwerte für o 
und 2 vor. Es sei z.B. co = =: 2 - 5. Dann nimmt die besagte Gleichung 
die folgende Form an: x 
2° —x 0 0 16 0 3) 0 
0 8®— x 0 0 0 0 0 = 
0 0 29° —x 0 Ö 0 = 3) 
16 0 0. 8m” —-x 0 0 0 
0 0 ) 0 8m. 0 0 = N 
0 0 0 0 0 322° — x a 
64 128 
= en 
0 0 3 0 0 3 ®—r 0 
128 64 112 
1 a ee EM 
Wir bemerken, daß bei o = 3 und — nn die Größe (9) gleich x, = 19,315273 


wird. Um die Konvergenz des Verfahrens zu prüfen, bestimmen wir die Näherungs- 
werte für die kleinste Wurzel x,, indem wir die Diagonalminoren der Determinante 
(10) gleich Null setzen. Wenn wir die Minoren erster bis dritter Ordnung gleich 
Null setzen, erhalten wir für x, die Werte 19,739209 und 78,956835. Vergleichen ° 
wir das mit x,, so erhalten wir als Näherungswert der kleinsten Wurzel der Glei- 
chung (8) die Größe 19,315273. 

Wir setzen jetzt den Minor vierter Ordnung gleich Null: 


| 2m — x 0 0 16 
0) 8m — x 0 0 
0 0 2m — x ) 9: 
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Die kleinste Wurzel dieser Gleichung ist gleich 15, 692682. Da diese Zahl kleiner 


i $ - bo; 
als x, ist, hat man sie als genaueren Näherungswert der Größe a 


anzusehen, 


% \ 
wo », die kleinste Eigenfrequenz der Plattenschwingung bedeutet. Setzt man die 
Minoren noch höherer Ordnung gleich Null, so erhalten wir jedes Mal als kleinste 
Wurzel 15,692682. Demnach ist in den Grenzen der von uns angestrebten Genauig- 
keit 


bow? 
“291 __ 15,692682. 


8.72. Stabilität einer elliptischen Platte unter Druck 


Wir betrachten eine elliptische Platte mit den Halbachsen a und b (a > b), 


deren Rand eingespannt ist. Wir nehmen an, daß die Platte unter der Wirkung 


D i 
- , 7%, =0 steht. Wir 
suchen die kleinste Belastung, bei welcher die Platte ihre Stabilität verliert. 
Die Gleichung (4) des $ 38 nimmt in unserem Falle die Form 


einer gleichmäßigen Druckspannung 0, = 0,=— 


Aw + AAdw = 0 i) 


an. Die -Aufgabe besteht in der Auffindung des kleinsten Eigenwertes der Glei- 
chung (1) bei den Randbedingungen 


ver ten (2) 


Wir wenden auf unser Problem das Rıtzsche Verfahren an und nehmen die Funk- - 


tionen 


2 2\2 
er(i-5-5). ET (3) 


als Koordinatenfunktionen.!) Wir beschränken uns auf Werte m +n<2 und 
erhalten 


pr) ya\2 
Wr (1 ) (a, + xt 4 4 Yy + 8% + a,20Y as). (4) 


Wir setzen 5 =y, At =x. 


.» Als Koordinatenachsen wählen wir wie üblich die Symmetrieachsen der Platte. 


33 Variationsmethoden 
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Wie gewöhnlich führt das Rırzsche Verfahren auf die Gleichung (die Einzel- 
heiten der Rechnung übergehen wir) 


_ I 4) __ Lg | 2 L9 N 3 
„er rar) 0 0 3: 7437) 0 ;(e- y+3%) 
498 I _ 

’ 15 157 
5 
) it 0 ) N) ) 
+YP—oX 
1 y 
x(5+3)» 
2 i 
0 0 4945-0 N) N) 
y Y 
1/1 1 
Say? y 
3 27 39° 11y 1 y.y 
_ 21 _ | | _—— _ PAAR 
va +2+37°) 0 I mw ent5 10,°3710 
1 y 
_Y _- —_ [11% 
5” | + 5)” 
5 
) N) N) 0 Z+5pP246—- 0 
y 
ifi,.; 
at) 
3 1.1 y My 3 
LA Iy2 ) rl 
(a4 ») 0 108 73,10 ner: 
n 11 
5y°? 15y 


If, 1 
9, Ta)” 


Die zweite, dritte und fünfte Spalte der Determinante (5) enthalten nur ein von 
Null verschiedenes Element. Als Folge davon zerfällt die. Gleichung (5) in die 


(6) 
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folgenden vier Gleichungen: 


+0 +#-5(, +3)#=0 ( 
u lerd)eee n 
s(a+r)+6 la rt)e=6 (8) 
8 429° 4390) so +27 +37) - se+»+37)- @) 
=> (14 ya in = 
y ( F24 >) 951 z | = 5+3+5 j 
u 5 Ei 
(424%) BES 27, 3, 4 
yo 107% "39 ' 10 10 7 1098" 15y 
1 1 
 . | ltr 


Wenn x, die kleinste der Wurzeln der Gleichungen (6) bis (9) ist, dann ist die Größe 
21 
ah 
Wir nehmen z.B. y = 2. Die Wurzeln der Gleichungen (6), (7) und (8) sind 
gleich 78; 102,69; 121,8. Gleichung (9) hat nun für y = 2 die Gestalt 


der kritischen Last angenähert gleich 


599 4: 9 1 
4 313 7 91 
a 0 60°... Zur 
9 1 9 1393 18 
4 5%” 120 120 300” 


oder, wenn man die Determinante entwickelt und durch den Koeffizienten von 
„> teilt, 3 — 343,5707 2 + 32028,293x — 806705,6 = 0. 


Diese Gleichung lösen wir mit Hilfe des Newronschen Verfahrens und nehmen 
als erste Näherung die Wurzel #’ = 47,2 des Diagonalminors erster Ordnung. 
Die zweite vom Nzwronschen Verfahren gelieferte Näherung wird x’ = 42,06696, 
die dritte Näherung ist x’ — 42,06681. Man kann also mit ausreichender Ge- 
nauigkeit x, —.42,067 annehmen. 


23* 


KAPITEL IX 


DAS VERFAHREN VON BUBNOW-GALERKIN 


8 73. Grundlagen des Verfahrens 


Das Verfahren von BUBNOW-GALERKIN kann man als Verallgemeinerung des 
Rırzschen Verfahrens für Gleichungen der Form Au = fansehen, wo der Operator 
A nicht notwendig positiv ist. Bevor wir das Verfahren allgemein formulieren, er- 
läutern wir es an einem einfacheren Spezialfall, der ahnen die erdrückende 
Mehrheit der Anwendungen umfaßt. 

Möge die unbekannte Funktion 4(P) in einem gewissen Gebiet “ der hömogenen 
Gleichung 


Lu— f{P)=0 (1) 


genügen und eventuell gewissen homogenen in Wir wählen eine 
unendliche Folge von Koordinatenfunktionen 9,(P), 9(P); :--, @(P), ..., die 
im abgeschlossenen. Gebiet 2 = 2-1 S hinreichend = (enrechönd dem ge- 
gebenen Problem) stetig differenzierbar sind und welche allen Randbedingungen 
unseres Problems genügen. Wie gewöhnlich bezeichnet 8 den Rand des Gebietes 2. 
Wir nehmen an, daß sowohl die Gleichung (1) als auch die zugehörigen Rand- 
‚bedingungen linear sind; dann genügt die Funktion 


un(P) - am), 2) 


wo a, willkürlich gewählte Konstanten sind, allen Randbedingungen des Problems. 
‚, Nach dem Verfahren von BUBNOW-GALERKIN werden die Koeffizienten a, aus der 
Forderung bestimmt, daß die linke Seite der Gleichung (1), nachdem man in ihr u„(P) 
anstelle von u(P) eingesetzt hat, orthogonal zu den Funktionen 9, (P),9,(P), - .., a (P) 
ist. 

Das Verfahren von BUBNOW-GALERKIN führt damit zu folgendem System 
linearer algebraischer Gleichungen: 


PL Pm) Ze (f Om): m — 1, 2, RN. (3) 


Wenn das Eigenwertproblem für die Gleichung 
Lu—Mu=0 


gestellt ist, dann führt das Verfahren von BUBNOW-GALERKIN ganz ebenso auf das 
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IT 


N 


En 
il 
- 


setzt man die Determinante dieses Systems gleich Null, so erhält man folgende 
Gleichung zur Bestimmung der Näherungswerte der Eigenwerte: 


(Lo,, 9) = 491 9) D (Lo: Pe) — LAU ZB Palo ++ (Lp:: Pn) — [AR Pn) 
(Epe 91) — Alpe 91)» (LPa Pe) — Alpe Pa)» > (DPo pn) — AP Pu) | _g, 
(La 91) — AlPn> Pı)» (LYn Pe) — ae, os ilosen 


Es ist ‚nicht schwer, eine allgemeinere Formulierung des Verfahrens von 
BUBNOWw-GALERKIN zu geben. Der lineare Operator A sei auf einer Menge definiert, 
die dicht in einem separablen ($ 44) HıLserr-Raum ist, und es sei die Gleichung 


Aussfelb ;. 4) 


zu lösen. Wir wählen eine Folge von Elementen {p,}, 91 € D,, die wir im weiteren _ 
als Koordinatenelemente bezeichnen werden. 

Wir bilden eine Näherungslösung der Gleichung (4) in der Form (2) einer Linear- 
kombination der Koordinatenelemente mit konstanten Koeffizienten. Die Koeffi- 
zienten a, bestimmen wir aus der Bedingung, daß nach Ersetzen von % durch «, 
die linke Seite der Gleichung (4) orthogonal zu den Elementen 9,, P% ---; Pn Ist. 
Das führt auf folgendes System linearer Gleichungen in den Unbekannten Ag: 


B3 Aal, Vals 0 


Das System (5) ist dem Aussehen nach identisch mit dem System (8). des $ 14, 
auf welches das Rırzsche Verfahren führt. Daraus schließt man dann, daß die 
Verfahren von BUBNOW-GALERKIN und Rırrz zusammenfallen, wenn der Operator A 
positiv-definit ist. Im allgemeinen Falle ist jedoch das Rırzsche Verfahren nicht 
anwendbar, während. das Verfahren von BUBNOW-GALERKIN gültig bleibt. 

Eine wichtige Rolle spielt die Frage der Konvergenz des Verfahrens von BUBNow- 
GALERKIN. Die Geschichte dieser Frage ist in der-Einführung ausführlich be- 
handelt worden. In den nächsten beiden Paragraphen geben wir einen verhältnis- 
mäßig elementaren Konvergenzbeweis!) für die Fälle, wo die Gleichung (4) ent- 
weder eine Integralgleichung vom FrREDHoLMmschen Typ oder eine gewöhnliche 
Differentialgleichung zweiter Ordnung ist. In den folgenden Paragraphen wird ein 
ziemlich allgemeines Konvergenzkriterium für das Verfahren von BUBNow- 
GALERKIN gegeben, welches wir auf partielle Differentialgleichungen anwenden. 
Besonders wird die Frage der natürlichen Randbedingungen betrachtet. 


1) Er stützt sich auf einige Sätze aus der Theorie der Integralgleichungen. 
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$ 74. Konvergenzbeweis für Integralgleichungen vom FREDHOLMschen Typ!) 


Es sei die Integralgleichung 


— [ K(P,Q) u(0) 409 — HP) = 0 (1) 
e) 


gegeben, über die wir folgende Voraussetzungen machen: 


1. Es ist 
[[ePrVdardm <a; [PiP)da<; 
202 2 2 


2. die Gleichung (1) hat eine Lösung, und zwar eine eindeutige, die der Gleichung 


je AR) )dQ<@ (2) 


genügt. Wir wenden’auf unsere Gleichung das Verfahren von BUBNow-GALERKIN 
an. Die Koordinatenfunktionen o,(P), k=1,2,... unterziehen wir (wenn das 
nötig ist) dem. Orthogonalisierungsprozeß; es ist leicht zu sehen, daß davon die 
Näherungslösung u, (P) nicht berührt wird. Damit genügen die o, den Bedingungen 


1, fl — k, 
(95 9%) an P)d2= ==; 0, i+k. (3) 


Von den Koordinatenfunktionen Jordaen wir Vollständigkeit im Sinne der Kon- 
vergenz im. Mittel. Das bedeutet, daß man zu jeder beliebigen Funktion w(P) 
mit endlicher Norm und zu jeder positiven Zahl e eine ganze positive Zahl N 


und Konstanten &,, &, ..., &y derart bestimmen kann, daß 
n i i n 2 
u- =D, “| - [ver - nt) a2<e 
= j 8 BT ® 


gilt. Wir setzen jetzt - 
= % %Pr(P) 
j k-1 
setzen das anstelle von u(P) in die linke Seite der Gleichung (1) ein und fordern, 


daß das Ergebnis dieser Substitution orthogonal zu den Funktionen 9,(P), 
®%(P), ..., 9n(P) ist. Bei Beachtung der Beziehungen (3) erhalten wir folgendes 


System linearer algebraischer Gleichungen mit den Unbekannten «,, 3, ..., &n: 
ö N 
Im — 2, Pk % — (Gh Pm); m—1,2,...,%, (4) 


1) Der erste Beweis dafür wurde von J. W. REpMman [1] angegeben. 
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worin s 

ymı = | [ K(P, Q) Ym{P) pr(Q) E2rd2g 
22 

ist. 

Die Zahlen y,, sind die Fourızr-Koeffizienten der Funktion K(P,Q) in der 
Entwicklung dieser Funktion in eine Fourrarsche Doppelreihe nach den Ortho- 
gonalfunktionen p;, analog sind die Zahlen (f, 9m) die Fourızr-Koeffizienten der 
Funktion f(P). Wir führen die Bezeichnungen 


K,(P,Q) = > YnmP) 90), 


k 1 


In(P) = 3 hm) 0m (P) 


[2 


ein. Das System der orthogonalen und normierten Funktionen 9,(P) ist voll- 
ständig, deshalb gilt 


N->O 


im | [1x,(7.0 — Kr, 040,40, = o,] 


22 
| (5) 
lim | IP) - KAP AR = Tim If AP =0. 
Wir betrachten die Hilfsgleichung 
v„(P) — [ Ku(P,Q) v(Q) 4 = IP). (6) 
Q2 


Das weitere stützt sich auf einen Satz aus der Theorie der Integralgleicehungen 
nach dem aus den Beziehungen (5) folgt, daß die Gleichung (6) bei hinreichend 
großem n lösbar ist und eine eindeutige Lösung besitzt, sofern diese Eigenschaft 
der Gleichung (1) zukommt, und daß 


M 
up) gr ?P) . MM) 
gilt. Um die Darstellung nicht zu unterbrechen, bringen wir den Beweis dieses 
Satzes am Schluß des Paragraphen. 
Die Integralgleichung (6) zu lösen, ist nicht schwierig. Setzt man in (6) die Werte 
für K„(P,Q) und f„(P) ein, so erhält man i 


2n(P) = 3 AnentP), (&) 


Am =D Yan f 2.(0) 9x(Q) 42 + (9m) 
ist. 5 
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Setzt man hier den Wert für v„(Q) aus (8) ein und nutzt man die Gleichungen (3) 
aus, so findet man, daß die A, dem System 


N 
— 2 Im Ar = (f, Pm); m—=1,2,..,n (9) 


genügen, das mit dem System (4) identisch ist. Bei hinreichend großem » hat das 
System (9) und ebenso auch die a (6) eine Lösung, und zwar eine ein- 
deutige, deshalb ist A, = a, k=1,2,...,n und 


»D)=W(P). 
Jetzt folgt aus (7), daß 


“_,4(P) 


NR 


gilt. Demnach strebt die nach dem Verfahren von BUBNOW-GALERKIN gebildete 
Näherungslösung einer Integralgleichung vom FREDHoLMmschen Typ im Mittel 
gegen die exakte Lösung dieser Gleichung, sofern das System der Koordinaten- 
funktionen vollständig im Sinne der Konvergenz im Mittel ist. 

Wir geben jetzt den Beweis des oben erwähnten Satzes. 

Nach Voraussetzung ist Gleichung (1) lösbar und hat eine eindeutige Lösung. 
Das bedeutet, daß Eins kein Eigenwert des Kernes K (P,@) ist, und daß die Re- 
solvente /'(P,Q) existiert, mit deren Hilfe die Lösung der ae (1) in der 
Form 


u(P) = f{P) + [T(P,Q) FQ)d% ? (10) 
2 
darstellbar ist; die Resolvente selbst genügt der Ungleichung 
[fPP&9d9rd40, <o. (11) 
22 


Wir schreiben die Gleichung (6) in der Form 


on (P) = [EP O vntO 490 = fatP) — TRIP.) —Ku(P, vn (Q)dR- (12) 


Wenn wir vorübergehend die rechte Seite der letzten Gleichung als bekannt an- 
sehen, können wir Formel (10) anwenden; das führt auf die der Gleiehung (6) 
 äquivalente Integralgleichung 


2,(P) = [ Ku(P, VD) do + MP) + [TPQQ)ARg. (13) 
2 2 


Dabei wurde kurz 


R,(P,Q) = Ku(P,Q) — K(P.Q) + [ T(P, RB) [Ku(R,Q) — K(R,OQ)] dar (1) 
d | 


gesetzt. 
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Wir schätzen das Integral über den Kern K, ab. Zunächst ist nach der Un- 
gleichung von CAUCHY-BUNJAKOWSKI \ 


K2(P,Q) < 2IKy(P,Q) — K(P, Q)P 
+2/[T®(P,R)d@r [[K(R,Q) — K(R,Q)P d9n. 
2 .D x 


Integration ergibt 
[[ Baran,<2[[IK.(P,Q) — K(P,Q)Pd2>d% 
22 


28 
ed [J T(P,R) dp dr 
28 
x. [ [IKu(P, R) — K(P, RyPdQrdM. (15) 
28 
In der Ungleichung (15) strebt die rechte Seite für n — oo gegen Null; folglich 
gibt es eine Zahl N derart, daß fürn > N 
[[R&P.9494%,<1 


22 


gilt. Dann aber hat fürn > N die Gleichung (13) und damit auch die Gleichung (6) . 


eine Lösung, und zwar eine eindeutige; diese Lösung kann man nach dem Ver- 
fahren der Näherungsfolgen!) bilden. 
Wir schätzen die Differenz u(P) — u,(P) ab. Gliedweise Subtraktion der 
Gleichungen (1) und (6) ergibt, 


uP) — v(P) — [ K(P,Q) [u(Q) — 9n(Q140g 
z | 


= f{P) — fu(P) + [IK(P,Q) — Kx(P,Q1n(Q)dRg. (16) 
5 82 


Bezeichnet man der Kürze halber die rechte Seite der letzten Gleichung mit F,(P), 
so hat’ man nach Formel (10) 


u(P) — w(P) = F,(P) + [ T(P,Q) Fx(Q) A: 
2 


Daraus folgt 
e—nl<SIPal+ 


2 


[rP,9 7,04% | 


Nach der Ungleichung von BUNJAKOWSKI ist 


| [T(P,Q) F.(9) 22) <[T&(P,Q)d0g- 1a. 
2 2 


1) Siehe das Buch [7], $ 2, des Verfassers. 
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Integriert man das über Q, so erhält man 


| [re 9 ra |’<ır.e [[rP,Od4nd% 
2 j 


229 


und folglich 


Wuischin 0-14 [fer Va0rda. (1m) 


22 


Wir schreiben kurz 
&= [[IK(P,Q) — Ku(P, OP dQr dRg; 
20 


offensichtlich gilt &, — 0 für n —> oo. Wir nehmen n als so groß an, daß jedenfalls 
1 

n<z;G gilt. Bei Anwendung der Ungleichung von BUNJAROWwSKI und der 

Dreiecksungleichung für die Norm erhalten wir leicht 


oder 


IrI<SIii- Altana - wm I<SIr— Halt En ul tn |u — vl. 


Setzt man das in (17) ein, so erhält man 


1-0. MB -nlsSeli— Alt On lel. 
Wir verstärken die Ungleichung, indem wir rechts 1 — Ce, durch 5 ersetzen. 
Das ergibt 2 
u— ni <201f— nl +20 Iul—0. 


N>X 


$ 75. Der Konvergenzbeweis für gewöhnliche Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung 


Wir betrachten das Problem der Integration der Gleichung 
-y'+ pay +a@)y = ie) Mm 
bei den Randbedingungen 
yo) =yl)=0. 2) 


Die Koeffizienten. p (x) und g(x) nehmen wir der Einfachheit halber für 0 <x<1 
als stetig an; betreffs der Funktion f(x) nehmen wir an, daß sie eine endliche Norm 
besitzt. Wir nehmen ferner an, daß die von uns gestellte Aufgabe eine eindeutige 
Lösung besitzt. Wir wählen ein System von Koordinatenfunktionen , (2), 
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n = 1,2, ..., die stetig differenzierbar sind und den Randbedingungen (2) genügen 
und fordern, daß dieses System vollständig in folgendem Sinne ist: Es soll möglich 
sein, die Ableitung einer beliebigen in 0 <x<<1 stetigen und stetig differenzier- 
baren Funktion mit beliebiger Genauigkeit durch eine Linearkombination der 
Ableitungen 97, (x) zu. approximieren. 

Wir setzen 


n 
Yn = 3 Pr (®). 
k=1 


Das System der Gleichungen von BUBNow-GALERKIN hat folgende Form: 


1 1 RR 
Lu! - / ae ) RER ES J Koi 
6 ö 6. 


m—=1,2,..,n. 


Das erste Integral links integrieren wir partiell; unter Beachtung der Bedingungen 
(2) erhalten wir x 


S 1 . 
2 ri 
2] (PkPm T PPkPm + IPkYm) dr = Iren de, (3) 
5 o 


m—=1,2,..,R. 


Das System (3) kann man noch etwas vereinfachen, wenn man die Ableitungen 
94 (x) orthogonalisiert; dann ist 


u Lot d -{1, k=m, 
= . 
Fl Fan 0, k=#m, 


und das erwähnte System nimmt die Form 


i ; 
R 

In +2 (PPEPm + I Pk Pm) 4 = Freu de, (4) 
u f 


m—=1,2,..,% 


an. Wir drücken hier 9, (x) und 9, (x) durch ihre Ableitungen (x) und 97 (2) aus. 
. Da 9,(0) = 0 ist, so wird. 


9(8) = [ Pk(s) ds. 
0; 
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Setzt man das in (4) ein, so erhält man nach einfachen Umformungen 


1 R 1 s 1 
An + 2 | gie) dr I» pls) + q(e) o pi) ai = f Kaldldz (6) 
0 x [0] 0 . 


mit 


Die Gleichung (1) mit den Randbedingungen (2) kann man in eine äquivalente 
Integralgleichung überführen. Es sei 


x(1—s), x<es, 
S 9-1 s1—e, s<e. 


Wenn dann y(x) den Bedingungen (2) genügt, gilt die leicht zu verifizierende 
Gleichung 


a4 4 
ya) = — [ @a, 5) y (s) ds 
ö 
Setzt man hier den Wert von y” aus Gleichung (1) ein, so erhält man 
1 
ya) = — [ @(@, s) {p(s) y (8) + q(s) y(s) — Fol} ds. 
ö 


Diese Gleichung differenzieren wir nach x und ersetzen unter dem Integralzeichen 
y(s) durch 
62 
j y’(t) dt 


Nach einigen einfachen Unkeneuneen | Schaller wir eine Zatsgralgleichiing ZN 
y'(e): 


1 B 
y(a)= [s KR y(s) + a) [yo di — 1 |a 
0 


1) 
-[|rovo + gs vw walas+ hen. 6) 


Auf diese Gleichung wenden wir das Verfahren von BuUBNOW-GALERKIN an. Als 
Koordinatenfunktionen wählen wir of, (x). Wir setzen 


Ya) = I mpla) 
k-1 
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Wir substituieren das in (6), bringen alle Glieder nach links und fordern, daß der 
gewonnene Ausdruck orthogonal zu 91(x), 9&(x), ..., 9 (x) ist. Wir erhalten dann 
n, Gleichungen in den «a,; diese Gleichungen fallen mit den Gleichungen (5) zu- 
sammen, wie leicht zu sehen ist. Demnach ist die Anwendung des Verfahrens von 
BUBNow-GALERKIN auf die Differentialgleichung (1) gleichwertig mit der An- 
wendung dieses Verfahrens auf die Integralgleichung (6). Wie im vorigen Para- 
graphen festgestellt wurde, konvergiert für diese Gleichung die Näherungslösung 
yn (x) im Mittel gegen y' (x), so daß 


lim f Yale) — ya) de = 0 
0 


wird. Daraus folgt leicht, daß gleichmäßig y„(x) —y(x) gilt. Da nämlich y,(0) 
= y(0) = 0 ist, wird 


Ynlz) — yi@) = [Tyals) — yslds. 
0 


Nach der Ungleichung von BunsJakowsk1 folgt daraus 


" z 1 
Iyn(®) - y)|< Ye \ ne) -yoP ds< / [Ir (9 — Yo? ds. 
[6 0 


Das letzte Integral hängt nicht von x ab und strebt gegen Null für n — oo; nach 
dem Satz von WEIERSTRAsS konvergiert dann y,(x) gleichmäßig gegen y(x). 

Damit ist die Konvergenz des Verfahrens von BuBNow-GALERKIN für das 
betrachtete Problem bewiesen. 


$ 76. Vollstetige Operatoren 


Ein Operator A heißt ausgeartet oder endlich dimensional, wenn er in der Form 
. Pr k 
Au = (u, Ye) Pr (1) 


dargestellt werden. kann, wo n eine endliche Zahl ist und @, und y, vorgegebene 


Elemente des betrachteten HıLserr-Raumes sind. Ein Operator A heißt voll- 


stetig*), wenn er für eine beliebig vorgegebene Zahl & > 0 stets in der Form 
Au — Alu + Alu er (2) 


dargestellt werden kann, wo A} ein ausgearteter Operator ist, während. die Norm 
des Operators 4% kleiner ist als die beliebig im voraus gegebene Zahl e > 0. 


1) Gewöhnlich wird eine andere Definition des vollstetigen Operators gegeben, die der hier 
gegebenen äquivalent ist (siehe unten Satz 1). 
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Wir geben einige Eigenschaften der vollstetigen Operatoren an. 


a) Jeder ausgeariete Operator ist vollstetig. Man kann nämlich einen ausgearteten 
. Operator in der Form (2) darstellen, es genügt 4” = 0 zu setzen. 


, | 
b) Ein vollstetiger Operator ist beschränkt. Es sei Alu = I (u, pr) 9, und. 
k=1 
142 | < &, wo s eine beliebige positive Konstante ist. Dann gilt 
N B 7 
IAw]| z2| ir + elul < [mi Irr+ e} «1. 


Daraus ist ersichtlich, daß der Operator A beschränkt ist, es gilt 


N » 
Al 2 Il Ile. 
6) Die Summe einer endlichen Zahl vollstetiger Operatoren ist vollstetig. Der Beweis 
ist offensichtlich. ' 


d) Wenn der Operator A beschränkt und der Operator B vollstetig ist, dann sind 
die Operatoren BA und AB vollstetig. Es sei eine willkürliche Zahl & > 0 vor- 
gegeben, und es sei 


R 
Bu= N (mwyp)m+B’u BI < — 
k=1 14] 
Dann gilt 
NR 
BAu = > Au, | gu + B" Au. 
E=1 


Aus der Ungleichung 


Au WI< Il 1Aul< Ipel- Al Tal 


ist ersichtlich, daß (A, y,) ein beschränktes Funktional über u ist; nach Satz 1 
“ des $ 45 gibt es ein solches Element 5, daß (A, %) = (u, 9.) gilt. Jetzt wird 


nr 


BAu =2 (u, 9) 9a + B’ Au; 


dabei ist IB"A]< |B”’|- A| <e, während die Summe einen ausgearteten 
‚Operator darstellt. Nach unserer Definition ist der Operator BA vollstetig. Weiter 
gik 


ABu = m v.) Apr AB’u; JAB’I< JA - IB” <e, 


und der Operator AB ist ebenfalls vollstetig. 


Ein wichtiges Beispiel eines im Raum ZL,(2) vollstetigen Operators stellt der 
FREDHoLnsche Integraloperator 


Ku= [K(P,Q)u(0) d, (8) 
2 
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dar, dessen Kern K(P,@) der Bedingung 
Be = [ [ IK*(P, Q)| dQrd2g < (4) 
22 


“unterworfen ist. Den Beweis der Vollstetigkeit des. FREDHoLMschen Operators 
kann man z.B. in dem Buch [7] des Verfassers finden. 

Eine wichtige Eigenschaft der vollstetigen Operatoren, die en auch zu 
ihrer Definition dient, gibt der folgende Satz an. 


Satz 1. Damit der Operator T vollstetig ist, ist notwendig und hinreichend, daß man 

. aus jeder unendlichen Menge von Elementen mit gemeinsam beschränkter Norm eine 

Folge {u,} derart auswählen kann, daß die Folge e u,} gegen einen Grenzwert 
konvergiert.!) 


Unter Verwendung des in $31 eingeführten Begriffes der Kompaktheit kann 
man Satz 1 wie folgt formulieren: Damit in einem HıLgErT-Raum ein linearer 
- Operator vollstetig ist, ist notwendig und hinreichend, daß er jede bezüglich der 
Norm beschränkte Menge in eine im Sinne der Konvergenz im gegebenen Raum 
kompakte Menge abbildet. 


Satz 2. Wenn A ein symmetrischer positiv-definiter Operator. mit diskretem . 
Spektrum ist, dann ist der zu ihm inverse Operator G = AT! vollstetig. 


Es seien @,, 93% ---» 9m, -.. die orthonormierten Eigenelemente des Operators A 
und A], Ag -.., Ans -.. die ihnen entsprechenden Eigenwerte. Wir erinnern daran 
(831), daß A, — oo gilt, wenn n — co geht. Es sei Au=f, dann ist v=@f. 

“Nach Formel (6) des $ 30 ist 


S 2 % 
— B3 n 
k=ı1 
Wir setzen 


I __ L (F, 9x) BEE (f, 9) 
1-2 Ar er e 1 ee Ay a i 


so daß = @'’+@”’ wird. Der Operator @’ ist ausgeartet, und es genügt, wenn 
wir zeigen, daß die Norm des Operators @’” beliebig klein gemacht werden kann. 
Da die Elemente o, orthonormiert sind, gilt 


1” fir - 3 up! (6) 


Wie gewöhnlich nehmen wir an, daß die Eigenwerte der Größe nach geordnet sind. 
In der Reihe (6) ersetzen wir die A, durch den kleinsten von ihnen, A,ı,, was auf 


die Ungleichung 1 © 
Ifr<H- 3 | 
ı k=n+41 


führt oder, wenn man die Brssersche Ungleichung ausnutzt, auf 


1 
le" iS — Il. 
nt 


1) Der Beweis des Satzes 1 ist z. B. in dem Buch des Verfassers „Direkte Methoden der mathe- 
matischen Physik“, Gostechisdat, 1950, angegeben. 
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In dieser Beziehung wird das Gleichheitszeichen bei f = 9): angenommen, 
pi ; 1 > % = 
und deshalb läßt sich die Konstante FEB nicht durch eine kleinere ersetzen. Nach 
mL 1 
der Definition der Norm eines Operators ist, |@’’| = FE was für hinreichend 
großes n beliebig klein gemacht werden kann. ar 


$ 77. Gleichungen, die einen vollstetigen Operator enthalten 
Wir betrachten die Gleichung 
w—ıTu=f, (1) 


wo u ein gesuchtes, f ein gegebenes Element eines HıLBErT-Raumes H ist, 7 sei 
ein in diesem Raum vollstetiger Operator und A ein Zahlenparameter. Um diese 
Gleichung zu lösen, verfahren wir folgendermaßen. Wir lassen zu, daß } einen 
beliebigen festen Wert annehmen kann, aber dem Betrage nach soll eine gewisse 
Konstante R nieht überschritten werden: |A|<’ R. Nach Formel (2) des 876 
setzen. wir 7 = T’+ T’, wo der Operator 7’ ausgeartet ist, während wir vom 
Operator T’’ fordern, daß 
[2 1 
IF SR 


gilt. Dann wird 
lu — AT"ul > Jul — [Al Iul>z ul; (2) 
aus Satz 5 des $45 folgt, daß der Operator (E — AT"! ewistiert und. beschränkt 


ist. Es ist nicht schwer, seine Form festzustellen, eine unmittelbare Prüfung zeigt 
nämlich, daß 


PA (T’%(B-ATN)u=(B— AT") DILL ei 


und demzufolge 
(HE — AT" Yu = DAT" u (*) 
j k=0 / 
gilt. 


Die Reihe (*) konvergiert für jedes beieniBs Element «. Nach Formel (14) 
des $ 45 gilt nämlich 


IA”(T" ru = Ar KR < Ar IT bel. 


Nun ist [Al<.R, IT” | is — deshalb wird 


IT u 2 I}, 


> 9n 
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und die Konvergenz der Reihe ergibt sich daraus, daß die Norm ihres allgemeinen 
Gliedes das allgemeine Glied einer konvergenten Reihe nicht übertrifft. Wir 
bemerken, daß der Operator (E — AT’)! auf dem ganzen Raum definiert ist, 
da die Reihe (*) bei beliebigem « konvergiert. Schließlich wird 


j oo [02 © 1 
K#—-AT"ytul= a 2 we <Iel 2 ” 2lul; 


letztere Ungleichung bedeutet, daß |(Z — AT”) < 2 ist; diese Abschätzung 
kann man auch aus Ungleichung (2) und Satz 5 des $45 erhalten. 
Wir schreiben die Gleichung (1) in die Form 


vw—iT'u—-Tu=f 


um. Wir wenden auf beide Seiten den Operator (E — Er an, man diese 
Gleichung in die zu ihr äquivalente Gleichung 


u—_ıME—-ITPTu=FP; AR=(E — AT")f 8) 


übergeht. Ferner sei 

n 

= I (u, 9) 95 
k-1 


die Elemente 9, kann man ebenso ‘wie die Elemente ;, als linear unabhängig 
voraussetzen. Jetzt wird 


N z 
(E —- AT" Tu me (u, y) ©; 8, = (BE — AT pr. (4) 


Die Elemente o, , sind linear unabhängig. Nehmen wir nämlich an, daß es Kon- 


N 
stanten a, derart gibt, daß >) a, @;,, = 0 ist. Dann wird 
k=1 


i n N 
(BE — AT) 27 0002,4 = EI) or = 
oder 


N 
2m —0. 
k=1 


Da die p; linear unabhängig sind, gilt &, = 0, was zu beweisen war. 
Wir führen die Bezeichnung 


um. 00. (8) 


ein. Dann nimmt die Gleichung (3) die Form 
[7 
uU — 2 O0, % = F, (6) 


an, und die Sache läuft auf die Bestimmung der Konstanten CO, hinaus. 


24. Variationsmethoden 
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Mit Hilfe der Formel (4) überführen wir die Gleichung (3) in die Form 
R 
u 42 (u, pr) @,x = Ph. 


Ersetzt man hier « nach ‚Formel (6) und nutzt die lineare Unabhängigkeit der @; 
aus, so erhält man ein System. linearer algebraischer Gleichungen in den Un- 
bekannten (C,,; 


2 
ki 
das der Gleichung (1) äquivalent ist. Hier haben wir 


Am (A) = (Orr Yan); Om(A) = (Fr, Um) 89 


gesetzt: Offensichtlich sind die Koeffizienten a, und damit auch die Determinante 


1 — Aa, — Ada 4 — Adın 
— Ad, Ad, — Ally 

DANEN en 2 (9) 
— An — Ale rn 1 At 


‘Funktionen von A, die im Kreis |]A| < R der komplexen A-Ebene holomorph sind.) 
Daraus folgt, daß die Determinante D,(A) im Kreis || <.R nur endlich viele 
Wurzeln haben kann. 

Wenn Dx(A) =0 ist, dann hat das homogene System, das man aus (7) durch 
Nullsetzen der rechten Seite erhält, eine nichttriviale Lösung, d.h. eine solche 
Lösung, in der nicht alle C,, gleich Null sind. Dann hat offensichtlich die homogene 
Gleichung i 

u—)Tu=0 


eine nichttriviale Lösung, und das betrachtete A ist ein reziproker Eigenwert des 
Operators 7. Solche A werden auch charakteristische Zahlen genannt. Wenn aber 
Dy2(A) =# 0 ist, dann hat das System (7) und mit ihm auch die Gleichung (1) eine 
eindeutige Lösung, so daß der Operator (E — AT}! existiert. Wir bezeichnen ihn 
mit T',. Die Werte von }, für die /’, existiert, nennen wir regulär. 

Für den in Gleichung (1) enthaltenen vollstetigen: Operator gilt die sogenannte 
FREDHOLMsche Alternative: Entweder ist die inhomogene Gleichung eindeutig 
lösbar bei beliebigem freiem Glied f, und dann hat die zugehörige homogene Glei- 
chung nur die triviale Lösung u = 0, oder die inhomogene Gleichung ist nicht bei 
beliebigem freiem Glied lösbar, und dann hat die zugehörige homogene Gleichung 
. eine nichttriviale Lösung. Der erste Teil der Alternative gilt, wenn A regulär ist, 
der zweite, wenn } charakteristisch ist. 


3) Dabei ist Da (A) = 0, da offensichtlich D,(0) = 1 ist. 
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Wie man. sieht, ist im Kreis || < R mit beliebigem Radius nur eine endliche 
Anzahl charakteristischer Zahlen der Gleichung (1) enthalten; daraus folgt erst 
“ recht, daß die Menge dieser Zahlen in der ganzen komplexen 4-Ebene abzählbar 
. ist. Alle übrigen A-Werte sind regulär. 

Wenn der Operator T’, existiert, dann ist er beschränkt. Wir beweisen das. Wir 
lösen das System (7) und setzen seine Lösung in (6) ein; dann wird nach einfachen 
Umformungen 


u-Nf- (B AT tr . el Aym A) (BAT, y) Onm, (10) 


wo Aym (A) das Mdekeeische Komplement des in der k-ten Zeile und m-ten Spalte 
der Determinante D,(A) stehenden Elementes ist. 
- Oben haben wir gesehen, daß | (E — AT")! < 2 ist. Jetzt Be Formel (10) 


Akm (A) 
| Dr(A) 


IHr<2lfl Bo, k AT W)N- lonnl. 


Nach der Ungleichung von CAucHY-BUNJAKOWSKI ist 
KB AT) < MR — ATS pol 
| < I@ AT fe < 2 Ipel- IT. 


Daraus folgt 


“ | 
> a loaml* In) ıfi 


Inf < 14 +2, 


‚und folglich 


Am 
| tout mil. 


Satz 1. Es seien {T „} vollsietige Operatoren in einem HILBERT-Raum H, die gegen 
einen vollsietigen Operator T' in dem Sinne streben, daß 


mı<2lt4 25 


IT - T,l-0 | Al) 


N>X 


gilt. Weiter seien die f„ Elemente desselben Raumes, die gegen ein gewisses Element f 
streben. Wenn A ein regulärer Wert der Gleichung 


wu—ıiTu=f (12) 
- ist, dann ist bei hinreichend großem n dasselbe A auch regulär für die Gleichung 


dabei strebt die Lösung der Gleichung (13) für n — 00 gegen die ng der Ger 
chung (12). 

Wir betrachten die Gleichung i 
v—ıT,v=9, (14) 


24* 
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wog ein willkürliches Element aus Z ist. Die Gleichung (14) schreiben wir in der 
Form 


v4 A, — Tv=g. (15) 


Nach der Voraussetzung des Satzes existiert der Operator I;; wendet man ihn 
auf beide Seiten der Gleichung (15) an, so erhält man 


v— AN, T„—- T)v=Tj9. - (16) 
Weiter hat man 
1A, Ta — TIS Al IT 17. — TI, (17) 


was nach der Voraussetzung des Satzes für hinreichend großes n beliebig klein 
1 4 
wird. n seiso groß, daß [AT (7, — T)I < 2 st. 


Wiederholt man die oben angeführten en die sich auf die Reihe (*) 
bezogen, so überzeugt man sich, daß der Operator [E — AT, (T„ — T)T* existiert, 
auf dem ganzen Raum definiert ist und eine 2 nicht überschreitende Norm besitzt. 

Jetzt erhalten wir aus (16) die Lösung der Gleichung (14): 


v=[E —AN(T, - NM ng. 
Daraus ist ersichtlich, daß bei dem genannten n.der Operator 


In=(B-AT= [RB -ANT, —- DAT, (18) 


existiert; damit ist bewiesen, daß der betrachtete A-Wert regulär für die Glei- 
chung (13) ist. 

Um den zweiten Teil des Satzes zu bestätigen, beweisen wir zuerst, daß 
Ina — Tal 0 gilt. Zur Abkürzung setzen wir 


No 
Ir MEB; 


aus (17) ist ersichtlich, daß ].B„|—0 für n — oo gilt. Damit folgt nach den 
Formeln (18) und (*) 


Inu = SBiT;n, 
woraus Ei; 
Tu — T;u -3 BETU 
und u 
IBul 151 _ 


= (19) 


= S k. = 
ar — Tal IB.1® - Il i—-|B| »» 


folgt. Jetzt ist der zweite Teil des Satzes leicht zu beweisen. Wir haben 
Un u—=Tyaln DTt= Ina M)h+nlta—P- 


Daraus folgt 
In -wl< ar al al + I — Fl. 
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Da 7,1 — If! gilt, ist |, | beschränkt; infolge von (19) strebt der erste Summand 
gegen Null. Daß der zweite Summand gegen Null strebt, ist offensichtlich. Also 
gilt | — ul 7? 0. Der Satz ist bewiesen. h 


Satz 2. Wenn |T,„ — Ti — 0 gilt, wo T und T., vollstetige Operatoren sind, dann, 
erhält man die charakteristischen Zahlen der Gleichung wu — ATu=0 durch den 
Grenzübergang n — © wis den charakteristischen Zahlen der Gleichung un — AT Un 


Der Beweis beruht auf der einfachen Bemerkung, daß ber hinreichend kleiner 
Änderung des Operators 7’ sich die Elemente der Determinante D,(A) beliebig 
wenig ändern, was damit auch für die Determinante selbst gilt. Es sei A, eine 
beliebige Wurzel von D,(A), die im Kreis [A| < R liegt, und p sei ihre Vielfach. 
heit. ‘Wir beschreiben um i, einen Kreis mit hinreichend kleinem Radius oe. Dann 
liegen im Innern und auf dieser Kreislinie außer A, keine anderen Wurzeln von 

 Dz(A). Insbesondere ist die Determinante D, (A) auf dem Kreis |A — A,| = o von 
Null verschieden. Wir setzen 

g— min [EA; q>0. 


14- 4|= @ 
Wir wählen jetzt N so groß, daß fürn > N auf dem Kreis | — A, zz =o0 
IDra(A) — DE A) <q 


gilt, wo D# (A) die dem Operator 7', entsprechende Determinante (9) ist. Nach dem 
Satz von Rovans! ) hat D@(}) in dem Kreis | — A,!<o genau p Wurzeln. 
Wir bezeichnen sie mit Ay,, Ang - -- » Ann. Offensichtlich gilt 


Ay-Al<e, j=l%..,Bn>N. 


Da o beliebig klein gewählt werden kann, ist die letzte Ungleichung gleichbedeu- 
tend mit der Behauptung, daß 


a im, d=h2.,p 
eilt. —00 


$ 78. Ein hinreichendes Kriterium für die Konvergenz 
des Verfahrens von BUBNOW-GALERKIN 


Wir untersuchen die Konvergenz des Verfahrens von BUBNOW-GALERKIN 
unter der Voraussetzung, daß der Operator A in der Gleichung Au = f die Form 


A=A+K; (A) 


hat, wo A, ein symmetrischer positiv-definiter Operator in einem gewissen. Hır- 
BERT-Raum H ist. Bezüglich des Operators K setzen wir voraus, daß sein. De- 
finitionsbereich umfangreicher als der Definitionsbereich des Operators A, ist (in 
Symbolen: Dx > .D,,), so daß jedenfalls der Ausdruck Ku immer sinnvoll ist, wenn 
der Ausdruck A,u sinnvoll ist. Unten werden dem Operator K noch weitere Ein- 
schränkungen auferlegt werden. 


1) Siehe z. B. W. I. Surzwow [3], S. 70, oder B. A. Fugs und B. W. ScHaBar 11, S. 303. 
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Wie in $46 beschrieben, führen. wir einen Raum H, ein, in dem das Skalar- 
produkt gleich 
[%, v] =; (Asu, v) (2) 


ist. Gemäß dem Verfahren von BUBNOW-GALERKIN wählen wir eine Folge von 
Koordinatenelementen {o,}. Wür fordern, daß diese Folge im Definitionsbereich des 
Operators A, liegt und in H, vollständig ist. 

Das System (5) des $ 73 hat i in unserem Falle die Form 


nr 


> {AoPr 9m) + (K Pc 9m)} a = (f, 9m) m=1,2,...,n. (3) 


Wir orthonormieren {p,} im. Raum .H,. Wie bereits mehrfach bemerkt wurde, 
ändert das die Näherungslösung ‚u, nicht. Das System (3) vereinfacht sich dabei 
etwas. Zunächst gilt 

0, k#=m, 


4A » Pm) — 
(AuPk; Im) Bo 


Ferner wird 
(K 9% Im) = (A,@K pr, 9m) = IT 9% Im]; 


wG= Az und 7 = @K ist. Schließlich wird. 
(F 9m) = (Ah, pm) = IP, 9m, Fl. 


Setzt man kurz 
Ymk — [Tor Pm}; = lf, Om); 


so nimmt das System (3) die Gestalt 


R . 
In +2 Im = Bm m—1,2,....n (4) 


an. 
Wir machen jetzt eine für das weitere wichtige: Annahme: Wir nehmen an, 
. daß der Operator T = @K im Raum H, vollstetig ist. Aus der Vollstetigkeit dieses 
Operators ergibt sich seine Beschränktheit ($ 76) im Raum H, und nach Satz 3 
des $45 kann er auf den ganzen Raum erweitert werden. Wir nehmen ferner an, 
daß diese Erweiterung bereits vollzogen wurde. 
Die Gleichung Au = f stellen wir in der Form 


Au -+-Ku=f (5) 


dar. Nach Einwirkung des Operators Ay! = @ auf beide Seiten der Gleichung (5) 
erhalten wir die Gleichung 


a+Tu=f; f=@f. | (6) 


Offensichtlich genügt jede Lösung der Gleichung (5) auch der Gleichung (6); 
das Umgekehrte braucht nicht richtig zu sein: Es kann vorkommen, daß ein der 
Gleichung (6) genügendes Element des Raumes H, existiert, das aber nicht zu 
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D ,, gehört, und dann kann man dieses Element nicht in (5) einsetzen. Wir ver- 
einbaren jedoch, daß wir eine derartige Lösung der Gleichung (6) als (verall- 
gemeinerte) Lösung der Gleichung (5) betrachten; unter diesem Vorbehalt sind 
die Gleichungen (5) und (6) äquivalent. 


Satz 1. Eine Näherungslösung der Gleichung (5) sei nach dem Verfahren von 
BUBNOW-GALERKIN gebildet worden; diese Näherungslösung konwergiert bezüglich 
der Energie des Operators A,t) gegen die exakte Lösung dieser Gleichung, wenn 
folgende Bedingungen erfüllt sind: 

T. Die Gleichung (5) hat nicht mehr als eine Lösung in H,. 

1I. Der Operator T = Ay!K ist vollstetig in Ho. 

Den Operator A,, von dem. oben die Rede war, setzen wir als symmetrisch und 
positiv-definit voraus, das System der Koordinatenfunktionen als in H, voll- 
ständig. 

Beweis. Wie oben gezeigt wurde, ist die Gleichung (5) der einen vollstetigen 
Operator 7 enthaltenden Gleichung (6) äquivalent. Für diese Gleichung gilt die 
Frspaoumsche Alternative, und aus der Bedingung I ergibt sich, daß die Glei- 
chung (6) eine Lösung hat, die offensichtlich im Unterraum HZ, liegt. Nach Vor- 
aussetzung ist das System {p.} der Koordinatenelemente vollständig in Hg; 
wir sind berechtigt, es als in H, orthonormiert anzusehen. Wir entwickeln T’u und 
f in Orthogonalreihen, 


Tu =2 Tuola; FF = [F, Pr] Pr 


und setzen 
N 


Tu = PA 99m In = [pen . 


Es gilt offensichtlich If’ — fl N), Wir zeigen. noch, daß IT — T„|——0 gilt, 


NO 


Der Operator T ist vollstetig in H, und kann deshalb in die Summe T = T’ + 


2? zerlegt werden, wobei 7" ein ausgearteter Operator und IT”I < = ist, e ist 
eine beliebig kleine positive Zahl. Wir haben 2 


oo oo oo 
(T-T,)u=Tu—- T,u= 3% [Tu,plp= 3% [T’u, 919 + & IT" u,prlPr- (7) 
ö k=n+1 k=n+1 k=n+l 
Die zweite Summe 


I oo 2 © 
2 [Tu lo} = 3 |I7” u, pr] 1? 
ken+l ken-+1 

läßt sich leicht abschätzen, da sie nach der Bess#uschen Ungleichung die Größe 


2 
ITu®< IT’. lu® < T lule 


?) Anders ausgedrückt, im Sinne der Konvergenz im Raum H,. 
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nicht übertrifft. Daraus ergibt sich 
= [0 € 
2 IT’ u, pr]Pr <ziul. (8 
k-n-+1 


Wir schätzen die erste Summe in (7) ab. Der ausgeartete Operator T’u hat die 
Form 
& 
VER = [v, y;]o;; 
je 


wo 8 eine endliche Zahl ist, und y, und o; Elemente des Raumes H, sind. Wir 
haben jetzt 


>> BE u, nn |=| 3 


kn 


ne -|3 [u, vi Z Ioj, 9x1 Pr 


> [%, v;llo;, Pr] P% 
k=n-1 


< Fllm, DIE I (0, mlpr Are), I lo, all. 
j-1 ken-+i je1 ken+i 


Die Reihe > I[o;, 9]]? konvergiert. Daraus schließt. man, daß - Koeffizient 
bei lu! für kinröichend großes n, sagen wir fürn > N, kleiner als 5 wird. Daraus 
und aus den Beziehungen (7) und (8) folgt, daß für n> N die Ungleichung 
KT — T,)ul <elwul oder IT — T,l<e gilt, was zu beweisen war. 

Der Operator 7’, ist ausgeartet. Man sieht nämlich leicht, daß das Funktional 
[7 u, 9,] in H, beschränkt ist; nach Satz 1 des $ 45 existiert ein Element @, € H, 
derart, daß [Tu, o,] = [u, 9] ist und 


N: 
k=1 


gilt. Da der Operator 7’, ausgeartet ist, ist er auch vollstetig. Jetzt folgt aus Satz 1 
des $ 77, daß die Gleichung 


Un + T,%n Zei fa (9) 


bei hinreichend großem n lösbar ist und zwar eindeutig, und daß 
mu (10) 


gilt, wo u die Lösung der Gleichung (6) ist. 
Setzt man in (9) die Werte für 7’, und f, ein, so erhält man 


vestkol- Maler Ar a) 
ei vi 


4: = If; pl — IT un: 9] 
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ist. Substituiert man hier vw, nach Formel (11), so erhält man ein Gleichungs- 
system für die Koeffizienten A;: 


3 N 
4; +2 [7 om, Om) Am ai 12 or; k= i, 2, 05 
Mm 


es ist identisch mit dem System (4). Daraus ergibt sich sofort, daß u, eine Nähe- 
rungslösung der Gleichung (5) nach dem Verfahren von BUBNOW-GALERKIN ist; 
die Behauptung des Satzes 1 folgt jetzt aus der Beziehung (10). 


Satz 2. Wenn der Operator K in H beschränkt und G@ = Ay! in H vollsietig ist, 
danm ist der Operator T = GK vollstetig in Hy. 


Beweis. Der Operator 7 ist vollstetig in 4 als Produkt eines beschränkten und 
eines vollstetigen Operators [Punkt 2, 877]. Jetzt seieinein HZ, beschränkte Menge M 
gegeben: Es sei lul <C, wenn u eM gilt. Nach Ungleichung (7 ) des 86 ist 


ja] <—; da Tin Z vollstetig ist, kann man eine Folge {u,} derart aus M wäh- 
len, daß | Tun — Tu | 75? 9 güt. 
Wir schätzen IT, — ER ab. Nach Formel (4) des $46 wird 
I7u, — Tu. = (AT (Un — Um); T (Um — Um)) = (K (un — Un), T (Un — Um)). 
Nach der Ungleichung von BUNJAKOWSKI wird 
ITun — Tu? < IK (un — u) 1 IT (Um — um) = IK (Un — um) Tun Tu. 
Ferner ist 
IK (n — SIE Un u l<HKIl TU + Tm) < 
und schließlich 
IT, — Tun! < 


2c01Kl 


os Ti — Pi] —0. 


N,M>X 


Nach Satz 1 des $ 76 ist der Operator 7’ in H, vollstetig. 
Wir setzen K = E (E ist der identische Operator) und ziehen die 


Folgerung. Wenn der Operator G — A;! vollstetig in H ist, dann ist er auch voll- 
stetig un Hy. 

Aus Satz 2 folgt ein wesentlich engeres, aber einfacheres Kriterium für die 
Konvergenz des Verfahrens von BUBNOW-GALERKIN, das wir wie folgt formu- 
lieren: 


Satz 3. Das Verfahren von BUBNOW-GALERKIN konvergiert, wenn 
I. die Gleichung Au = f nicht mehr als eine Lösung besützi; 
Il. der Operator G = Az! vollstetig und der Operator K beschränkt in H ist. 


Anmerkung. Aus Satz 1 ergibt sich unmittelbar die Anwendbarkeit des Ver- 
fahrens von BUBNOW-GALERKIN auf Gleichungen der Form u — ATu=f, wo 
T ein vollstetiger Operator in H ist, insbesondere auf Integralgleichungen vom 
FrEpnoLuschen Typ. 
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Die Bedingung II des Satzes 1 sei erfüllt. Wir betrachten die homogene Glei- 
chung 
Au —AKu=0, (12) 
die der Gleichung 

u—ıTu=0 (13) 
äquivalent ist. 

Durch die Wiederholung der Überlegungen zu Satz 1 kann man sich überzeugen, 
daß die Anwendung des Verfahrens von BUBNOW-GALERKIN auf das Problem 
der Bestimmung der Eigenwerte der Gleichung (12) dem Eigenwertproblem für die 
Gleichung 

Un — AT y Un = 0 (14) 


gleichwertig ist. Nach Satz 2 des $ 78 sind die Eigenwerte der Gleichung (13) die 
Grenzwerte der entsprechenden Eigenwerte der Gleichung (14). Daraus folgt 


Satz 4. Wenn der Operator T = Ay!K in H, vollstetig ist, dann führt die An- 
wendung des Verfahrens von BUBNOW-GALERKIN auf das Problem der Eigenwert- 
bestimmung zu einem konvergenten Prozeß. 


Anmerkung 1. A sei ein positiv-definiter symmetrischer Operator mit diskretem 
Spektrum. Bei Anwendung auf das Eigenwertproblem für die Gleichung 


Ay de . (15). 


fallen die Verfahren von BUBNOW-GALERKIN und Rırz zusammen. Dann gilt 
nach Satz 4 jedoch AP -— > A, , wenn A? der Näherungswert nach Rırz für den 
k-ten Eigenwert A, des Operators A ist. Wir erinnern daran, daß diese Grenz- 
wertgleichung in $ 22 nur für den ersten Eigenwert A, bewiesen. worden ist, 


Anmerkung 2. In Arbeiten von G. I: Pergow [1] und M. W. Krıoyscu [1] ist 
die Behauptung ausgesprochen, daß die Eigenelemente der Gleichung (12) als 
Grenzelemente der „angenäherten‘“ Eigenelemente, die man nach dem Verfahren 
von BUBNOW-GALERKIN erhält, konstruiert werden können. Diese Behauptung 
ist, wie N. I. PoLsk1J [1] zeigte, unrichtig; es kann vorkommen, daß man bei An- 
wendung des Verfahrens von GALERKIN in keiner Weise ein bestimmtes Eigen- 
element der Gleichung (12) approximieren kann. 

Um. uns davon zu überzeugen, betrachten wir ein Beispiel, das wir aus dem er- 
wähnten Artikel von N. I. Pousk15 [1] entnommen haben. Wir betrachten den. 
Raum L,(0,1); wir setzen in (12) A, = E und 


ze: 1 1 
Ku=[ Ki, ud) dt = | far) Bult) + ay(a) bati)} wc) di 
ö f) 


mit ((<g<1) 
an 


(a) = sinne, b, (a) = 2sinne + Yi + Ze sin knx, 
j g* sin I3rex = ; Bu 
G,(#) = 2 sin 2nx + ———— — Y g® sin ke, b,(2) = sin 2. 
yı —q k=4 


Die Voraussetzungen des Satzes 4 sind offensichtlich erfüllt; dabei ist 4, = H. 
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Unter Verwendung der leicht zu verifizierenden Beziehungen 


(a, 51) = (a,b) = 1, (a,b) = (a,b)=0° 


findet man, daß die Gleichung 
1 
u(8)-— AK, ul) dt = 0 (*) 
; 6 


den einzigen Eigenwert 4 = 1 hät, welchem zwei linear unabhängige Eigenfunk- 
tionen a, (x) und a, (x) entsprechen. Wir lösen. jetzt die Gleichung (& ie nach dem 


Verfahren von :_BUBNOW-GALERKIN, indem wir ı, = 2 0,9 (%), = =Y2 2 


sin kn setzen. Es sei AM .der zugehörige angenäherte, Bao dem Verfahren von 
BUBNOW-GALERKIN gewonnene, Eigenwert. Wie man leicht feststellt, genügen 
%, und 4® der Gleichung 


# 
une) — Am Tat a)bil) Hat, 
Ö 
wo 


as? (z) ze P% (®) (1; 2) —A, (®), 


az” (X) = 2.9 (X) (Ay, 9) a? 9%) 


gilt. Es läßt sich leicht zeigen, daß die Gleichung (**) den einzigen Eigenwert 
7® — 1 hat, dem nur eine Eigenfunktion o®(x) = a,(x) entspricht. Demnach 
gibt in unserem Beispiel das Verfahren von BUBNOW-GALERKIN nicht die Mög- 
lichkeit, die Eigenfunktion a,(z) der Gleichung (*) zu approximieren. 

Wie N. 1. PoLsK1J zeigte, können. alle Eigenelemente als Grenzwerte „angenäher- 
ter“ Eigenelemente erhalten werden, wenn die Resolvente des Operators ASK 
nur einfache Pole hat. Das gilt insbesondere, wenn K = E ist, d.h. unter den 
Bedingungen des Rirzschen Verfahrens. 


$ 79. Anwendung auf gewöhnliche Differentialgleiehungen 


In 875 wurde die Konvergenz des Verfahrens von BUBNOW-GALERKIN für 
gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung festgestellt; die allgemeinen 
Sätze des $ 78 gestatten es, bedeutend allgemeinere Klassen von Gleichungen zu 
untersuchen. Als Beispiel betrachten wir die Gleichung 


(Im uam — Ku = fie), (1) 


wo Ku ein linearer Differentialoperator der Ordnung 2m — 1 ist. Wir suchen eine 
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Lösung dieser Gleichung, die an den Enden des Intervalles «a <x<bden Rand- 
bedingungen 


ua) = u (a) = + - = um) (a) = 0 


u) = wi) =. = um (b) = 0 2) 
genügt. 

Wir nehmen an, daß die von uns gestellte Aufgabe eine eindeutige Lösung hat. 
Wir zeigen, daß das Verfahren von BUBNow-GALERKIN bei dieser Aufgabe auf 
einen konvergenten Prozeß führt. 

Wir setzen A,u = (— 1)"u@m), Wie in $20 gezeigt wurde, ist der Operator A, 
positiv-definit auf der Menge derjenigen Funktionen, die hinreichend oft differen- 
zierbar sind und den Randbedingungen (2) genügen. Bekanntlich hat der Operator 
G = As! die Form 


b 
= [a Hfede, 


wo @(z, &) die Greensche Funktion der Gleichung u@®) — 0 ist; diese Funktion 
genügt den Randbedingungen (2) und ist im Quadrat a <%x,€E<.b zusammen mit 
ihren Ableitungen bis zur Ordnung 2m — 2 einschließlich stetig, während ihre 
Ableitungen der Ordnung 2m — 1 nur auf der Diagonale x = & unstetig sind, wo 
sie einen endlichen Sprung erfahren. Wir führen den Raum H in die Betrachtung 
ein, in welehem für diesmal 


b 
[%, ©] = [(- 1m um) yda 


&. 


gilt oder, wenn man m-mal partiell integriert und die Bedingungen (2) ausnutzt, 


b 
[u, v] = f um) yon) dr, 
. R 4 
und demzufolge 


h 
Iul2 — [[ump de. (3) 


Wir betrachten jetzt den Operator Ku. Wir nehmen an, daß die Koeffizienten 
des Operators K hinreichend oft differenzierbar sind. Wir setzen GKu — v(m). 
Offensichtlich genügt v» den Randbedingungen (2). Integrieren wir partiell und 
beseitigen dadurch die Ableitungen höherer als m.ter Ordnung von «, wobei wir 
wiederum die Bedingungen (2) ausnutzen, so können wir v auf die Form 


& 


b 
(2) = [Er Dum(s)det+ [oe Hm Um DHh tm ueIdE (4) 


a 


bringen, wo der Kern @, (x, &) m beschränkte Ableitungen hat. 
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Differenziert man (4) m-mal nach x, so erhält man 


ven) (x -/" ur) (&) dE 


mg 
= f . [and WdE) + role ule]d (5) 


Im Integral (5) drücken wir u, w', ih ‚ur nach der bekannten Formel 


& 
ya 1 
um (&) = Eee] ' ( Dre dn (6) 


durch u) aus; diese Formel gilt, wenn u den m ersten. Bedingungen (2) genügt. 
Setzt man (6) in (5) ein und ändert die Reihenfolge der Integrationen, so findet 
man, daß v® (x) die Form 


EM | 
vr) (0) = [ N (m, &)um (&) dE (7) 


hat, wo N (x, &) eine stetige Funktion ist. Das Integral (7) ist der FrzpmorLmsche 
Operator über der Funktion u”; wie in $76 gezeigt wurde, ist dieses Integral 
ein vollstetiger Operator über u”, wobei u® als Element des Raumes L,(«, b) 
betrachtet. wird. Jetzt sei eine in Hs beschränkte Menge von Funktionen ı(x) 
gegeben. Das bedeutet, daß 


«12 -f uw (a) de < 0; C = const 


gilt. Nach Satz 1 des $ 76 kann man aus dieser Menge eine solche Folge {u, (x) } aus- 


wählen, daß 
b 


I — or <= [Ie9la) - Pla)? dr > 0 
& 


n,k— co 


gilt. Aber dann folgt aus (3), daß lv, — »| Fee gilt. Daraus ist ersichtlich, daß 
der Operator auf der rechten Seite von (4) in H, vollstetig ist. 

Auf Grund des Satzes 1 des 8 78 liefert das Verfahren von BUBNOW-GALERKIN 
eine in H, konvergierende Folge. Wenn man mit «, eine nach dem Verfahren von 
BUBNOW-GALERKIN gewonnene Näherungslösung bezeichnet und mit % die 
exakte Lösung des Problems, dann gilt für k < m gleichmäßig u («) —— > u® («) 
und im Mittel u,” (2) u® (2). 

Satz 4 des $78 erlaubt es, die Konvergenz des Verfahrens von BUBNoW- 
GALERKIN auch für das Eigenwertproblem der homogenen Gleichung (1) zu be- 
haupten. 


Die in diesem Paragraphen genannten Ergebnisse wurden auf wesentlich 


kompliziertere Weise von M. W. Keupyscn [1] erhalten. 
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“S 80. Das DIRICHLETsche Problem für elliptische Gleichungen 
zweiter Ordnung 


Wir suchen in einem enälichen Gebiet 2 ein Integral der Gleichung mit im 
allgemeinen veränderlichen Koeffizienten 


m 9 du\ =, ou 
2 I 6 — ö h 
et 32, (du 3) Pa 32, +0u=fP), . © 


das auf dem Rand $ des Gebietes 2 verschwindet. j 
Wir nehmen an, daß die Gleichung (1) elliptisch und nicht ausgeartet ist; das 
bedeutet die Existenz einer solchen Konstanten u, daß für einen beliebigen 


Punkt P e Q und beliebige reelle Zahlen 1, ts, ..., i„ die Ungleichung 


m 


Mm 
ZZ Autiie > Wo zu 2) 
Sem 


Gk=1 


gilt. Wir nehmen noch an, daß die Koeffizienten A,, zusammen mit ihren ersten 


Ableitungen stetig sind, und ebenso die Koeffizienten B, und C in 2%); von der 
Funktion f(P) setzen wir voraus, daß sie eine endliche Norm hat. Schließlich 
nehmen wir an, daß die von uns gestellte Aufgabe eine eindeutige Lösung hat. 
Wir setzen 


wo 9u u 
Au = - > (Au 2) ; Ku = 


k=1 0% 


8) 
In $24 wurde gezeigt, daß der Operator A, positiv-definit ist auf der Menge der 
Funktionen, die auf $ verschwinden; für solche Funktionen gilt die Ungleichung 

(dou, u) 2 y?lulf, 7>0. (4) 
Wir führen jetzt den Raum H, ein, indem wir 


m du Ov 
[u, v] = (A,u, v) en Ed a 


setzen. In $ 37 haben wir auseinandergesetzt, daß der Operator A, ein diskretes 
Spektrum hat. Nach Satz 2 des $ 76 ist der Operator G = 45! vollstetig im Raum 
L,(2) der in 2 quadratisch summierbaren Funktionen. Wir zeigen, daß der 


. Operator 7 = G@K in H, vollstetig ist. Es sei eine in H, beschränkte Menge von 


Funktionen gegeben, so daß Iul < N = const ist. Das bedeutet, daß 


m du du 
Q<N? 5 
a < © 


}) Die Beschränkungen, denen die Koeffizienten unterworfen sind, lassen sich noch ab- 
* schwächen. 
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gilt. Aus den Ungleichungen (2) und (5) folgt 


an) 0 


Außerdem ist infolge von Ungleichung (4) 


ou 
0%; 


N 
lul<—. 
4 


Damit wird 


Ku] <| S a | max 12 2 + lulmax|O(P)|I< C,N. (6) 
1 ii 


DaGinH=L ,(2) vollstetig und die Menge der Funktionen Ku, wie wir.sehen, 
in H beschränkt ist, kann man eine Folge {u„} derärt auswählen, daß (im Raum #) 
der Grenzwert 


lim GKu, - im Tun 


N? No 
existiert. Daraus folgt : 
im IT — Tuy|l=d. j (7) 
k,n oo . 


Wir schätzen IT’, — Tu,| ab. Nach Formel (1) des $ 8 gilt 
Tu, — Tu! = (A,T (un — u), T (un — %)) = (Kun — Kug, Tun — Tür), 
und nach der Ungleichung von CAucHY-BUNJAKoWwsKI erhält man 
IT — Tu? < Km — Kur 17 — Tal <20,N IT — Tüpl. 
Infolge der Ungleichung (7) ist 
lim ITu, — Tul=0. (8) 


k,n->oo 


Wenn also eine Menge von Funktionen in H, beschränkt ist, dann kann man aus 
ihr eine solche Folge {w,} auswählen, daß die Bezichung (8) gilt, was bedeutet, daß 
(im Raum H,) der Grenzwert 

im Tu, 

NO 
existiert. Damit ist bewiesen, daß der Operator T in H, vollstetig ist, und dem- 
zufolge konvergiert für unser Problem’das Verfahren von BUBNOW-GALERKIN. 
Genauso beweist man dessen Konvergenz für das Eigenwertproblem. 

Die Aufgabe des vorliegenden Paragraphen behandelte M. W. KeıpyscH [1], 

der auf bedeutend komplizierterem Wege und unter der zusätzlichen Annahme, 
daß der Rand des Gebietes hinreichend glatt ist, zu demselben Ergebnis kam. 


Anmerkung. In $ 78 stellten wir fest, daß im allgemeinen Falle lv, — ul —0 
gilt, wo w, eine nach dem Verfahren von BUBNOW-GALERKIN gebildete Näherungs- 
lösung ist. Im vorliegenden Falle bedeutet das, daß die ersten Ableitungen von u, 
im Mittel gegen die entsprechenden Ableitungen von u konvergieren. 
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Unter gewissen Bedingungen läßt sich das Verfahren von BUBNOW-GALERKIN 
auch für ausgeartete elliptische Gleichungen rechtfertigen ; diese Irngs wird in 
dem Aufsatz des Verfassers [15] untersucht. 

Zur Erläuterung des Verfahrens betrachten wir die Gleichung 


Au + 8 — = 222 4 Ay? + 2a? — 2y — au? + xy — 20 — 2Y. 


Sie hat die Lösung 


v=ay@—-1)y—1), 


die auf dem Rand des Quadrates 


ı=0, x 2. 0, y=1l . (9) 
verschwindet. 
Wir bilden nach dem Verfahren von BUBNOW-GALERKIN eine N: äherung zu 
dieser Lösung, indem wir sin knz- sininy,k,l=1,2,3,..: als Koordinaten- 


funktionen wählen, die ebenfalls auf den Seiten des Quadrates (9) verschwinden. 
Wir beschränken uns auf die Glieder, für die k +1<< 4 ist und setzen 


u, = 4, Sin ze sin any + a, sin 2ne sin ray + a; sin ne sin 2ny 


+ a,sindszsinny -- a, sin 2ne sin 2ny — a, sinne sin dry. 


Die Gleichungen des Verfahrens von BUBNOW-GALERKIN sind im gegebenen 
Falle die folgenden: 


2 i 1 3 4 
1. 5 ; 1 3 2 
% ge FA 5 1 za’ 
5 1 1 
2 = 
(4> ) 3% 0, 


3 
16775 


1 1 5 i 4 
u 2 & Ba zZ 2__ 8), 
3 a, + (2 + se 0, (z + 5)“ 375 (41% 8) 


. Dieses System hat die Lösung . 
a, = 0,066553; &; = 0,000014499; G=0; 
0, = 0,0024528; ,—0; Os = 0,0024648. 
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Da uns die exakte Lösung des Problems bekannt ist, ist es nicht schwer, den 
Fehler der Näherungslösung abzuschätzen; die Norm bezüglich der Energie des 
Fehlers ist gleich 


3 
du Au” [du Ou,\? _ 
lu — ul [ff & 3m (B FIT dx dy = 0,00729. 


Die entsprechende Norm der genauen Lösung ist 


11 4 
1 
If [22 — 1)%(y — 2? + (2 — 22)%(2y — 12? de | = NEE = 0,149. 
00 ö 2 


Der relative Fehler (in der N orm bezuehen der Energie) der Naherung Sun Ug 


en 0,00729 


rg o 
0,149 =IR- 


s öl. Das NEUMANNsche und das gemischte Problem für Gleichungen 
zweiter Ordnung von NL Typ 


Als Nzumannsches Problem bezeichnen wir die Aufgabe, die Gleichung (1) des 
$ 80 bei der Randbedingung 


Au — cos(v, 2) = 0, (1) 
‘, 


wo » die Außennormale zu $ ist, zu integrieren. Wir nehmen an, daß diese Auf- 
gabe eine eindeutige Lösung hat.*) Wir setzen. 


m od 
BR. ug) + 


Ku=33,°% +10 - 1m. 
i=1 0%; 


Au=— 
(2) 


Der Operator A,u ist positiv-definit auf dem Lineal der Funktionen, die der Be- 
dingung: (1) genügen und deren erste und zweite Ableitungen in 2 stetig sind. 
Integriert man nämlich partiell und nutzt die Bedingung (1) aus, so erhält man 


se JE m m 
%,k=1 0%; 


ni wi wWan— I]? 
8 


1) Dafür ist offensichtlich notwendig, daß C(P) #.0 ist. 


25 Variationsmethoden 
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_ Die weiteren Überlegungen verlaufen ebenso wie in $ 80 und führen zu denselben. 


Schlüssen über die Konvergenz des Verfahrens von BUBNOW-GALERKIN. Man 
kann nämlich behaupten, daß die nach dem Verfahren von BUBNOW-GALERKIN 
gebildete Näherungslösung des NeumAannschen Problems für die Gleichung 


mw SA u B [003 0 
Sy Par, r | x l = 
2 0x, we = dx P3 ’ dx; * f 


im Mittel gegen die exakte Lösung dieses Problems konvergiert, und daß ebenso 
die ersten Ableitungen der Näherungslösung im Mittel gegen die entsprechenden 
Ableitungen der exakten Lösung konvergieren. Weiter können die Eigenwerte des 
NeumaAnsschen Problems für die Gleichung als Grenzwerte der „angenäherten 
Eigenwerte‘ gewonnen werden, die man nach dem Verfahren von Buswow- 
GALERKIN erhält. 

Wir wenden uns dem gemischten Problem für die Gleichung zweiter Ordnung 
vom elliptischen Typ zu. Wir betrachten die Gleichung (1) des $ 80 bei der Rand- 
bedingung 


> As EZ v,2,)-o(P)u=ß0, (3) 
ie 08, 


wo o(P) eine beschränkte Funktion eines veränderlichen Punktes des Randes $ 
ist; den Rand setzen wir hier als hinreichend glatt voraus. 
Wir bezeichnen mit Au den Operator 


md ou 
ze ie 
en 08; | ‚ =) 


Wir betrachten ihn auf dem Lineal der Funktionen, die der Randbedingung (3) 


. genügen und deren zweite Ableitungen in 2 stetig sind. Wir zeigen, daß auf diesem 


Lineal der Operator A,u nach unten beschränkt ist, d. h., daß eine Konstante k 
existiert, für die die Ungleichung 


(Ayu, u) > kluj (a) 


gilt.!) Wir haben 


m od ou 
Een PAR yes 
(A,u, u) 2, A| ik 2) dß 
2 


S du du 
a "dx, da Hr -[»& Ak 3 nn cos (v, &;) dS 
2 . 


oder, wenn man die Bedingung (3) ausnutzt, 


Bee een (5) 
Q2 


ik 
ne I dm 


1) Die Konstante k kann auch negativ sein. 
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Die Bedeutung von u, sei-dieselbe wie in $ 80. Ferner möge o, die obere Grenze der 
Funktion |o(P)| bedeuten. 2 
Aus (5) folgt | 


(Am u) 2 m lee 0 | was. 
8 ; : 


Sg 


Wir konstruieren Funktionen «a, (P), die in 2 stetig sind und auf $ mit cos (», &;) 
zusammenfallen. Unter der Annahme, daß die Fläche $ hinreichend glatt ist, kann 


man erreichen, daß die ersten en von a,(P) ebenfalls stetig in 2 sind. 
Damit wird 


Mm 
/ u? ee co (v,0,)dS = | Dura, cos(, x;) dS 
ei 
$ 


S 


ae, u 2 | Fan zu aa 8 .(6) 


Das erste Integral in (6) ist kleiner als 


o [wao, 0’ = max 


Q2 


m” da, 
& 0% 


i 


_ Das zweite schätzen wir folgendermaßen ab. Wir bezeichnen mit C, das größte 
der Maxima der Funktionen a; und mit e eine willkürliche positive Zahl. Dann 


wird?) 
E [Er nan|<sa [U 2: 


v1 


u 
za0 


0, 2 2 
Sr f Re 2. 2)00 
2 2 
Daraus folgt 


(A,u, u) > (m ma) | & (dr) 10+% [wao 
. 2 i 


. 2 
mit 


1) Wir benutzen hier die Ungleichung 


Mm 2 m 
(Eul<n!a >06, 
k=1 ki 


die man für b, = 1 aus der Cavc#yschen Ungleichung (8,), $ 3, erhält. 


25* 
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Wir wählen e so, daß u, — (0982 > 0 wird. Unterdrückt man in der letzten Un- 
gleichung rechts den nicht negativen ersten Summanden, so erhält man die Un- 
gleichung (4). 

Den Operator A, dennieren wir wie folgt: 


A,u = Aıu, k>0, 
Au=Au+(1— ku, k<0, 


wo k die in Ungleichung (4) auftretende Konstante ist. 
Bei dieser Wahl ist der Operator A,u% offensichtlich positiv-definit. Die weiteren 
Überlegungen verlaufen ebenso wie in $ 80 und führen zu denselben Ergebnissen. 
Im Spezielfall m = 1 erhalten wir die Aufgabe der Integration einer gewöhn- 
lichen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung bei Randbedingungen der 
Form 


(a) +aula)—=0, w(b) + Pub) — 0 
(&, ß sind Kohktanten), 


$ 82. Modifikation des Verfahrens von BUBNOW-GALERKIN 
für den Fall natürlicher Randbedingungen 


In $ 77 wurde eine Forderung formuliert, die die Wahl der Koordinatenelemente 
einschränkte und darin bestand, daß diese Elemente zum Definitionsbereich des 
Operators gehören mußten.Man kann eine einfache hinreichende Bedingung an- 
geben, die es gestattet, die genannte. Forderung abzuschwächen. Diese Bedingung 
lautet: Der Operator K sei auf allen Elementen des Raumes H, definiert. Dann kann 
man als System von Koordinatenfunktionen ein beliebiges in H, vollständiges System 
von Elementen dieses Raumes wählen; das System der Gleichungen von BUBNow- 
GALERKIN ist dann nicht in der Form (3) des $ 78 zu schreiben, was jetzt sinnlos 
wäre, sondern in der Form 


Zi Ye» Om) + (Kr Pm)} Or = (F, Ym); m=1,2,...,n. (1), 


Von der Richtigkeit der hier gemachten Aussage kann man sich leicht überzeugen, 
indem man den Beweisgang des Satzes 1 des $ 78 verfolgt. 
Als Beispiel wählen wir die in $81 betrachtete Randwertaufgabe für die 
Gleichung 
a 
= 0%: 


(Auge) +88: 52 + 00-1) ®) 
bei der Randbedingung vom gemischten Typ 


| > Ar 2 cos (9, %;) -H ou —=(0; (3) 
4% 0% 8 


1 


die in $ 81 gegebene Definition der Operatoren A, und K behalten wir bei. 
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2. B. sei in der Ungleichung (4) des $ 81 die Konstante k > 0; dann wird 


sd, / du m du 
Ayu == v2 dx, (4a ); Ku =2 B; dx, 1 Cu. 

Für den Operator A, ist die Randbedingung (3) natürlich; der Raum H, besteht 
aus allen Funktionen, die in 2 quadratisch sumwmierbare erste (verallgemeinerte) 
Ableitungen besitzen, und der Operator K ist offensichtlich auf allen Funktionen 
aus H, definiert. Deshalb braucht man zur Anwendung des Verfahrens von Bu»- 
NOW-GALERKIN auf unser Problem die Koordinatenfunktionen keinerlei Rand- 
bedingungen zu unterwerfen. 

Es ist leicht zu sehen, daß im vorliegenden Falle 


I, v] = P3 Au Ba a are 


gilt, deshalb haben die MN (1) des modifizierten Verfahrens von BuBxow- 
GALERKIN folgende Gestalt: 


NR m 09 IPm m 8% 
4A; B; c d2 
ale Ga da, P3 de, Om + OPiYm 


+ [onmnesta— [immun m—=1,2,...,n. 
2 


S 


KAPITELX 


DIE METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE)) 


$ 83. Grundlagen des Verfahrens 


A sei ein linearer Operator, der auf einem im gegebenen Hınserr-Raum H 
dichten Lineal D, definiert ist, und es werde gefordert, die Gleichung 


Auf (1) 


zu lösen, wo fein gegebenes Element aus H ist. Dazu kann die Methode der klein- 
sten Quadrate verwendet werden, die in folgendem besteht: Wir wählen eine Folge 
linear unabhängiger Koordinatenelemente {p,}, @, € Dı und bilden eine an- 
genäherte Lösung der Gleichung (1) in der Form 


n 
Un = N, 0,9%, (2) 
k=1 


wo a, Konstanten sind, die aus der Forderung bestimmt werden, daß die Größe 
Aw, — Fl? (8) 


einen minimalen Wert annimmt. 

Bezüglich der Terminologie setzen wir folgendes voraus: Eine Folge {p,} nennen 
wir A-vollständig, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:. Zu jedem Element 
u e D, und zu jeder Zahl e > 0 kann man eine natürliche Zahl n und Konstanten 
&p &ap+-+, &, derart finden, daß 


du — Amli<e 
gilt, wo 
E R 
Un = >35 X Pk 
E—1 
ist. 
Wir bemerken, daß die 4-Vollständigkeit aus der gewöhnlichen folgt, wenn der 


Operator A beschränkt ist. Wenn nämlich das System {gp,} vollständig und der 
Operator A beschränkt ist, dann kann man n, &,, &g; --- &, So wählen, daß |u — 


| < Ta ist, und dann wird 


IAu - AI = Aw -w)I STAU ml <e. 


1) In diesem Kapitel werden hauptsächlich vom Verfasser (siehe [3, 6]) gefundene Ergebnisse 
dargelegt. " 
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Die Bedingung (3) führt auf ein System linearer Gleichungen für die Unbekann- 
ten 44, &9 -.., 42. Wir ermitteln die Form dieses Systems. Wir haben!) 


140 - 1 = (ZmAm-h, Zandn- 1) 
— 3 Orän (Au Ad) — nl D-Sub Am+ N. 


Wir setzen a, = &, + iß,. Die Werte &, und ß,, die das Minimum der Größe 
Au, — fl? liefern, genügen den Gleichungen 
Am _y Am — IR _ 
da Ze 


0, m—=1,2,..,n 


oder, was dasselbe ist, den Gleichungen 


1 (Am FR , „Alam FIR) _ Old — FR 
2 On OP day 


0. 


Differenziert man (4) nach a, so erhält man das uns interessierende System 
N i . 
a, %Aon AP) = (Am) m=1,2,...,n. (5) 


Wir weisen darauf hin, daß das System (5) symmetrisch ist. Die Determinante 
des Systems (5) ist die Gramsche Determinante der Elemente Ap,, A9s, .--, 
An. 
Wir nehmen an, daß die Gleichung (1) nicht mehr als eine Lösung haben kann, 
anders ausgedrückt, daß die homogene Gleichung Au = 0 nur die triviale Lösung 
w=0 hat. Dann sind Ay, AYs, ..., Ay, linear unabhängig?); nach Satz 2 des 
$ 11 ist die Determinante des Systems (5) von Null verschieden und dieses System 
ist eindeutig lösbar. Das gewonnene Ergebnis formulieren wir in der Form eines 
Lemmas. 


Lemma 1. Wenn die homogene Gleichung Au = 0 nur die triviale Lösung be- 
sitzt?), dann können Näherungslösungen nach der Meihode der kleinsten Quadrate 
bei beliebigem n gebildet werden, und diese Näherungen sind eindeutig bestimmt. 


1) Den Hırserr-Raum H nehmen wir im allgemeinen als komplex an. 
2) Andernfalls könnte man Konstanten c,, Ca, ..., 6, finden, die nicht sämtlich gleich Null 
sind, so daß z 


N 
Amt nA tr + m Am = A (2, an) =0 
gilt. Dann wäre 


Ms 


09% = 0 
£ 


1 


entgegen der anfangs vorausgesetzten linearen Unabhängigkeit der Koordinatenelemente. 
3) Anders ausgedrückt, wenn der inverse Operator A-1 existiert. 


| 
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Hinreichende Bedingungen für die Konvergenz der aus dem Verfahren der 
kleinsten Quadrate erhaltenen Näherungslösungen werden durch das folgende 
Lemma gegeben. 


Lemma 2. Die Methode der kleinsten Quadrate liefert eine Folge von Näherungs- _ 
lösungen, die gegen die exakte Lösung konvergiert, wenn die folgenden Bedingungen 
erfüllt sind: 

A. Die Folge der Koordinatenelemente ist A-vollständig. 

B. Die Gleichung (1) ist lösbar. 

C. Es existiert eine Konstante K. derart, daß für beliebiges u « D, 


uI<sKiAul (6) 
gilt. 

Die Bedingung C' sichert die Existenz (und die Beschränktheit) des inversen 
Öperators A-!. Nach Lemma 1 kann die Folge der Näherungslösungen {u,} kon- 
struiert werden. Wir bezeichnen mit u die Lösung der Gleichung (1), die infolge der 
Bedingung B existiert. Da die Folge {p,} A-vollständig ist (Bedingung A), kann 
man bei gegebenem & > 0 Zahlen n,, &, &, --., &,, derart finden, daß 


wird. 
Die letzte Ungleichung bleibt richtig, wenn man PT droht; das nach (5) 


bestimmte «, ersetzt, da dann die linke Seite de Ureleieheng ihr Minimum 
annimmt. Mit Vergrößerung von n, wächst dieses Minimum nicht, so daß bei 


NDR 


; 2 
I4u — Aul<z 


gilt. Jetzt folgt aus Bedingung C, daß |a — „| < e ist, wenn n > n, ist, .d. h. 
daß u, — u gilt. 

Wir nehmen an, daß die Bedingungen des Lemmas 2 erfüllt sind; u, sei eine 
Näherungslösung der Gleichung Au = f. Die Ungleichung (6) liefert eine einfache 
Abschätzung des Fehlers v, — uw, nämlich 


un — «| <K]IA(u, — w)| = Kj|Aw — Aul 
oder i 
I — ul < KIAu, — Fl. (7) 


Wenn u, nach der Methode der kleinsten Quadrate gefunden wurde, dann gilt 
Aw, —f für n— 00, und Formel (7) gestattet es tatsächlich, den Fehler der. 
Näherungslösung zu beurteilen. 


Anmerkung. In den Anwendungen erweist sich manchmal eine etwas andere 
Formulierung ( des Verfahrens der kleinsten Quadrate als geeigneter, eine Formu- 
lierung, die im wesentlichen der obengenannten äquivalent ist. 
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Die Aufgabe sei gestellt, eine oder mehrere Funktionen einer gewissen Zahl un- 
abhängiger Veränderlicher zu bestimmen, wobei diese Funktionen, die wir mit 
Up, Ugs ---, Um bezeichnen, zwei Systemen linearer ame genügen mögen: 
dem homogenen System 


Kylun üg m) 0, = 2,...,m 
und dem inhomogenen 
G; (ur Up... m), J=1,2,...,m 


Wir fassen die Systeme (u, üg, ..., Um) und (B,, da, ..., d„) als Elemente u und 5 . 
eines HıuserT-Raumes H auf. Dann kann man die Systeme der Operatoren K; 
und @; als Operatoren K und G in demselben Raum auffassen. 

Wie der Raum H gewählt wird, bleibt weitgehend willkürlich; diese Willkür 
kann man ausnutzen, um die Rechnungen zu vereinfachen oder um genauere 
Resultate zu gewinnen. 

Die Methode der kleinsten Quadrate besteht in folgendem: 

a) Wir bilden eine Folge {p®} = {p®, o®,...,g®), k=1,2,... von Funk- 
tionen, die dem homogenen System (*) genügen; 

b) wir bilden eine Näherungslösung des Problems in der Form 


N 
uw = >23 Ar oM) 
k=1 


oder genauer 


uw — > 4 g® 


wo d, Konstanten sind. Diese Konstanten bestimmen wir aus der Bedingung 
| IGu®m — bj? = min 


oder, was dasselbe ist, aus dem System linearer algebraischer Gleichungen 
R 
Apr = (d, Ep) mit Ay = (AyM, EN). 
k=1 


Zwischen der Methode der kleinsten Quadrate und der energetischen Methode 
besteht ein enger Zusammenhang, den wir zu ermitteln trachten. 

Auf beiden Seiten der Gleichung (1) wenden wir den zu. A adjungiertent) Opera- 
tor A* an. Wir zeigen, daß die auf diese Weise gewonnene Gleichung 


A*FAu = 4A*f (8) 
1) Der zu einem gegebenen Operator A adjungierte Operator A* ist durch die Identität 
(Au, v) = (u, A*v) 


definiert. Näheres über die Bissneauakte des adjungierten Operators siehe z. B. bei W.I. 
SMIRNOW [5]. 
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der Gleichung (1) äquivalent vst, wenn letztere lösbar ist.‘) Möge w’ der Gleichung (1) 
genügen. u’ genügt offensichtlich auch der Gleichung (8), so daß 


A*F Au = 4A*f (9) 


gilt. Möge derselben Gleichung (8) noch ein gewisses Element w’ "genügen, so daß 
die Identität 
A*Au' — A*f (10) 


gilt. Wir zeigen, daß «’’ der Gleichung (1) genügt. Damit ist die Richtigkeit unserer 
Behauptung erwiesen. Wir setzen u’ — u’ = v. Wenn wir (9) von (10) subtrahieren, 
finden wir A* Av = 0. Wir multiplizieren das skalar mit e: 


0 = (A*Av,v) = (Av, Av) = [Av]. 


Daraus ergibt sich Av = A(w’ — w) = O0 oder Aw” = Au’ = f, was zu beweisen 
war. j 

Es ist ferner nicht schwer zu sehen, daß bei Erfüllung der Bedingung C des 
Lemmas 2 der Operator-A* Au positiv-definit ist. Es ist nämlich 


(A* Au, u) = (Au, Au) = |Aul? > n lu1?. - 

Wir nehmen an, daß der Definitionsbereich des Operators A*A in H dicht ist. 
Wir setzen voraus, daß die Bedingungen B und © des Lemmas 2 erfüllt sind. Da die 
Gleichung (1) lösbar ist (Bedingung B), so ist sie nach dem Bewiesenen der Glei- 
chung (8) äquivalent, und man kann die Lösung dieser letzteren suchen. Infolge 
der Bedingung O ist der Operator A*_A positiv-definit; nach Satz 1 des $ 9 ist die 
Bestimmung der Lösung der Gleichung (8) dem Minimalproblem für das Funktional 
Blu) = (A4* Au, u) — (u, AFf) — (A*f, u) äquivalent. Nun ist offensichtlich 


oder 


Blu) = |Au — 11? — IFIP. 


Die Funktionale ®(u) und | Au — fl? unterscheiden sich um einen konstanten 
Summanden, und die Minimalprobleme für die beiden Funktionale sind äquivalent. 
Demnach ist unter den Bedingungen des Lemmas 2 die Anwendung der Meihode der 
‚kleinsten Quadrate auf die Gleichung (1) gleichbedeutend mit der Anwendung der 
energetischen Methode auf die Gleichung (8). 

Umgekehrt sei der Operator A positiv-definit: 


(Au, u) 2 ylul?, y>0. 


Auf Gleichung (1) kann man die energetische Methode anwenden, indem man, 
statt diese Gleichung zu lösen, das Minimum des Funktionals 


Fu) = (Au, u) — (m f) — (f, W) 


1) Siehe den Artikel [2] des Verfassers. Wir setzen voraus, daß f im Definitionsbereich des 
Operators A* liegt. 


$ 83. Grundlagen des Verfahrens 395 


bestimmt. Wir konstruieren einen positiv definiten Operator B, dessen Quadrat 
gleich A ist, B? = A.!) Der Operator B-! existiert und ist beschränkt. Die Glei- 
chung (1) ist der Gleichung 


Bu= Bj (11) 


äquivalent, die aus Gleichung (1) durch Anwendung des Operators .B-! entsteht. 
Weiter gilt 
F(u) = (Bu, u) — (u, BBf) — (BB, u) 


— (Bu, Bu) — (Bu, Bf) — (B-f, Bu) 


— (Bu — BJ, Bu — Bf) — (Bf, BJ) 
oder 
Fa) = | Bu — Bf j® — 1 BP. 


Die Funktionale F(u) und | Bu — B-!/|? unterscheiden sich nur um einen kon- 
stanten Summanden und die Minimalprobleme für diese Funktionale sind äqui- 
valent. Daraus folgt, daß für den Fall eines positiv-definiten Operators A die An- 
wendung der energetischen Methode auf die Gleichung (1) gleichbedeutend mit der 
Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate auf die Gleichung (10) ist. 

Wenn der Operator A positiv-definit ist und w, eine nach dem Rırzschen Ver- 
fahren gebildete Näherungslösung der Gleichung Au = f ist, dann gilt | Bu, — 
B-/| 0, wo B? = A ist. Das folgt sofort aus der eben erst bewiesenen Äqui- . 
valenz der beiden Verfahren und aus dem Beweisgang des Lemmas 2. Wir weisen 
nochmals darauf hin, daß die Beziehung Au, — fl —>0 im allgemeinen nicht 
gilt, wenn u, nach dem Rırrzschen Verfahren gebildet worden ist. 

Noch einmal setzen wir voraus, daß der Operator Au positiv-definit ist. Wir 
erinnern daran ($ 46), daß die Lösung der Gleichung (1) in diesem Falle der Be- 
stimmung des Minimums des Funktionals 


Fu) = (Au, u) — (u) — (f,%) 


äquivalent ist. Wenn man einen HıLBEert-Raum H, (siehe $ 46) mit dem Skalar- 
produkt 
[u, v] = (Au, v) 


einführt, dann wird, wie wir gesehen haben, 
F(u) = lu — ul — 1u,12, 


wo u, die Lösung der Gleichung (1) ist. Jetzt sei u, die nach der Methode der 
kleinsten Quadrate gebildete Lösung. Es ist leicht zu sehen, daß die Folge {u„} 


1) Die Konstruktion des Operators B ist im. allgemeinen nicht elementar und erfordert die . 
Anwendung der Spektraltheorie der Operatoren (siehe z.B. W.I. Summow [5]). Der 
Operator B läßt sich verhältnismäßig einfach bilden, wenn das Spektrum des Operators A 
diskret ist: Bezeichnet man die Eigenwerte und Eigenelemente des Operators A mit A, und 
9, so hat man 


© ne 
Bu = 2, Vin (u, 9m) Pn- 
= 
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gleichfalls in der Metrik von H, gegen u, konvergiert.!) Es gilt nämlich 


lu, — u = (Au, — Au un — U) = (Au — un — Un). 
Nach der Ungleichung von CaVcHY— BUNJAKOWSKI ist | 
—-wR<| Ad — ln — wol. 
‚Weiter gilt nach Ungleichung (6) 
In — WI < K1Au = Au = KIA — Fl 


und demzufolge 
I - we < KA — flP, (12) 
woraus 
lu, — RR > 0 

folgt. 

Formel (12) gestattet es offensichtlich, den Fehler der Näherungslösung abzu- 
schätzen, die man mit der Methode der kleinsten Quadrate erhält. Die Größe 
Aw, — fl? kann folgendermaßen berechnet werden: Es gilt 


1A PR = (dh Am N = (Emm h, ZamArm - 1) 
= Zaän (Apr Ay) - Latin Lin H N. (8) 


Die Koeffizienten a, genügen dem System (5) 
N 
Z ar (Apr, Am) = (f, AYm)- 


Multipliziert man mit @, und summiert über m, so erhält man 


> IR (A Pr: Am) = 2 im (f APm). 


k,m=1 mi 
Setzt man das in (13) ein, so ergibt sich 
1Aun— fir = 1/1? — Zrtamd) = If — (Zu4m N = I? (Auf). (14) 
Der Fehler der nach der Methode der kleinsten Quadrate gebildeten Näherungs- 
lösung wird durch folgende Ungleichungen abgeschätzt?): 
1 — WR < KR {If I? — (Am, N}; (15) 
1 — WR <Ktlf? — (Au, N}: (16) 
1) Anders ausgedrückt, die Folge [4] ist eine Minimalfolge für das Funktional F (u). 


2) Wir erinnern daran, daß u, die Lösung der Gleichung (1) bedeutet. Formel (16) gilt nur für 
einen positiv-definiten Operator 4. 
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Es muß bemerkt werden, daß in der Metrik des Raumes H, die Methode der 
kleinsten Quadrate langsamer konvergiert als das Rırzsche Verfahren. Geben wir 
etwa von ein und denselben Koordinatenelementen {p,} aus. Es sei 


n n 
Un = P3 Ar Pr» „= > 6.9» 
k-1 k=1 


wo die Koeffizienten a, nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt werden, 
die Koeffizienten 5b; jedoch nach dem Rırzschen Verfahren. Dann gilt nach der 
Definition des Rırzschen Verfahrens 


F(u,) > F(v,) oder 1 — Up > Ion — gl. 


Letztere Ungleichung zeigt die langsamere Konvergenz der Folge {w,} im Ver- 
gleich mit der Folge {v,}. Der Vorteil der Methode der kleinsten Quadrate besteht 
lediglich darin, daß die Folge {u„} auch in solchen Fällen gleichmäßig konvergieren 
kann (manchmal zusammen mit bestimmten Ableitungen), wo dies von der Folge 
{v„} nicht behauptet werden kann. 
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Die Methode der kleinsten Quadrate erweist sich als nützlich bei der Anwen- 
dung auf eine gewisse Klasse linearer Gleichungen im HıLzerr-Raum. 4 sei 
ein linearer beschränkter Operator im HILBERT-Baum F, und es sei bekannt, daß 
der inverse Operator A! existiert und beschränkt ist. Wir betrachten die Glei- 
chung 

. Au=f, 


wo u das gesuchte, f ein gegebenes Element des Raumes ist. Der Methode der 
kleinsten Quadrate folgend, wählen wir eine in: 7 vollständige Folge {p,} linear un- 
abhängiger Elemente und suchen eine Näherungslösung der Gleichung (1) in der 
Form 


n j 
Un = AR Pr- i (*) 


Wir prüfen die Erfüllung der Bedingungen A bis C aus Lemma 2 des $ 83. Die 
Bedingung A ergibt sich daraus, daß die Folge {p,} in H vollständig und der 
Operator A beschränkt ist; die Bedingungen B und © folgen aus der Beschränkt- 
heit des Operators A-!. Auf Grund von Lemma 2 des $83 gilt u, — u, wo u die 
Lösung der Gleichung (1) ist. . 

Möge jetzt derOperator A keinen inversen Operator besitzen, aber ein beschränk- 
ter regularisierender Operator M existieren, d. h. ein solcher Operator, daß MA = 
E + T ist, wo E der Einheitsoperator und T' ein vollstetiger Operator ist. Dann 
ist für die Lösbarkeit der Gleichung (1) notwendig und hinreichend, daß f ortho- 
gonal zu allen Lösungen der homogenen adjungierten Gleichung!) A*u = 0 ist. 
Wenn man ferner mit A,* das Lineal der Elemente aus H bezeichnet, die ortho- 
gonal zu allen Lösungen der Gleichung .A*u = 0 sind, und ebenso mit H, das 


1) Siehe den Artikel [5] des Verfassers. 
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Lineal derjenigen Elemente!), die orthogonal zu allen Lösungen der Gleichung 
Au = 0 sind, und wenn man den Operator A nur.auf HZ, betrachtet, dann exi- 
stiert der inverse Operator 4-! und ist beschränkt?) in Z#. Unser Verfahren der 
angenäherten Lösung kann auch dann angewendet werden, wenn die homogene 
Gleichung Au=0 nur eine endliche Anzahl linear unabhängiger Lösungen 
ud, uD,..., u besitzt und wenn diese Lösungen bekannt sind. Unter der 
Voraussetzung, daß fe Hf ist, suchen wir die Näherungslösung in H;; dazu 
genügt es, sie in der Form. (*) darzustellen, Rohe jedoch die Koeffizienten den 
Gleichungen 


in 


AP» u)— 0, Baerl,2,T 


zu unterwerfen sind. 

Mit Hilfe dieser Gleichungen kann man einige der Koeffizienten a, eliminieren; 
die verbleibenden bestimmen wir aus der Bedingung Au, — fl? = min, was 
auf ein System der Form (5), $83 führt. 

Das bier dargestellte Näherungsverfahren ist offensichtlich auf Integral- 
gleichungen vom FREDHoLMschen Typ anwendbar®), deren Kern der Bedingung 


[fıe@,.0)14% 40, < 
22 , 


genügt und ebenfalls auf singuläre Integralgleichungen (worin das Integral im 
Sinne des CaucHvschen Hauptwertes zu verstehen ist), wenn das Integral über 
eine glatt geschlossene Kurve erstreckt wird. Ein derartiger singulärer Operator 
ist nämlich beschränkt im HILBERT-Raum der quadratisch summierbaren Funk- 
tionen und besitzt einen beschränkten regularisierenden Operator. ?) 

Bei. Anwendung auf Integralgleichungen kann man das Verfahren in bestimmten 
Fällen so abändern, daß die Konvergenz gleichmäßig wird. 

Die Frepzornmsche Gleichung 


Au=u(P) — [ K(P,Q) u(Q) d0g = HP) (2) 
“ 2 


sei gegeben, wo P(z,, 23 ..-, %) und Q (81, 83 ---, $„) Punkte im m-dimensionalen 
Gebiet 2 sind. Es sei f(P) nach allen Koordinaten x,, %, -.-, X | 3) + 1)-mal 
differenzierbar und die Struktur der Gleichung sei derart, daß die Lösung u (P) 
ebenfalls (I 4 -+ 1)-mal differenzierbar ist; schließlich möge der Operator auf 
der linken Seite von (2) eine hinreichend oft differenzierbare Funktion in eine 
1) Man kann sich leicht überzeugen, daß HZ, und H* vollständige (im Sinne des $ 43) HILBERT- 
Räume sind. 
?) Siehe den Artikel [5] des Verfassers. 
3) Die Methode der kleinsten Quadrate wandte M. KRAWTSCHUK auf Gleichungen vom Fra»- 


BoLıschen Typ an; siehe z. B. M. Krawısckux [2]. 
4) Den Beweis dieser Aussagen kann man in dem Artikel [5] des Verfassers finden. 
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| , +1 -mal differenzierbare überführen. Für 9, (P) wählen wir eine Folge von 
hinreichend oft BSIPNSLhATEL. Funktionen, z.B. Polynome und setzen wie 
vorher u,(P) = > 49, (P), jedoch bestimmen wir die Koeffizienten a, aus der 
Bedingung!) 

5 Au, — PR 


BL 3 
dach... Ian | EN ) 


A FIR + 


kl dt + im=k 


Unter der Voraussetzung, daß die Lösung der m (2) existiert, ergibt sich 
daher leicht 


Au — n\ 
dccı ... Onlm 


Au — fl 0; 


N-> 0 N-—>00 2 


| 
M 
k= 1,2544; 3 +1. 


Nach einem bekannten Satz von S. L. SoBoLew [2] über die Einbettung von 
Räumen gilt in 2 gleichmäßig Au, — f. Wir setzen noch 


 [ıR®(P, 9149, < 0%, C = const 
2 


voraus. 
Wenn gesetzt wird Aw, = /„, dann wird 


u(P) — u(P) = [ K{P,Q) Tu(Q) — Wm(Q)]40g + HP) — I(P), 


woraus infolge der Ungleichung von CAUCHY-BUNJAKOWSKI 
u) mA) < Cu wit MP) RP) 


folgt. Nach dem oben (siehe $83) Bewiesenen folgt aus | Aw, — fl 0, daß 
ja — w,1 —0 gilt, und aus der letzten Ungleichung ist ersichtlich, daß w,(P) 
— u(P) gleichmäßig in 2 gilt. Führt man in die linke Seite von (3) Ableitungen 
höherer Ordnung ein, so kann man unter bestimmten Bedingungen auch die 
gleichmäßige Konvergenz der Ableitungen erreichen. 
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Die Methode der kleinsten Quadrate wurde auf Probleme dieser Art wiederholt 
in Arbeiten von N.M. KryLow und seinen Schülern angewendet. Die dies- 
bezüglichen Fragen sind ausführlich in der Monographie von M. KrAwıscHux [1] 


ı Die Norm definieren wir in üblicher Weise: «|? = f |u(P)% d2. 
8 
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dargestellt, auf die wir den Leser verweisen; dort findet sich auch ein ausführliches 
Verzeichnis der Arbeiten aus der Schule von N. M. KryLow über die Methode der 
kleinsten Quadrate und das sogenannte „Momentenverfahren“. Im vorliegenden 
Paragraphen zeigen wir am Beispiel der Poıssoxschen Gleichung die Besonder- 
heiten der Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate auf Probleme des 
genannten Typus. 

Es werde also die Integration der Poıssonschen Gleichung 


02u 2u 
Au= at ga len) 1) 
in einem Gebiet 2 bei der Randbedingung 
ul=0 | @ 


gefordert. Den Rand $8 setzen wir als hinreichend glatt voraus. 

Wir wählen eine Folge von Koordinatenfunktionen {p, (z, y)}, diein2= 2 +8 
hinreichend oft stetig differenzierbar sind und die Bedingung (2) erfüllen. Wie 
gewöhnlich suchen wir eine Näherungslösung in der Form 


N 
= I 44 
k-1 
und bestimmen die Koeffizienten @, aus der Bedingung!) 


[raw — f? 42 = min. 
2 5 


Wie im allgemeinen Falle (siehe $ 83) kann man leicht zeigen, daß 


NX 


1A — = [dm — 1? 49 > 0 
2 


gilt. Wir bezeichnen mit @(x, y; &,n) die Greexsche Funktion unseres Problems. 
Da u |s = u, |s = 0 ist, gilt dann 


u(z, y) — un, y) = | Ca, y;&n)(du — Au.) dEdn 
: 2 
= [ea m — Aun)dEdn: (3) 
2 


Auf GAR letzte Integral wenden wir die Ungleichung von BUNJAKOWSKI an: 


[u I (wy; &n )dedn [Ur -AufdR. (4) 


Die Funktion G(x,y;&,n) wird nur logarithmisch unendlich, deshalb ist das 
erste Integral beschränkt; das zweite Integral strebt gegen Null, und die Unglei- 


chung (4) besagt, daß u, (2,4) —u(z,Y) gleichmäßig in Q’gilt. Aus den Überlegungen 


1) Alle gegebenen Funktionen setzen wir als reell voraus. 
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am Schluß des vorigen Paragraphen folgt, daß im Gebiet 2 im Mittel!) BL 


en 
um \ du 0x 0% 
dy En gilt. Diese Ergebnisse zeigen, daß die Methode der kleinsten Quadrate 


im battachtelen Falle besser konvergiert als das Rrrzsche Verfahren, wenn die 
Konvergenz im Mittel der Ableitungen auch etwas langsamer geschieht. 
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Hier und im folgenden beschränken wir uns der Einfachheit halber auf den 
Fall eines endlichen einfach zusammenhängenden Gebietes der Ebene der kom- 
plexen Veränderlichen 2 = x + iy. Die Ausdehnung der Ergebnisse auf mehrfach 
zusammenhängende oder unendliche Gebiete bereitet keine grundsätzlichen 
Schwierigkeiten, doch werden die Rechnungen dabei umständlicher.?) 

Wie schon immer bezeichnen wir das zu betrachtende Gebiet mit 2, seinen 


Rand mit $; das abgeschlossene Gebiet @ + 8 bezeichnen wir wie früher mit 2. 
. Den: Koordinatenanfangspunkt legen wir stets in das Innere von 2. Die Kurve $ 
nehmen wir stets als hinreichend glatt an. 
Eine wesentliche Rolle- spielt im weiteren der folgende Satz von Wausz [1]: 
Satz 1. Die Funktion fz) sei holomorph in Q und stetig in Q. Dann kann man zu 
jeder beliebig vorgegebenen Zahl &e>0 ein Polynom p(2) derart finden, daß in 2 
die Ungleichung 
ka —ep@Wi<e ) 


erfüllt ist. 


Wir erwähnen zwei Folgerungen aus Satz 1. 

Folgerung 1. Wenn f(z) in Q holomorph und zusammen mit seinen Ableitungen 
bis zur Ordnung r einschließlich in Q stetig ist, dann kann man zu jeder beliebig 
vorgegebenen Zahl e > 0 ein Polynom »(2) finden, das in 2 den Ungleichungen 


I -r@i<. Fa-r@l<a.. 192) = ml <e (2) 


genügt. Nach dem Satz von WausH kann man ein Polynom p(z) konstruieren, das 
der Ungleichung 


Ma oa<: 


genügt. Die Konstante A bestimmen wir unten. Wir bestimmen ein Polynom f* (2) 


aus den Bedingungen (z, ist ein fester Punkt im Innern von 2) *N(z) = o(2), 
PO) = MP le), 7 = 091, ...,r — 1. Durch Integration erhalten wir 


- ed 
a - Pan =| [mn - valar|<T 


1) Siehe den Artikel [6] des Verfassers. 
2) Siehe den Artikel [6] des Verfassers. 
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wo Fi das Maximum der kürzesten Abstindt zwischen z, und den Punkten von 8 
auf Wegen, die in 8 liegen, ist. Analog gilt 
34 
ed’ 


De) — rede e) <E..tO- Pe I<T- 


Es genügt, A = 1 zu nehmen, wenn d< 1 ist, und A = dr, wenn d>1 ist, und 


“ Ungleichung (2) ist bewiesen. 


Folgerung 2. Unter den Bedingungen der Folgerung 1 kann mam zu einer gegebenen 
Zahl & > 0 ein Polynom »(z) derart bilden, daß 


3 [ea PePds<e, ds= |del 
j=0 
Ss 


gilt. Der Beweis ist offensichtlich. ’ 

Wir haben unten den Raum L2?(8) zu betrachten, dessen Elemente auf der 
Kurve S definierte Funktionen sind; sie werden als Funktionen der Bogenlänge 
auf S angesehen, sowie als stetig zusammen mit ihren Ableitungen bis zur Ordnung 
r — 1 einschließlich, während ihre (verallgemeinerten) Ableitungen der Ordnung r 
als quadratisch summierbar längs $ vorausgesetzt werden. Das Skalarprodukt ir in 


. LP ($) ist durch die Formel 


(9 pr = F, PR) y® 2) ds 
definiert; daraus ergibt sich die Formel für die Norm in L3’ (8) zu 


Io = 3, | In@te)irds. 
j= 
$ 


{ » 
Eine bedeutende Rolle spielt im folgenden das 
Lemma 1. Es sei p e L,(8) und z ein Punkt der Kurve 8. Das im Sinne des 
Cauchxschen Hauptwertes genommene Integral 


en e(d) 
ME Ber: 
Ss 


stellt einen in L,(S) beschränkten Operator dar. 

Aus Lemma 1 folgt die Existenz einer Konstanten K, die nur von der Kurve $ 
abhängt, für die die Ungleichung |y|| < K | ep} gilt. 

Den Beweis.von Lemma 1 findet man in dem Artikel [5] des Verfassers. 

Im weiteren werden wir sagen, daß eine Folge gleichmäßig im Innern von 2 
konvergiert, wenn diese Folge gleichmäßig in jedem abgeschlossenen Gebiet kon- 


vergiert, das ganz im Innern von 2 liegt. 
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Satz 2. Wenn die Funktion f„(2) in 2 holomorph ist und durch die CaucHysche 


Formel darstellbar ist!) und wenn \fn| 
im Innern von 2 gleichmäßig gegen Null. 


Wir haben 


ne | Far. 


Möge z im abgeschlossenen Gebiet 2’ C 2 liegen. Wir bezeichnen mit d, d > 0, 
den kleinsten Abstand zwischen den Rändern der Gebiete 2 und 2 und mit I 
die Länge der Kurve 8. Dann wird - 


ol< 32 a mon 


oder, wenn man auf das letzte Integral ‘die Ungleichung von BUNJAKOWSKI an- 
wendet, 


yı 
Al < Ind is: 

Folgerung. Unter den Bedingungen des Satzes 2 gilt f„(2) > 0 in jedem inneren 
Punkt von 2. 


Satz 3. Wenn f„(2) in Q holomorph und f"(z) durch die Ouvanseie Formel 
darstellbar ist und wenn ||fn Ir — 0 gilt, dann strebt die Funktion f„(z) zusammen mit 
ihren Ableitungen bis zur Ordnung r — 1 einschließlich in 2 gleichmäßig gegen Null. 

Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf den Fallr = 1. Der allgemeine 
Fall wird analog behandelt. Zunächst bemerken wir, daß |f,(z) | — 0 gilt, wenn 
IfaIı > 0 gilt. Integriert man die CauvcHvsche Formel für die Ableitung, so er- 
hält man 


wo z, ein innerer Punkt von Q ist. Jetzt wird nach der Ungleichung von BuNn3s4- 
_ KOWSKI 
eg Bi... ;“ 
Ihr < Er mel -jarı. 
C—2 
S 


Wenn z im abgeschlossenen Gebiet Q legt, ist das letzte Integral beschränkt, und 
es gilt f„(2) — fn(&0) > 0 gleichmäßig in 2. Nun ist’aber f„(2,) > 0 (Folgerung aus 
Satz 2), und unser Satz ist bewiesen. 


1) Dafür ist z. B. hinreichend, daß die in 2 holomorphe Funktion f„(2) im abgeschlossenen 
Gebiet 2 stetig ist. 
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Satz 4. Die Funktion f{z) = u(&, y) + iv (x, y) sei holomorph in 2 und sietig in 
2 und sei v (0, 0) = 0. Dann ewistiert eine wur vom Gebiet 2 abhängende Konstante K 
derart, daß 
rı<Klul (3) 
gilt. 

Wir bilden 2 Konten auf das Gebiet des Einheitskreises der t-Ebene ab; es sei 
t= yx(e) die diese Abbildung realisierende Funktion. Wir führen. die Bezeich- 
nungen 

i=re, uwy)=Uld; = Fi) 


ein; ferner bezeichnen wir mit y.die Kreislinie |t| = 1. Im Innern von y entwickeln: 
wir F(t) in die TAyLor-Beihe 


FI air. 
n=0 


Wir setzen noch a, = &, + iß„. Die konforme Abbildung vollziehen wir so, daß 
der Punkt z=0 in den Punkt #—=0 übergeht. Dann wird Im(a,) = 0. Eine 
einfache Rechnung ergibt 


[mu na0 = 2aa +22 a; irenias = 223,1aP. 
n=1 n=0 
y : Y F 


Daraus folgt 
[Irre] <2[ vr, 9a8. Er (4) 
Y Y 


Wir kehren zur Veränderlichen z zurück und erhalten 


fır@ı Ialde<2 [wire )Ids. 
Ss. 


Da die Kurve $ glatt ist, ist y’(z) dem Betrage nach beschränkt nach unten und 
oben. Es si A< |y'(@)| < B, dann folgt aus (4) 
EB 
Iı<Klul, K= —° 
Bei entsprechenden zusätzlichen Forderungen an f(z) ist es nicht schwierig, auch 
die Abschätzung . 
I <K, tal, (5) 
zu gewinnen. 

Zum Schluß erwähnen wir, daß die Anasinelion analytischer Funktionen 


durch Polynome nicht die einzig mögliche ist. Ein Beispiel für die Approximation 
mit Funktionen anderer Form wird in $ 88 gegeben. 
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$ 37. Die Aufgaben von DIRICHLET und NEUMANN 


Wir betrachten das DiricHhLutsche Problem für ein einfach zusammenhängendes 
Gebiet 2. Die gesuchte harmonische Funktion bezeichnen wir mit u(x, y), ihren 
Wert auf dem Rand S des Gebietes mit «(£), die in 2 holomorphe Funktion, deren 
Realteil mit #(x,y) übereinstimmt, mit f(z). Die Funktion f(z) ist nur bis auf 
einen rein imaginären Summanden bestimmt, den wir durch die Bedingung 


Im {f(0)} = 0 a d) 


normieren. Der Methode der kleinsten Quadrate folgend, suchen wir eine an- 
genäherte Lösung des DIRICHLETschen Problems in der Form 


Lee ®) 
k=0 


Um die Bedingung (1) zu erfüllen, fordern wir, daß 
Im (a,) = 0 8) 


gelte. Nun bestimmen wir die Koeffizienten der Entwicklung von fı (2) aus der 
Bedingung 
I® — u, |? = min. .& 


Wir untersuchen die Konvergenz der Näherungslösung gegen die exakte. Die 
Bedingung A des Lemmas 2 ($ 83) ist eine einfache Folgerung aus dem Satz von 
WaAusH.. Weiter ergibt sich die Bedingung B aus der Existenz der Lösung, des 
Diricatetschen Problems. Die Bedingung C© ist offensichtlich ebenfalls erfüllt, 
da in unserem Falle Au = u ist. Nach Lemma 2 des $ 83 gilt |u — %,| — 0. 

Wir zeigen jetzt, daß f„(z) > f(z) gleichmäßig im Innern von 2 gilt. Aus der 
Abschätzung (3) n $ 86 folgt nämlich, daß |fn (2) — F{z) | — 0 gilt und aus Satz 2 
des $ 86, daß f„(z) — f(z) — 0 gleichmäßig im Innern von 2 gilt.!) 

Anmerkungen. 1. Die zuletzt gebrachten Überlegungen bleiben offensichtlich 


gültig, wenn man statt (2) eine Funktion der Form 


= N mol) 
k=1 


nimmt, sofern (o;(z)} ein vollständiges System in 2 BISMapEe und in 2 stetiger 
Funktionen ist.. 
2. Man kann das Verfahren so abändern, daß in Q gleichmäßige Konyergeie 


gilt. Dazu genügt es, die Funktion /,(z) der Bedingung 
| 1u — % I = min ı) 
zu unterwerfen. Die Berechnung der Koeffizienten wird dabei etwas umständlicher. 


1) Dieses Ergebnis findet sich bei einigen zusätzlichen Einschränkungen bei M. Pıcons [1], 
der nur einfach zusammenhängende Gebiete betrachtete. 
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3. Wenn man fordert, daß die Größe |« — 4, |, zum Minimum wird, dann gilt 


in 2 gleichmäßige Konvergenz der Ableitungen P(2),5j—=1,2,..,r — 1 gegen 
die entsprechenden Ableitungen f® (2). 

Um das Verfahren zu illustrieren, betrachten wir. das DikıcaLetsche Problem 
für den Kreis. Den Radius des Kreises setzen wir gleich Eins, den Koordinaten- 
anfangspunkt legen wir in den Mittelpunkt des Kreises. Die auf 8 gegebene Funk- 
tion #(£) entwickeln wir in eine Fourier-Reihe: 


uD)—= A, + > (A, eos k6 + B,sink6), Z=e®. 
Ki 


Die Funktion /,(2) suchen wir in Form eines Polynoms; das läuft darauf hinaus, 
daß wir o,(z) — 2% —= rtei#9 setzen. 
Wir setzen 
NR 
In) = % +2 (r — ib),  Im(a,) = 0 
und erhalten 


= Ay = An de = Br- 


Das liefert uns für f, (2) die n-te Teilsumme der Potenzreihe der Funktion f(2). 
Das NuumAnssche Problem besteht in der Bestimmung einer in 2 holomorphen 
Funktion f(z2) = u(z, y) + iv(x, y), die der Randbedingung 
ou 


re (6) 


genügt. Die Funktion f(z) ist nur bis auf einen willkürlichen konstanten Summan- 
den bestimmt; wir normieren ihn durch die Bedingung. 
| 0) =0. (6) 
Satz 1. Wenn die Bedingung (6) erfüllt ist, dann existiert eine Konstante K, die 
nur vom Gebiet Q abhängt, derart, daß im abgeschlossenen Gebiet @ die Ungleichung 


ou 
al<K|a u 


gilt. 

Wir setzen voraus, daß /(z) und f’(z) in 2 stetig sind. Wir bilden @ konform 
auf den Einheitskreis ab mit Hilfe der Funktion # = x(z); x(0) = 0. Wir setzen 
wie schon in.$ 86 


i=re®, [()=Fl), ul, Y) = Ulr,®). , 
Wir haben F(0) = f(0) = 0, deshalb wird | 


F=-d)M, mon + ißn; | 


U(r,d) = Ir" (a, cosnd — Pf, sinnd). 


n=1 


8 87. Die Aufgaben von DIRICHLET und NEUMANN i 407 


an 
auU\? 
dd = 2 2 
el Pearl 


ror<(2,! Ia,| \-(&* Il.) < Frl IL ja. 
Felt N Pre] ni W 6 41 


Daraus ergibt sich 
U 
2< 
FÜ?< a 
ö 


Indem wir zur Veränderlichen 2 zurückkehren und beachten, daß infolge der 
Konformität der Abbildung 


und 


ou Mm 1 
Hr wol’ 


7% ou\? des 
vor) FZoJ 


Schließlich wird |x’(2)| > A > 0, A = const, da die Kurve 8 glatt ist. Daraus 


folgt 
PA 
Be V& 


Gemäß der Methode der kleinsten Quadrate kann man eine Näherungslösung 
des NzumAnsschen Problems in der Form 


a9= | @lds 
gilt, erhalten wir 


ol<K|; 


u 
Ov 


me 
k=1 


suchen. Statt rationaler Polynome können, wie oben gezeigt wurde, Linearkombi- 
nationen der Glieder einer beliebigen in 2 vollständigen Folge von in 2 holo- 
morphen und in 2 stetigen Funktionen genommen werden. 

Die Koeffizienten der Entwicklung von f„ (2) werden aus der Bedingung 


= min (8) 


bestimmt. Diese liefert ein System linearer Gleiehungen, das nur eine Lösung zu- 
läßt. Das folgt aus. der Tatsache, daß die Bedingungen des Lemmas 1 des 583 
beim NwumAnnschen Problem erfüllt sind, was seinerseits aus Satz 1 folgt. 

Wir zeigen jetzt, daß in Q gleichmäßig f„(2) — f(z) gilt. Nach Folgerung 2 des 
$ 86 kann man ein Polynom 9,,(2) so bestimmen, daß I’) — ,(@)I <e ist. 
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Weiter gilt 
du du . 
SE Ro u: [2 Be, TA ii (v,%) r nen v2 ö 
re |, Re {[f(@) — u, Ale" < If) Pr. (2) I<e 


Infolge von (8) gilt erst recht 
du du, 


dv Ov 


€, 


| 


wenn u„, nach der Methode der kleinsten Quadrate gefunden wurde. Wenn.n > N, 
ist, gilt offensichtlich 


| du du du un, 
Id» 0» je 0» I 
Daraus folgt 
du On | 0. 
0» 0% | 


Jetzt ergibt sich aus (7) die gleichmäßige Konvergenz von f,„(2) gegen f(z) im ab- 


geschlossenen Gebiet Q. 

Alle Schlußfolgerungen. des vorliegenden Paragraphen bleiben gültig, wenn man 
statt L,(8) den Raum L,(p; 8) einführt unter der Bedingung, daß die Belegungs- 
. funktion p(o) nach oben und nach unten durch positive Zahlen beschränkt ist 


<a <pe)<P<X. 


$ 88. Das DirIcHLETsche Problem für die Ellipse 


Es werde gefordert, eine Funktion (x, y) zu bestimmen, die im Innern der 
Ellipse x = «cost, y=bsini; 0 <t<2n harmonisch ist und auf dem Rand. 8 
der Ellipse der Bedingung 

uls = u(0) 9) 


genügt. Wie oben nehmen wir an, daß u(x,y) der Realteil einer analytischen 
Funktion f(2) ist: f 


uw y) Reif), 2==+iy. ) 
Als Koordinatenfunktionen wählen wir (c = Ya: — B2) 
= Rt +e- rc k>i. (8) 


Das System {p,} ist bekanntlich vollständig auf dem Lineal derjenigen Funktionen, 
die im Innern der Ellipse holomorph und stetig bis auf den Rand sind, ‚Wir suchen 
eine Näherungslösung in der Form 


[2 


In (2) = 24 949% (2), Im(a,) =®°. (4) 
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Bezeichnet man die Bogenlänge der Ellipse mit o, so wird 


do = Va sin?t + b2 cos?idt. 


Als unserem Problem zugrunde liegenden Hırsurr-Raum führen wir den Raum 
L,(p;8) mit 
1 


oO) = mm 
Po) . Va? sin?t + b2 cos#t 
ein; offensichtlich ist in Z,(p; 8) das Skalarprodukt zweier Funktionen p und y 


27 


(0.9) = [ Pte) yo di. | u) 
\ 0) 


Gemäß der Methode der kleinsten Quadrate werden die Koeffizienten a, aus der 
Bedingung j 
2 


| Bo 2 3 —uo| min . (6) 


bestimmt. Auf dem Rand der Ellipse ist z = a cost + ibsint und demzufolge 
22 — c? = (b cost + ia sin t)?. Daraus ergibt sich 


Pule) = (a + breit + (a — bie, 6 >0. 
Wir setzen 4; = 0 — ißz;. Dann ist auf der Ellipse 


Re {0,94 (2)} = [a + 5)? + (a — b)"] ar Si kt 
+ [a + b)* — (a — b)e]ßy sinkt, k>0. 7) 


Jetzt ist aus (6) ersichtlich, daß die Koeffizienten in (7) die FouRIERr-Koeffi- 
zienten der Funktion v(o) sind; daraus folgt 


2n 
1 
== 5, | wordt, 
ö 


27 . 
1 
% a|(a + by + (a — u u(o) cos ktdt, (8) 
= ö 
1 27 
. alla + BJ" — (a — ze sin zeaR, 


0 
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Die Koeffizienten &,, &p, ß; hängen nicht von der Nummer n ab, wie aus (8) er- 
sichtlich ist, deshalb läßt sich in (4) der Grenzübergang n — 00 leicht verwirk- 
lichen, was die exakte Lösung des Problems liefert: 


Id=o+Jale+ Y?-+@- RM; 
die Koeffizienten a, sind aus den Formeln (8) zu bestimmen. 
$S 89. Der Fall stüekweise glatter Ränder. 
Das DIRICHLETsche Problem 
Der Rand $ des beschränkten Gebietes 2 sei stückweise glatt; wir bezeichnen 
seine Eckpunkte mit: £,, &, ..., &, und mit 7%,, 7%%3, ..., 7t&, die Innenwinkel in 


den entsprechenden Punkten. Wir führen den HıLsertr-Raum L,(p; S) in. die 
Betrachtung ein, wo die Belegungsfunktion durch 


- r { 
po) = IT IE — Cal" () 
k=1 
gegeben ist. Das Skalarprodukt und die Norm sind durch die Formeln 
(9 y) = [Par Oy&do; Ip} = [Poll g(dl de (2) 
$ N 


definiert. 


Lemma. Die Menge aller Polynome ist im Sinne der Metrik (2) dicht in der 
Klasse der in Q holomorphen und durch die CaucHxsche Formel darstellbaren 
Funktionen, für die die Grenzwerte ihrer Realteile zum Raum L,(p; 8) gehören. 


Wie schon oben, nehmen wir beim Beweis 2 als endlich und einfach zusammen- 
hängend an. 

Wir bilden 2 auf den Einheitskreis. ab; #= y(2) sei die Abbildungsfunktion. 
Bekanntlich ist : 


x)=r6&) I a (3) 


wo x(z) dem Betrage nach im abgeschlossenen Gebiet 2=R2+S durch positive 
Zahlen nach unten und oben beschränkt ist: 


O<A<R@)<B<m. (4) 
Die Kreislinie |i| = 1 bezeichnen wir mit y. Wir führen den Hırzerr-Raum 
L,(y) in die Betrachtung ein, in dem 
(9, = [PO yOAd, Ip IPWIds, i= (5) 
y y 


gilt. Es sei u BER). Dann wird 
lu = iuias— [errois ()| do < Bluls < oo. (6) 
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Daraus folgt, daß u e L,(y) ist; setzt man i = ei, so findet man die FouRıkr- 
Eintwieklung von u, die im Mittel konvergiert: 


rat %, 008 kd — ß, sin kd). 


Wir führen die Bezeichnung a, = &, + iß, ein und setzen, indem wir die Funk- 
tion u als reell annehmen, 


Fi) = a, + ißg +3, F,{) =, + is T2 an ß, > sonst. 


Die Funktion F'(f) ist durch die Caucuvsche Formel darstellbar und ihr Bealteil 
fällt auf y mit w zusammen. Man sieht leicht, daß 


IF— F,ly=2n > |a,[? (7) 
Peer 
gilt und demzufolge für hinreichend großes » auch |F — F„| < &, wo e eine be- 


liebige positive Zahl ist. Wir setzen jetzt F(t) = fe), F,(f) = f„(z). Formel (7) 
geht dann in die folgende über: 


fir — (2) ’2(o)|e()| do = 27 P> |? <e, 
$ k=n+i 


daraus ergibt sich. leicht 
F-Al< 


Ra 
‚Ya 
Nach dem Satz von Warst kann eine in Q@—= 2 + $ stetige und in 2 holo- 


morphe Funktion f,(z) durch ein Polynom f* (z) gleichmäßig approximiert werden, 
und um so mehr im Sinne der Metrik in L,(»; 8). Nun ist 


Ferse ti PET TA + In — ls» 


und da beide Summanden rechts beliebig klein sind, ist auch |f — ff] beliebig 
klein, was das Lemma beweist. 

Wir gehen jetzt zum DiricHLetschen Problem über. Es ist leicht zu sehen, daß 
die Abschätzung (3) des $86 in Z,(p; 8) gültig bleibt. Sie ist nämlich richtig in 
Ls(y). Wenn also f(2) = u + ivin 2 holomorph und Im {f(0)} = 0 ist, dann gilt 
nach Ungleichung (3) des $ 86 


IM,< Kuh, oder [IfaPd9<Kfuds. 
; ' Y Y 
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Nun ist d9 = p(o)x(2) do; setzt man das in die letzte Ungleichung.ein und be- 
achtet (4), so erhält man 

B | 
IMs <Klul; KK =K En (8) 


was gerade mit der Abschätzung (3) des $ 83 zusammenfällt. Um das DRICHLET- 
sche Problem zu lösen, fordern wir . 


Iu — Re {f*(2)} 15 = min, 


wo f*(z) ein Polynom ist. Das Lemma des vorliegenden Paragraphen gestattet es, 
die Erfüllung der Bedingung A des $83 zu behaupten; die Bedingung B ergibt 
sich aus dem Existenzsatz für das DikicaLersche Problem, und die Bedingung C 
aus der Ungleichung (8). Damit ist die Konvergenz der Methode der kleinsten 
Quadrate in der Metrik von L,(p; 8) bewiesen. 


$ 90. Das gemischte Problem der Potentialtheorie 


Hier betrachten wir das folgende Problem: Es ist eine stetige, im abgeschlossenen. 
Gebiet Q = Q + S harmonische Funktion u (2, y) zu bestimmen, wenn auf einem 
Teil des Randes 8 die Werte der Funktion v(z, y) selbst, auf dem anderen die 
Werte ihrer Normalableitungen gegeben sind. 

. Wir beschränken uns auf den Fall, daß das Gebiet 2 endlich und einfach zu- 
sammenhängend ist. Den Rand $ setzen wir wie stets als hinreichend glatt voraus. 
Ferner mögen die Punkte «,, &, ..., &am; &amyı = & den Rand 8 in die Bogen y,, 
Yar ++. , Ygm zerlegen, derart, daß der Bogen y, Anfang bzw. Ende im Punkt «, bzw. 
&y,, hat. Wir führen die Bezeichnungen 


ya = A; yon = hg 


ein. Ferner seien auf A, die Werte u(z,y) = (oc) gegeben und auf A, die Werte 


- = y(o). Wir setzen noch 
v 


m 0 
R(o) = Y-auı | 


Satz 1. Wenn o(c) = 0 ist, dann ewistiert eine nicht von der Funktion u(z, y) ab- 
höngende Konstante K derart, daß die Ungleichung 


[row do < x | (55)% (1) 
A, 


4, 
gilk. 
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Wir bilden 2 konform auf eine Halbebene ab mit Hilfe der Funktion 2 = x({f), 
= &-- in. Die Abbildung führen wir so durch, daß dem Punktt = oo ein Punkt im 
Innern von A, entspricht. Die Punkte «,, &, ... , &g”, gehen dabei in gewisse Punkte 
44; gr .-- , Agm der reellen £-Achse über. Wir bezeichnen mit I}, A,, Aa die Bilder 
VON Y, Ay, Ag. Ferner sei u(z,y) = U(E,n). Die zu U(£,n) konjugierte Funktion 
bezeichnen wir mit V(£,n). Die Randbedingungen für U (£&, 7) sind offensichtlich 
die folgenden: 


auf A: TEn)=0; n« (2) 
ou 98 
auf As: mn Kal (8) 


Aus den CAucHY- Gleichungen folgt, daß auf I’ 


Pau 
VE d7 de + .—= yH() + Cr (4) 


Ok 

. güt; die Konstanten C, müssen so gewählt werden, daß die Funktion V(&, n) 
stetig bleibt. Eine der Konstanten C, kann. willkürlich festgesetzt werden, da 
V(£&,n) nur bis auf eine willkürliche Konstante bestimmt ist. Wir legen diese 

"letztere fest, indem wir. fordern, daß in der allgemeinen Formel von ScHwARrz für 
die Halbebene!), 


UH+i [gen dE iO, 


€ = 0 ist. Dadurch ist die Willkür in der Wahl der C', vollständig beseitigt. 
Die Randbedingungen (2) und (4) gestatten es, die Werte U(£,0) auf A, zu 
bestimmen, dort ist nämlich?) 


1 


08,0) = ER6) 


= j® Op =r ec) (5) 


A, 


Hier ist R(£) = IATAE |E— ar]; Qm-ı(€) ist ein Polynom von Grade m — 1, 
Ki 
Im) Ey tee + Im-1 


Bi) = Pd) — 


Formel (5) enthält 2 m Konstanten C, und g,. Wir zeigen, daß U(£,n) bei geeig- 
neter Wahl von ihnen in den Punkten a, stetig wird. Für die Stetigkeit von 
U(£, n) ist hinreichend, daß bei & = a, der Klammerausdruck in (5) verschwindet. 
Das liefert ein Gleichungssystem mit 2m Unbekannten: 


oo  Bie)de' + On) = k=1,2,...,2m. 0) 


und schließlich ist 


a 


2 


!) Siehe z. B. das Buch [7] des Verfassers, $ 67, Formel (2). 
2) Siehe z. B. das Buch [7] des Verfassers, $ 67, Formel (10). 
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Das System (6) hat eine eindeutige Lösung, das ergibt sich aus der Eindeutigkeit. 


der Lösung des gemischten Problems. Aus (6) erhält man die Lösung offensicht- 
lich in der Form 


ei ur(E) ) 
u rn | n- [mer Ei 2 


wo u,(E) und »,(E') auf A, stetige Funktionen sind. Wir definieren die auf A, 
stetigen Funktionen 2,(E) und »,(£), indem wir auf-73, 


, WE) 4 a ar 
Feld) = -[i a wo | mer 


setzen. Integriert man (7) partiell und beachtet, daß &* (a,;) = Hr (@asıı) = Pr (@as+ı) 
= ( ist, so erhält man 


„OU 80 
Or - [mon as | Ik = (Ed) Era 


Setzt man das in (5) ein und. vertauscht die Reihenfolge der dabei erhaltenen 
Doppelintegrale, so kann man die erwähnte Formel leicht auf die Form 


U(E ach Mis, € nd (auf As) (8) 


bringen, wo M (£, &') so beschaffen ist, daß das Integral 
Fi Mes, 2)dr 


beschränkt ist. Letzteres ergibt sich aus der Tatsache, u die Funktionen %,(£), 
»,(£) einer Liescairz-Bedingung mit dem Eponenten 5 genügen, und dann 


genügt M (£&, &') im Innern von A, derselben Bedingung und wird in den Punkten 
a, höchstens logarithmisch unendlich!). Wir wenden auf (8) die Ungleichung von 
BUNJARKOWSKI an: 


R ou 
uns, <a onar | (Grjar 


[04 oU F SER 
<a) m -)as (auf A,), ©’ = const. | (9) 


2 


!) Siehe z. B. N. I. MuscHEiischwiu [1]. 
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Wir kehren zur 2-Ebene (2 = x + iy) zurück. Auf A, bleibt die Abbildungsfunk- 
tion 2 = y(t) endlich; wie leicht zu sehen ist, sind dann x’ (t) und 1/y’(t) auf A, be- 
schränkt. Dann sind aber auch die Quotienten R,(H/R(co) und R(o)/R,(£) be- 
schränkt, und aus (9) ergibt sich leicht, daß auf A, 


K'’ o 2 P j 
R(o)u?(o) < ls do, K' = const (10) 
Az 


gilt. Integriert man schließlich (10) über }, und setzt 
„ [ 0° 
Er [m 
[ 


so gelangt n man zur Ungleichung (1). 


Satz 2. Bei beliebiger Vorgabe der Werte u und a auf A, und }, existiert eine 
Konstante K, derart, daß 99 


[roro do<K, 1/6) + [ve + (| 4 (11) 
i i 


gilt. 
Wir bilden eine auf $ stetige Funktion u, (0), die auf A, mit (co) sera nentä 
auf A, bestimmen wir sie, indem. wir sie nur den beiden Forderungen 


[oas< x | nt) a6; Ga) <x [(0*Yao (12) 
Ag . Aı Ay dı 


k= const 


unterwerfen. Weiter bilden wir eine in 2 harmonische Funktion u, (z, y), die auf 8 
den Wert u,(o) annimmt und setzen u = u, + us. Die Funktion u, genügt der 
Bedingung des Satzes 1; nach Ungleichung (1) ist 


[romnseca (= Snfercar [RS] on 


2 


Wir schätzen das letzte Integral in (13) ab. Wir bilden 2 konform auf einen 
Kreis ab mit Hilfe der Funktionen 2= wtf), t= ge, 0<eo<1, und es sei 
u(&,Yy) = U;(0, 9) = Be {F(#)}. Wir entwickeln F(f) in eine Potenzreihe 


Fi) = > u, — 3 anerr, 
n=0 n=0 


Dann wird 


EN 5 DT orlanent + mei). 
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Y 


Daraus folgt 


90,8%) = 
Der Tome — I nl(aned + „end 
00 e=1 32 (an = , ) 
dU,(e, ®) FR ı.S ind NE 
ö 8% u FRAU — 4yE )> 


und infolge der ParsevAuschen Gleichung wird 


| Far [ua] Ta 
\ {de e-1 : A 0% e=1 z 


2 6) 2 
fe) ed | (Ge) 10’(0) |de, 
8 8 


wenn man zu den alten Veränderlichen zurückkehrt. 
Es sei A = min |’ (t) |, B= max |o’ (t)|. Offensichtlich ist 0 <A<B<o, 
da der Rand 8 glatt ist. Dann folgt aus der letzten Gleichung 


dur B Ou,\? 
Mesa) 
$ Ss 
Erst recht gilt 


9 u,\? B{ [ [9w\? Ou,\? 
else aa) 
Az Aı F Ar 
und nach Definition von u, (co) und nach den. Ungleichungen (12) 


Kun 


oder 


Setzt man das in (13) ein, so erhält man 


[r« ale ee [() re) de, K' rer, (14) 


2 A 


Jetzt ist es leicht, die Ungleichung (11) zu beweisen. Wir haben 
[Ro )u2(o) do = a ) uı(o) + url) do 
% 


< au ale) do + 20 u2(0y da, 


wo R* = max .R(o) ist. Wir nutzen die Ungleichungen (12) und (14) aus und 
setzen K, — max (2 kR*,4K,2K’); wir erhalten dann 


Jmowwnia[ [far [IH olad. 
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Wir wenden uns jetzt der Lösung des gemischten Problems der Potential- 
“ theorie zu. v(x, y) sei die zu der gesuchten Funktion u. (z, y) konjugierte Funktion 

und v(0,0) = 0 und /@) =uw-- iv. Wir suchen eine Näherungslösung in der 
Form 


nz) = Un + in = >> 42%, Im(a,) =0. 
000 


Die Koeffizienten des Polynoms f„ (2) bestimmen wir aus der Bedingung 


j du  Ou,\? ou  9u,\? ; 
Fe w+l - 5.) |@ ! [& a) do — min. (15): 
Ä A 


25 


Die. Bedingung (15) führt auf ein lineares Gleichungssystem in den Unbekannten 
4,; wir. beweisen dessen Lösbarkeit. Wir betrachten den HILBerT-Raum, dessen 
Elemente die in 2 harmonischen Funktionen sind, die durch die GREENsche 
Funktion darstellbar sind, während das Skalarprodukt durch die Formel 


_ , du 0% - ou 8% 
Be 1 
(u, v) =] (ws 2, 2) do [5 n do. 
D 2 


ı P 2 


definiert ist. Diese Definition ist gerechtfertigt. Eine Prüfung erfordert nämlich 


nur das Axiom D ($ 3). Wenn aber (uw, u) = 0 ist, dann ist v= 0 auf, und 2% 


‘öv 

= 0 auf A,. Nach dem Satz über die eindeutige Lösbarkeit des gemischten Pro- 
blems der Potentialtheorie ist u = 0. 
. Jetzt nimmt die Minimalbedingung (15) die Form |w — w„|® = min an; da 
u, ein lineares Aggregat der linear unabhängigen Funktionen 1, Re(z*), Im (z*) 
ist, so ist nach dem in $ 83 Bewiesenen das lineare System, auf das die Bedingung 
(15) führt, in eindeutiger Weise lösbar. 

Wir zeigen jetzt, daß f„(2) — f(z) gleichmäßig im Innern von 2 gilt. Zunächst 
zeigen wir wie im vorigen Paragraphen, indem wir uns. auf die Folgerung 2 aus 
Satz 1 des $ 86 stützen, daß jedes der Integrale in (15) gegen Null strebt; dann 
aber strebt infolge von Ungleichung (11) auch das Integral 


[&« o)(u — u)? do 
j i 
gegen Null. Jetzt wird 


ya a e)(u — u)? do —0. 


Ferner ist 


Id) - he) = m e-wret 020, [VRR an, 
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wo T(z, £) der SchwArzsche Kern!) des Gebietes 2 ist. Nach der Ungleichung 
von Se wird 


I/(@) voor [ed de [Rio - und. (16) 
; Ss S 


Wennz e gilt, wo 2’ ein abgeschlossenes Gebiet ist, das im Innern von 2 liegt, 
dann ist 7’(z, Z) stetig und das erste Integral in (16) beschränkt, und da das zweite 
Integral gegen Null strebt, gilt f„(2) — f(z) gleichmäßig in 2. 


$ 91. Das ebene Problem der Elastizitätstheorie 


“ Wir beschränken uns auf den Fall vorgegebener Verschiebungen; der Fall vor- 
gegebener Spannungen bedeutet keinen wesentlichen Unterschied. Wie vorher 
beschränken wir uns hier auf die Betrachtung einfach zusammenhängender end- 
licher Gebiete. 

Bekanntlich?) führt unser Problem auf die Bestimmung zweier im betrachteten 

Gebiet 2 holomorpher Funktionen 9 (z) und y(z), die auf dem Rand S des Gebietes 
2 durch die Beziehung 


#p(d) — Ted rd =g() . (1) 


zusammenhängen. Hier ist «= 3 — 40, wo o die Poıssonsche Zahl ist, g(£) ist 
eine gegebene auf 8 stetige Funktion. Die Lösung des so formulierten Randwert- 
problems existiert?), wobei man noch fordern kann, daß (0) = 0 und Im {9 (0)} = 
0 wird. Man kann zeigen®), daß sich die Randwerte von @(z) durch g(z) mittels 
einer Formel der Form. 


1 
+ ee zur Und at © 


Dir 


ausdrücken lassen, wo K, und K, stetige Funktionen der Punkte z und £ auf der 
Kurve $ sind. Infolge von Lemma 1 des $ 86 folgt daraus leicht die Abschätzung 


Iel<Clel,;, © const. 8) 


Ferner ersetzen wir in (1) alle Glieder durch ihre konjugiert komplexen, multi- 
plizieren mit 
1 dd 


ee 


1) Definition und Eigenschaften des Sckwarzschen Kernes siehe in dem Buch [7] des Ver- 
fassers. 

2) Siehe N. I. MuscHELiscHwıut [2]. 

3) Siehe N. I. MuscHeLıschwiut [2]. 1 

2) Siehe den Artikel [1] des Verfassers. Der in diesem Artikel Bes Beweis kann verein- 
facht werden. 
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und integrieren über $. Das ergibt 


el! 73) 9) zu 
er D 4-5. EZ za E_ 
5 S 
oder, wenn man das zweite Integral partiell integriert, 
Be sd) 1 2 ..& p(&) 
vi) Fa ad + 5 vol) + er 
$ 


Wenn z in einem abgeschlossenen Gebiet 9’ variiert, das ganz im Innern von 2 
liegt, dann findet man leicht 


: | W@i<c'igl, 0’ = const, (4) 


wenn man auf die letzte Formel die Ungleichung von BUNJAKOWwsKI anwendet. 
Wir suchen die Näherungswerte für die Funktionen 9 (2) und »(z) in Form von 
Polynomen 


NR Rn . 
Pn(2) — >, apz®, On (2) FR D3 Pr2®, . (5) 
k=1 k=0 
deren Koeffizienten wir aus der Bedingung 


Ign — 91? = Ixpn(e) + zn (2) — yn(2) — gl? = min (6) 


ermitteln. Wie gewöhnlich führt diese Bedingung auf ein System linearer algebra- 
ischer Gleichungen. Wir zeigen, daß dieses System eindeutig lösbar ist. 


Wir ändern die Bezeichnungen der Polynome 9,(2) und »„(2) und schreiben. 


Pn (2) = 2 Qu + 30) 2, 


R 
Yn(2) = >: (Appsomıı + Vlgptamte)2" 


wo jetzt die a, reelle Größen bedeuten. Wir führen weiter die Bezeichnungen 
Pan) = I<h<m 0 gymW)=ir, 2<k<n; 
pm) =0, m > 2n; Ym(2) = 0; l<m<2n; 
vr) =, OS<k<n Yaramıayl?) = ir, O<k<n 


ein. Dann ist offensichtlich 


4n+i1 4n-+1 
9n (2) = PK (2), Yn (2) = Ay pa (2) > 


An-+1 
2) =2 429) (2) 


27* 
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mit ; 
Im) = r9m 2) — 29mR) — Yin @)- 


Die Identität 
an+i 


PALCR =, Les, 


wo die b, reelle Zahlen sind, ist nur möglich, wenn alle diese Zahlen gleich Null 
sind. 
Wenn: nämlich 
An+i 


2 5:9 (d) = 0 
#1 


2 


gilt, dann ist nach dem Satz über die eindeutige Lösbarkeit der Elastizitäts- 
probleme gleichzeitig 


an+1 an-+i 


P3 b,9) @). =(0, PA @Q)=0 


oder 


n N 
Zu Pa-ı + 0) 0, 3 (Bontourı + %Dorten+2) =, 
woraus folgt, daß alle 5, gleich Null sind. 
Die Bedingung (6) nimmt jetzt die Form 


4n+1 
>> Im — 9 
k=1 


2 
— min 


an oder, da die Zahlen a; reell sind, 
4n+i n ‚ 
e3 4; ;@ (9 90) 23 9 Re (9, 94) + (9,9) = min. 
Differenziert man das nach a, und setzt das Ergebnis gleich Null, so erhält man 
ein lineares Gleichungssystem für die Unbekannten Ag: 
Ani , i 
& 777 Re (9, I) — Re(g, 99): ı= 1, 2, ..,4n - L: (7) 
Wir zeigen, daß das System (7) lösbar ist, wozu wir das homogene System 
an-+1 


PA gaga)=% j=12...,4n +1 (8) 


betrachten. Wenn man 
Ani 


= I ding, (d) 
k=1 
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setzt, kann man es in der Form 
Re(9, 95) = 0, j=1,2,..,4n +1 


schreiben. Durch Multiplikation mit b, und Addition erhält man, wenn man be- 
rücksichtigt, daß b; reell ist, 
Re(gg)=0. 


Nun ist aber Re(g,9) = Re |g |? = 19 I?. Daraus folgt 9= 0 und nach dem oben 
Bewiesenen 5, =0, k=1,2,...,4n + 1. Das System (8) hat demnach nur die 
triviale Lösung. Daraus folgt, daß das inhomogene System (7) stets lösbar ist. 

Wir untersuchen die Konvergenz der Näherungslösung gegen die exakte. Wenn 
die gegebene Funktion g(£) hinreichend glatt ist!), dann sind @’(z) und y(z) in 
2 stetig. Indem wir uns auf die Folgerung aus dem Satz von WALSE und auf den 
Existenz- und Eindeutigkeitssatz für unser Problem stützen, finden wir leicht, 
daß |g„ — g| 0 gilt. Auf Grund der Ungleichung (3) wird |, — || > 9; in- 
folge des Satzes 2 des $ 86 gilt innerhalb von 2 gleichmäßig 9, (2) — (2). Schließ- . 
lich folgt aus (4), daß im Innern von 2 gleichmäßig y„(2) > y(z) gilt. 

Gleichmäßige Konvergenz findet in 2 statt, wenn man fordert, daß die Größe 
Ig» — 9? zum Minimum gemacht wird. : 

Die Ergebnisse des vorliegenden Paragraphen lassen sich ohne Mühe auf den 
Fall eines inhomogenen Mediums übertragen. 
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Wir betrachten ein einfach zusammenhängendes Gebiet 2 der z-Ebene = x + 
iy), das von der Kurve y = y(x) begrenzt wird, wo y(z) eine periodische, stetige 
und hinreichend oft differenzierbare Funktion von x ist. Die Periode von y({x) be- 
zeichnen wir mit L. Mögen auf dem Rand.des Gebietes Q äußere Kräfte wirken, die 
sich ebenfalls periodisch ändern und zwar mit derselben Periode L. Wie man 

. zeigen kann?), lassen sich die Funktionen @(z) und »(2) in der Form 


92) = yle) + Br, Ye) = yolz) — 2p (2) + Brz (1) 


darstellen. Darin sind 9, (2) und y,(z) periodische Funktionen mit der Periode L; 
ferner ist x = 4 — 40(o ist die Poıssonsche Zahl) für ebene Deformation und 


RA er > für den verallgemeinerten ebenen Spannungszustand. Endlich ist 
4X +47) 
P= Urn’ (2) 


wo X bzw. Y die x- bzw. y-Komponente des Hauptvektors der äußeren Kräfte ist, 
die auf der Seite der positiven Normalen auf den einer Periode entsprechenden 
Bogen des Randes wirken?). 


}) Es genügt, daß g’(£) einer Liescatrz-Bedingung mit positivem Exponenten genügt. 
.2) Siehe das Buch [7] des Verfassers. 
3) Diesen Bogen bezeichnen wir mit C. 
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Wir setzen ( 1) und (2) in die Randbedingung des ebenen Problems der Elastizi- 
tätstheorie, . 


PO H+Ed+ TIER HNddn dual 


ein, wo Z ein Punkt des Bogens O’ ist und X, und Y, die Spannungskomponenten 
sind, die auf diesen Bogen wirken; damit geht diese Randbedingung in die Form 
MOL -IROFHMO-FO 8 
über, wo f(£) eine gegebene stetige und periodische Funktion des Punktes £ ist. 
Die Transformation 
2 ° 
Zi, 
et 4 (4) 
überführt den Streifen 0 < x < Lin die längs der positiven reellen Halbachse auf-, 
geschnittene i-Ebene und den Bogen Ü in eine geschlossene Kurve I. Wir nehmen 
an, daß das elastische Medium das Gebiet über der Kurvey = (x) einnimmt; dann 
geht der von dem elastischen Medium eingenommene Teil des StreifensO < x <_L 
in das Gebiet &’ über, das innerhalb von I’ gelegen und längs der positiven 
reellen. Achse aufgeschnitten ist. Die Funktionen St) = o, -. In) ‚und 
Te 
Fo) =y = In t| sind in 2° holomorph. Da sie in z periodisch sind, nehmen diese 
Funktionen identische Werte in den geometrisch zusammenfallenden Punkten des 
Schnittes an und sind deshalb über den Schnitt stetig fortsetzbar. Aber dann sind 
diese Funktionen bekanntlich analytisch über den Schnitt fortsetzbar und in dem 
ganzen innerhalb von J'liegenden Gebiet & holomorph. Das Problem führt auf die 
Bestimmung von in & holomorphen Funktionen ®(f) und Pt), die auf I’ der 
Randbedingung 


dd) - Aunl| Od) + Fler) = Fler); Fi) _ f er In ) (5) 


genügen. Wir kommen auf die Gleichung (5), wenn wir in (3) 


[=,; ht 


setzen. 

Wir wenden auf unser Problem ein Verfahren an, analog dem von D. I. SCHER- 
Man!) bei seiner Herleitung der Gleichungen von TLAURTORTLA verwendeten. Wir 
suchen ®(t) und Y(f) in der Form 


41 o©(6) 1 @' (0) 
205; | do, = ul 
r r 


wu) = @(o) do - [ee '(o)do, (6) 


2m) o-t mi 
r r 


1) D. I. SCHERMAN [1], siehe auch das Buch [7], $ 56 des Verfassers. 
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wo co die komplexe Koordinate eines Punktes auf I’ bedeutet und w(o} eine un- 
bekannte Funktion des Punktes o ist. 
Wir bilden jetzt den Ausdruck 


St) —- hltld® +7), 


wo t ein Punkt innerhalb von I ist: 


p 


St) — ln |) 9) + 7) = 2 J 


P7%) 
r 


„le EEE Be TO Sin lol az 
‘—t 2ri)5—i a) a-t 
Tr T 


Wir nehmen jetzt an, daßt — gilt, wo r ein Punkt der Kurve J'ist. Unter Ver- 
wendung des bekannten Satzes über den Grenzwert eines Integrals vom CAUCHY- 
schen Typ erhalten wir 


@(0) 
o—t 


do 


D(t) — 2TIn | De) + Fr) 


Zu, [etwa „etz. 
r T 


T o—T 


Infolge der Gleichung (3) ist der erhaltene Ausdruck gleich F(r). Jetzt setzen wir 
im ersten Integral o — = re®, während wir das zweite partiell integrieren. 
Wir erhalten dann eine Integralgleichung, die einem System zweier Gleichungen 
vom FREDHoLMschen Typ mit stetigem Kern äquivalent ist!); 


7) + few je er, (7) 


oT 


Wir zeigen, daß die Gleichung (7) für beliebiges F'(r) lösbar ist. Dazu betrachten 
wir die homogene Gleichung 


one + | emarız ACH - Zee oo ® 
und nehmen an, daß sie eine Lösung &,(0) hat. Wir setzen 
0.0 [ml 
i T \ 
ee do 4 8 4(0) do. (9) 
r T 


3) Man erhält dieses System, wenn man in (7) Real- und Imaginärteil trennt ER Re {o(z)} und 
Im {o(r)} als Unbekannte ansieht. 
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Diese Funktionen lösen das homogene Problem der Elastizitätstheorie; wenn wir 


2ri 


(.) *) 
Adi ,; v)=Ple I), va) = yo) — 290%) 
setzen, ist deshalb notwendig 

pe) =iaetb, ya=—b 


und folglich y,(2) = — taz — b, wo a und b Konstanten sind. Da 92) und vu (2) 
periodisch sind, ist « = 0 und deshalb. 


9) = b, a) = =. 


Setzt man das in (9) ein, so erhält man die Identitäten 


1 feaz« 0, 41 ereisota-o, (10) 


Di e—t P7,73 o—t 
r 


die gelten, wenn t innerhalb von I liegt. Daraus folgt, daß die Funktionen ö(f) 
und e(t ), die auf /’ durch die Gleichungen 


iö(o) = wo) —b,  ielo) = wo) +2oin!o|wi(o)+b - (11) 


definiert sind, außerhalb von I’ holomorph und für #—= oo gleich Null sind. Bli- 
miniert man w,(r) aus (11), so ergibt sich 


ö(0) — 25 In Io} (0) + &(o) — 2bi=0. (12) 


- Dem außerhalb von J' liegenden Gebiet der i-Ebene entspricht in der z-Ebene 
der unter C liegende Teil des Streifens O<x<L. Gleichung (12) besagt, daß 
ö(t) und e(f) + 2bi das periodische Pröblem der Elastizitätstheorie beim Fehlen 
äußerer Kräfte für das unter der Kurve y = y(z) liegende Gebiet lösen. Dann ist 


=, ED. 


Da ö(00) = 0 ist, wird b’ = 0 und folglich ist ö(o) = 0. Ferner ist &(o0) = 0 und 
deshalb 5 —= 0; damit folgt w, (0) = 0 aus (11). Die homogene Integralgleichung (8) 
hat als einzige Lösung w,(o) = 0. Daraus folgt, daß die Gleichung (7) eine Lösung, 
und zwar eine eindeutige für jede beliebige Funktion F(r) besitzt. 

Trennt man (7) in Real- und Imaginärteil und nimmt die Funktionen wo; (r) 
= Re {o(r)} und w;(rT) = Im {o(r)} als Unbekannte, so erhält man ein System 
von FREDHoLMschen Integralgleichungen in der Form 


(2) + [{Kut, 0) @,(0) + Kyalt, 0) ©,(0)} ds, = F, (7), 
NE : 


027) + [Kur 0) @ıl0) + Kalt, 0) @,(0)} ds, = Fake), (13) 
Fu B 


= |de|, 
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wo die Kerne Kn(t, 0) stetig sind und wo 
Fea)=Ref@Q, Feo=lm{r@)} 


ist.. Wie wir gezeigt haben, ist das System (13) eindeutig lösbar. Die lösenden 
Kerne dieses Systems, die wir mit R„„(7, o) bezeichnen, sind stetig wegen der 
Stetigkeit der Kerne Kn(T, 0). Die Lösung des Systems (13) hat die Form 


@,(7) = Pfr) + [ {Rute 0) F(0) + Bis(r, 0) Fy(o)} ds, 
I 


ar) = Fr, + [Rat eo) F,(o) + Ra(r, 0) F,(0)} ds,. 
I 
Den zweiten Ausdruck multiplizieren wir mit öi und addieren ihn zum ersten. 
Mit den Bezeichnungen Ri + iRaı = Rn, Rıa + VRag = Ra gilt 
or) = F(r) + {Re 0) Fı(o) + Rule, 0) Fy(o)} ds,. (14) 
RP: 


Wir legen unserem Problem den HILBERrT-Raum Z,(I') zugrunde.!) Die Kerne R, 
und R, sind beschränkt, da sie stetig sind. Daraus folgt 


[Saw oPd.d,<B, k=1,2, 
re 
wo B eine Konstante ist. Aus Formel (14) folst [ao] < IF + BF, + IFal)- 
Weiter gilt 
Ir = [IF@)Pds, — [{Rre) + Pie} ds, = IF, 1®+ IPa1R. 
P ? 


Daraus ergibt sich [FI < IF, IP,1 < IP]. Das liefert 
loi<BIfl, B=1+2B. (15) 


Aus der zweiten Formel (6) folgt, daß in jedem abgeschlossenen, ganz im Innern 
von 2 liegenden Gebiet Abschätzungen. der Form 


IPWI<D,leol, 
F@aI<Dlol, Di D; = const 
gelten?) oder, wenn man die Abschätzung (15) ausnutzt, der Form 
| IOWI< DIR, 
FoOIl<DIr. (16) 


3) Mit demselben Erfolg kann man den Raum L,(p, I) mit beliebiger beiderseits durch positive 
Zahlen beschränkter Belegung p einführen. Wir verwenden ihn in $ 93. 

2) Um die Abschätzung für [P'(t)! zu erhalten, muß man zuerst das zweite Integral in dem 
Ausdruck für %(t) partiell integrieren. 
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Ferner gilt ebenfalls auf Grund der Formel (15) und. des Lemmas 1 des $ 86 
IOl<D,IFl,;, D,= const. (17) 


Wir machen jetzt folgende Anmerkung. Durch die Randbedingung (5) sind 
Ö(t) und Y{f) nicht völlig eindeutig bestimmt; man kann ff) durch Bl) +4 


und Ft) durch Pi) — A ersetzen, wo A eine willkürliche Konstante ist. Bei 


unserem Lösungsverfahren :wird diese Willkür durch die spezielle Darstellung der 
Funktionen ©(t) und W(t) mittels der Formeln (6) beseitigt, und eben für die 
Funktionen, die durch diese Formeln. definiert sind, sind. die Abschätzungen (16) 
“und (17) aufgestellt worden. Wir zeigen jetzt, daß die genannten Abschätzungen 
ihre Gültigkeit behalten (natürlich bei geänderten Werten der Konstanten D, D’ 
und D,), wenn man ©(t) so normiert, daß ®(0) = 0 wird. Um nämlich diese 
Normierung zu erreichen, braucht man von der durch ‘Formel (6) definierten 
Funktion ®(t) nur die Konstante ; 


ET) 
2ri c 
r 


A= 


zu subtrahieren. Zur Funktion Y(t) muß man 


addieren. Bezeichnet man die neuen Funktionen mit ®, {t) und Y, (t), so hat man 


ee I de | 00-004 


2ni) 0 —t 2ri 
r 
1 
Y() je do 
x 
1 foln(o) , 1 ©) 15 = - 
L r 
Jetzt ist ’ = : 4 
Id, AI <SIPOI + IAISDIFI + 1A 
Weiter gilt 


IAP= [Ad = jap, (18) 
R Z 


wo I die Länge der Kurve !' ist. Andererseits ist 


|o(o)| : ns - 
> (An) | Tel no = fiat (o) |? ds,. 
TI ie 


Fi 


$ 93. Die Spannungen in einem elastischen Gebiet 427 


Wir bezeichnen mit ö den an a des Koordinatenanfangspunktes 
von I. Dann wird Ar ee 3 nd IAr< E 
ein und nutzt die Abschätzung (15) aus, so erhält man | A| < Zi IF. Daraus 
folgt 250 


|wj?. Setzt man das in (18) 


| Bl 
IBl<C, IF; G=D, + 975 Dr, 


Demnach gilt für ©, (t) eine Abschätzung vom Typ (17). Ganz ualoE zeigt man, 
daß ©, (t) und X, (t) Abschätzungen vom Typ (16) besitzen. 

Die Abschätzungen (16) und (17) gestatten es, die Anwendung der Methode der 
kleinsten Quadrate auf unser Problem zu begründen. Wir setzen näherungsweise 


N NR 
RD) - Nat, Wlan Pl) = I brtk, 
E=1 E=0 
wir führen die Bezeichnung 
F,) = Bu (7) — 2rln el Due) + Fur) 
ein und bestimmen die Koeffizienten a, und b, aus der Bedingung 
IF — F,'? = min. (19) 


Wiederholt man die Überlegungen des $ 91, so findet man | # — F,„| — 0. Daraus 
ergibt sich auf Grund der Abschätzungen (16) und (17), daß | 8 — ©,| —0 gilt, 
und daß 8,() > Dt) und 7, (tl — Ft) gleichmäßig in jedem ganz im Innern von 
T liegenden ‚Gebiet gilt. 
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- Zur Illustration des Verfahrens betrachten wir den Fall, daß das elastische 
Medium ein Gebiet ausfüllt, das über der Sinuskurve y = sin x gelegen ist. 

Zur Vereinfachung der Rechnung nehmen wir an, daß auf dem Rand des 
Gebietes nur Normalkräfte wirken, welche sich nach dem Gesetz 
qc08% 


yi —+ cos? © 


Y,= g = const (1) 


periodisch ändern. Dann ist 
Ko) =i[(&, + iY,) ds=geine. (2) 


Die Transformation # = e’” überführt den Sinusbogen 0 < x < 2 in eine Kurve I, 
deren Gleichung (x spielt hier die Rolle eines Parameters) 


= derisne) — gar (oosx + sine) .(4) 
ist. Die Gleichung (5) des $ 92 hat in unserem Falle die Form | 
Bl) -2Tthn|r| der) + Pe) = —gol rl. (5) 
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Der Rand I’ ist symmetrisch bezüglich der imaginären Achse; wenn daher der 
Punkt rauf 7 liegt, dann liegt auch der Punkt —r äuf I. Wir ersetzen in (5) 
ı durch —, und in der so gewonnenen Gleichung ersetzen wir alle Glieder durch 
ihre konjugierten: 


S-H+2nld(- HP Dd= gie). 6) 


Gleichung (6) besagt, daß gleichzeitig mit den Funktionen ®(t) und (ft) auch die: 


Funktionen ®(—t) und X(—t) unser Problem lösen. Nun sind die Funktionen 
Dt) und Ft) eindeutig bestimmt, sofern eine Normierungsbedingung, z. B. der 
Form 8(0) = 0, erfüllt ist. Daraus folgt 


Sd= 50), PIH= ER). 7) 


Wenn man ®(t) und Y(t) in eine Reihe nach Polynomen entwickelt, 


rn B 
A b,22# El 


Im 


P.} N 
= D apu2®, 


n k=1 
dann kann man infolge (7) 
ar = (—1)* nk» dar = (— 1)% dur (8) 


annehmen. Daraus folgt, daß die Koeffizienten bei geraden Potenzen von t reell, 
die bei ungeraden rein imaginär sind. Wir werden die Näherungswerte von ® (ft) 
und Y(t) in Form von Polynomen gerader Potenzen suchen. Infolge des oben 
Gesagten kann man folgenden Ansatz machen: 


Sinti +? ti + at, 
Pi) = a; + ia + 082 + Gast? + alt, 


wo die Koeffizienten a,, @, ..., a, reell sind. Die Bedingung (19) des $ 92 nimmt 
die Form 


Ivaır + Qgr? + fagr? -- a7? — 2T In |r| (— ia, + 29T — 3ia;r? 


+47) + 0, — ir + — ig + ml? = min (9) 
an. 
Wir bezeichnen mit 9,(7), k=1,2,..., 9 den Faktor von a, unter dem Norm- 
zeichen in (9), so daß z. B 
Ad)=iet iu), Br dene) do) 


. usw. gilt. Die Bedingung (9) nimmt dann die einfachere Form 


min (11) 


9 2 
Zum + air = 
k=1 
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an. Daraus erhalten wir bei Berücksichtigung des Umstandes, daß die Koeffi- 
zienten a, reell sind, das System 


9 
Dar Be (ge a0) = —aRe (in lel,pdh I=bd9. (12) 


Wir führen den Raum L,(p, I) mit der Belegung 


1 


BF yi - Co 


ein. Dann kann die Berechnung der Integrale, die in den Koeffizienten des 
Systems (12) auftreten, ziemlich einfach mit Hilfe der bekannten Formel 


je cos md d6 — i" In (2) 
ze 
En 


ausgeführt werden, die für ganzes m gilt. Hier ist J„ die Basser-Funktion erster 
Art mit dem Index m. Ersetzt man 2 durch in, so geht diese Formel in die Form 


few cos m6 d6 = i"J (iR) 
FE 
Ö 


über. 
Wir berechnen z. B. die Größe (g,, 91), die den Koeffizienten bei a, in der ersten 
. Gleichung des Systems (12) darstellt. Wir haben 


ED Kit Ane ds, 
u) =) (+ BEIDE + BED 
- ds, 
= er ae +2? -+-)ln Kal; Vrosz 


Wir führen x als Integrationsveränderliche durch die Formel ı = e! (w+isina) ein. 
Dann wird j 


2r 
(9. 91) Spe (1 + 4 sin? — 4sinx cos2«) dx 
N) 


27 
= je (3 + 2 sin z — 2 008 2x — 2 sin 3x) de. 
Ö 
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Wir machen die Substitution x = 5 -+ y; infolge der Periodizität des Integranden 


kann man —r und n als Integrationsgrenzen nehmen: 


(9: 9) = je (3--2cosy + 2c082y +2 cos3y)dy 


= ae (3 +2cosy-+ 2 cos 2y-+ 208 3y) dy 
ö 


= 22 [8J,(85) + 2iJ (8) — 29,33) — 2iJ,(83)]. 


Nach den Tafeln von JAuNkeE und Empe ([1], Seite 342) erhält man (g,, 91) 
= 2n (3 4,8808 — 2: 3,9534 + 2 2,2452 — 2: 0,9598) = 18, 61287. Genauso er- 
hält man 


= ds, 
(91: 9) = = ‚fe 2 27 ln [7]) (7 2 —_ 47? ln Iz]) mr tn 
Vi + cos « 
27 
= | e-tsine geiz — (Die-Fir — Leit) sine — Sie® sin? a) de. 


[ü 


Wir trennen den Realteil ab: 


27 
‚Be (91, 93) = ers {sin = — 6sin3rsinx + Ssin’a} de 
f) 


2n 


= je (7 sin& — 3 c082% +3 cos 4x — 2sin 3x} de, 


ei 


was nach der Substitution x = 5 


Re (9,, 9) = ae (7 cos y +3 608 2y + 2 cos3y + 3 cos 4y) dy 
ö i 


— 2n(—7 9,7595 -- 3 - 6,4222 — 2 - 3,3373 -- 3 - 1,4163) = — 102,9512 


ergibt. 

Analog werden auch die restlichen Koeffizienten bestimmt. 

Zur Berechnung der BesseL-Funktionen von imaginärem Argument wurden 
die Tafeln von JAHNKE und Empe [1] benutzt sowie die „Tafeln der Bzssezschen 
Funktionen von komplexem Argument“ (Verlag der Akademie der Wissen- 
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KAPITEL XI 


DIFFERENZENVERFAÄHREN 


$ 94. Die Netzmethode 


Zur Bildung angenäherter Lösungen von Differentialgleichungen werden weit- 
gehend sogenannte Differenzenverfahren benutzt. 

Die Idee, die allen Differenzenverfahren zugrunde legt, ist sehr einfach. Be- 
kanntlich kann man eine Ableitung beliebiger Ordnung als Grenzwert des Diffe- 
renzenguotienten - erhalten, des. Quotienten aus der zugehörigen „endlichen 
Differenz‘ der Funktion und den Produkten entsprechenden Grades der In- 
kremente der unabhängigen Veränderlichen. So gilt z. B. 


9u > lim u(z + h,y,2, ...) — 12,2, } 
0x kh>0 h 


ou . u + h,y2,...) — 2u(2,y,2,...)+ ulz — h,y;2,...) 
.— lim ’ 
9x: kh>0 hr 
u e 
92dy 1m%>0 
uc—-hy+k,2,...)—uc+hy2,..)—- ua, y+k,2,..)+tulx,y,2,.-.) 
hk - 


. usw. Daraus folgt, daß bei kleinen Differenzen der unabhängigen Veränderlichen 


die Ableitungen sich nur wenig von den entsprechenden Quotienten unter- 
scheiden. Wenn wir die Ableitungen nach allen oder nach einigen Veränderlichen 
durch die Differenzenquotienten ersetzen, wird die Struktur der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung wesentlich vereinfacht. 

Von den. Differenzenverfahren hat die Netzmethode am meisten Anwendung 
gefunden. Wir erläutern sie an einem der einfachsten Beispiele, dem des DIRICHLET- 
schen .Problems für die LaprAczsche Gleichung in der Ebene. Es werde gefordert, 
eine im Gebiet 2 harmonische Funktion zu finden, die auf dem Rand 8 gegebene 
Werte annimmt. Wir legen: über die —y-Ebene ein quadratisches Netz, indem 
wir Parallelen zur x- und y-Achse ziehen, so daß die aufeinanderfolgenden Geraden 
alle den gleichen Abstand A voneinander haben (Abb. 20). Aus den Seiten der 
Netzquadrate bilden wir eine Kurve $,, die die gegebene Kurve 8 möglichst 
gut approximiert: Die Kurve $, umgibt ein Gebiet 2,, das 2 nahekommt. 

Wir suchen die ‘Werte der unbekannten harmonischen Funktion nicht im 
ganzen Gebiet 2, sondern nur in den Knotent). von Q2,. Ebenso sehen wir die 


1) Als Knoten bezeichnet man die Schnittpunkte des Netzes. 
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Funktion nicht auf 8, sondern in den Knoten von $, als gegeben an; dazu über- 
tragen wir die auf 8 gegebenen Werte der Funktion « auf $,, indem wir z.B. 
festsetzen, daß die Funktion in einem beliebigen Knoten P von 8, denselben Wert 
annimmt wie in dem am nächsten bei P liegenden. ; 
Punkt P’ der Kurve $. In den Punkten von Q,. 
ersetzen wir die partiellen Ableitungen durch 
Differenzenquotienten. Wenn also P(x, y) € 
gilt, dann setzen wir 


u EI Be N Bank I 25 ul a2 19 
d2 RR 
Ru  umy+h—2u@y) +u@wy—h) 
FIT h2 zu 
Die Larraor-Gleichung wird im Punkt P durch Abb. 20 


die folgende algebraische Gleichung ersetzt: 
v@rhy)tußy+htu@-hy)tumy—h—4uy)=0. (1) 


Solche Gleichungen gibt es so viele, wie es Punkte in 2, gibt. Die Gleichung (1) 
ist homogen, wenn alle zu P benachbarten Netzpunkte zu Q, gehören, sie ist 
inhomogen, wenn zu P benachbarte Punkte zu $, gehören. So wird nach der 
Netzmethode die Laruacz-Gleichung durch ein System sehr. vieler linearer 
algebraischer Gleichungen ersetzt. 

Anstelle des quadratischen Netzes kann man ein rechteckiges verwenden, 
indem man die ‚Schrittweite‘‘ in Richtung verschiedener ‚Achsen verschieden 
wählt. Man kann auch polygonale Netze oder sogar krummlinige benutzen. Es 
versteht sich von selbst, daß sich die Netzmethode zur Lösung von Differential- 
gleichungen beliebiger Ordnung mit beliebig vielen unabhängigen Veränderlichen 
und unbekannten Funktionen verwenden läßt. Auch der Typ der. Gleichung spielt 
keine wesentliche Rolle, die Netzmethode läßt sich mit Erfolg sowohl auf ellip- 
tische als auch auf hyperbolische und parabolische Gleichungen anwenden. 

Über die Netzmethode existiert eine außerordentlich umfangreiche Literatur, 
in der theoretische Fragen wie auch Fragen der Anwendung der Netzmethode 
ausführlich untersucht wurden. Wir werden diese Probleme in. unserem Buch 
daher nicht berühren und begnügen uns mit einem kurzen Verzeichnis der wich- 
tigsten Arbeiten und. den nötigen Literaturhinweisen. Es ist schwer zu sagen, 
wann die Netzmethode zum ersten Male angewendet wurde. Jedenfalls stellt das 
bekannte Verfahren von EULER zur näherungsweisen Integration gewöhnlicher 
Differentialgleichungen bei gegebenen Anfangswerten im: wesentlichen eine 
Variante der Netzmethode dar. Ihre gewaltige Entwicklung nahm die Methode 
jedoch im XX. Jahrhundert. Die weite Verbreitung der Methode beruht auf ihrer _ 
Einfachheit und ihrer Universalität. Auf die Schwierigkeit der Berechnungen der 
Randwertaufgaben wirkt sich diese oder jene Form der Begrenzung des Gebietes 
wenig aus; wenig Einfluß haben auch die Eigenschaften der Koeffizienten der 
Gleichung. In der Ingenieurpraxis wird die Netzmethode vielfach zur Berechnung 
elastischer Systeme angewendet; wir erwähnen in diesem Zusammenhang die 


28 Variationsmethoden 


434 \ X]. Differenzenverfahren 


Bücher von G. Marzus [1] und P. M. Warwar [1], in denen eine Reihe inter- 
essanter Anwendungen der Netzmethode auf Aufgaben der Elastizitätstheorie 
enthalten sind; in der Monographie von P. M. WARwAak findet sich eine umfang- 
reiche Bibliographie. Auch.das Buch von F. BreıcH und E. Meran [1] verdient 
erwähnt zu werden. Umfangreiches Material über. die Netzmethode findet sich 
in dem Handbuch ‚von D.J. Pawow [1]. Einige Angaben über das Verfahren. 
kann man auch in dem Aufsatz [2] von D. J. Panow finden. Sehr ausführlich 
wird die Anwendung der Netzmethode auf elliptische Gleichungen in dem Buch 
von L. W. Kınrtorowırsch und W. I. Kryow [1] dargestellt. 

Im letzten Jahrzehnt wurde die Netzmethode häufig zur Lösung einer Reihe 
schwieriger theoretischer Probleme benutzt. Den Anstoß für diese Entwicklung 
gab im Jahre 1926 L. A. LJUSTERNIK durch einen bemerkenswerten Artikel [1], 
in dem er unter Verwendung der Netzmethode eine Lösung des DirIcHLETschen 
Problems bei außerordentlich allgemeinen Voraussetzungen über die Natur des 
Bandes gab. Gleichzeitig bewies L. A. LJUSTERNIK die gleichmäßige Konvergenz 
der mit der Netzmethode gewonnenen Näherungslösung gegen die exakte |Lösung.!). 
Wir weisen noch auf den Artikel [3] desselben Verfassers hin, in dem ein Verfahren 
zur Verbesserung der Konvergenz der Netzmethode angegeben wird. Der Fall 
der allgemeinen elliptischen Gleichung mit m Veränderlichen wird in der Arbeit 
von I. G. Petrowski [1] nach der Netzmethode behandelt. In der Arbeit [1] von 
R. CoURANT, K. FRIEDRICHS und G. Levi wird die Netzmethode auf elliptische 
und auch auf hyperbolische lineare Gleichungen angewendet. Das in dieser Arbeit 
angewandte Verfahren läßt sich ohne Schwierigkeiten auch auf den vieldimen- 
sionalen Fall übertragen. Man kann auch die Arbeit [1] von 8. E. MikELADsE 
erwähnen, in der ihr Verfasser einige Fehlerabschätzungen für die Netzmethode 
angibt. In dem Buch von O. A. LADYSHENSKATA [1] und in einer Reihe der letzten 
Arbeiten desselben Verfassers wird die Netzmethode zur Lösung von Randwert- 
problemen für Ru ehe und. parabolische Gleichungen sehr allgemeinen 
Typs verwendet. 

In einigen Teilen hängt NER das kürzlich erschienene Buch von L. W. KanTo- 
ROWITSCH, W.I.Kryrow und K.E. TscHhernın [1] mit der Netzmethode zu- 
sammen. 

Oben wurde gezeigt, daß die Netzmethode auf algebraische Systeme mit einer 
sehr großen.Zahl (bis zu mehreren hundert) von Gleichungen mit ebensoviel Ver- 
änderlichen führt.?) Offensichtlich kann die Methode auf praktische Brauchbar- 
keit Anspruch erheben, wenn sich ein hinreichend einfaches Verfahren zur Lösung 
solcher Systeme angeben läßt. Für Gleichungssysteme, die man mit der Netz- 
methode aus der LArrAcz-Gleichung erhält, kann man ein einfaches konver- 
gentes Iterationsverfahren durchführen. Eine Darstellung der diesbezüglichen 
Probleme findet der Leser z. B. in dem Artikel [3] von D. J. Pavow [3]. In dem 
oben zitierten Artikel von S. E. MIkeLAnse [1] wird ein konvergentes Iterations- 
verfahren für Gleichungen sehr allgemeinen Typs angegeben Schließlich wird ein 
sehr interessantes Verfahren für den Fall der Gleichungen von LAPLAcE und Po1s- 
soN in einem Artikel angegeben, der von 8. A. GERSCHGORIN [1] stammt; er 


1) Der Artikel [1] von L. A. LiustErnIk wurde in neuer Fassung und ins Russische übersetzt 
in der Zeitschrift ‚„‚Uspechi matem. nauk‘ nachgedruckt; siehe L. A. LIUSTERNTK [2]. 
2) Wenigstens für elliptische Differentialgleichungen. 
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schlug ein besonderes elektrisches Netz vor, das die Lösung des oben genannten 
. Systems automatisch liefert. Das Verfahren von S. A. GERSCHGORIN kann sowohl 


für ebene als auch für räumliche Probleme verwendet werden. Wir erwähnen noch 

‚die Arbeit [1] von M.R. Schura-BuRa, in der.eine wahrscheinlichkeitstheore- 
. tische Abschätzung des Fehlers für das Verfahren des elektrischen Netzes ge- 
geben wird. 


$ 95. Grundlagen der Geradenmethode 


Die Geradenmethode, der wir die $$ 95 bis 98 widmen, steht ungefähr in dem- 
selben Verhältnis zur Netzmethode, wie das Verfahren von L. W. KAnToro- 
wırsca (815) zum. RırTzschen Verfahren. Wir erläutern die Grundidee dieser 
Methode am Beispiel einer Gleichung zweiter Ordnung mit zwei unabhängigen 
Veränderlichen. 

Es sei ein Integral der Gleichung 


Pu u du u 
| pa 
1a rer re ran L Fu= G(x, y) (1) 


in einem Gebiet 2 zu bestimmen. Genauer nehmen wir an, daß die Gleichung (1) 
elliptisch -und. das Gebiet 2 endlich ist. Auf der Berandung 8 dieses Gebietes 
müssen irgendwelche Randbedingungen gegeben sein. Betreffs des Randes $ 
nehmen wir an, obwohl das nicht notwendig ist, daß jede zur x-Achse parallele 
Gerade ihn höchstens in zwei Punkten schneidet. 

Wir ziehen zur x-Achse parallele Geraden, und zwar so, daß der Abstand zweier 
benachbarter Geraden konstant und gleich k ist. Mögen dabei die Geraden 


yzy+tkh=y; k=01/2,.,n—1n. (2) 


das Gebiet @ schneiden. In Gleichung (1) substituieren wir Yy=Y und ersetzen die 
Ableitungen nach y durch die entsprechenden Differenzenquotienten. Man kann 
z.B 

du 


1 £ 
3% u: 1% (2, Ya) — %®, Yr)] 


Y=%r 


setzen, oder bei Einführung der Bezeichnung u(z, y) = Ur (X) 


du 1 
2, = [U % — Url&)]. ; 3 
yon 5 [ur (©) — ur (®)] (3) 
Analog kann man z. B. 
u z u 
da 9yyy 1 [ur (©) — wu (@)]; 
02u 1 
a, a) 2a) + male)] 
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. setzen.’ Wenn man das in Gleichung (1) einführt, worin y = y, gesetzt wird, dann 


erhält man: ein System von n gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen mit 
den n + 2 Unbekannten u, (x), u (8), --., Un (X), Unzı (X). 

“Wenn das Gebiet Q die in Abb. 21 (siehe Seite 439) dargestellte Form hat, dann 
können die beiden fehlenden Gleichungen aus den Randbedingungen auf den 
Geradenstücken AB und OD gewonnen werden; im allgemeinen Falle ist diese 
Frage noch nicht vollständig geklärt; was die Randbedingungen für die Funktionen 
U,(x) angeht, so ergeben sie sich in natürlicher Weise aus den Randbedingungen 
für die Funktion u (x, y). 

Analog kann man lineare Gleichungen höherer Ordnung sowie Gleichungen von 
anderem. als elliptischem Typ auf ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen 
zurückführen. Es ist auch nicht schwierig, die Geradenmethode auf mehr. Dimen-. 
sionen auszudehnen. 

Die Geradenmethode kann man als Grenzfall der Netzmethode ansehen, wenn 
man von einem rechteckigen (nicht quadratischen) Netz ausgeht und annimmt, daß 
in Richtung der x-Achse die Schrittweite des Netzes gegen: Null geht. Das Kon- 
vergenzproblem der Geradenmethode für elliptische Gleichungen ist unzureichend 
erforscht.!) Ausführlicher- ist die Frage behandelt worden, in welcher Weise die 
Ableitungen durch PDifferenzenquotienten zu ersetzen sind, damit der Fehler 
möglichst klein wird, sowie die Frage nach dem (in diesem oder jenem Fall) 
praktisch günstigsten Verfahren zur Lösung der Differentialgleichungen, auf die 
die Geradenmethode führt. Diesen Fragen sind die Arbeiten von M. G. SLOBOD- 
JANSKI [1,2] und W.N. FAnpEJEwA [3] gewidmet. Im folgenden Paragraphen 
werden die Hauptergebnisse dargelegt, die die genannten Autoren gefunden haben. 

Wir bemerken, daß die Anwendung der Geradenmethode zweckmäßig ist, wenn 
die Koeffizienten der gegebenen Gleichung konstant sind. oder nur von y abhängen, 
weil sich dann ein System linearer Gleichungen mit konstanten Koeffizienten 
ergibt. Wenn die Koeffizienten der gegebenen Gleichung jedoch von x abhängen, 
führt die Geradenmethode auf ein System linearer Gleichungen mit veränderlichen 
Koeffizienten, dessen Lösung im allgemeinen große Schwierigkeiten bereitet. In 
diesem Falle ist es zweckmäßig, die Netzmethode anzuwenden. 


$ 96. Die Differentialgleichungen der Geradenmethode?) 
für die Gleichungen von LAPLACE und PoISssoN 


Wir betrachten eine Funktion v(y), die in einem gewissen Intervall eine hin- 
reichend große Anzahl von Ableitungen besitzt. 

Wir drücken die zweite Differenz A’u=u(y+ 2h) — 2u(y+h) + u(y) 
durch die zweiten Ableitungen von win den Punkten y + 2h, y +h,y mit einer 
Genauigkeit bis O (h®) aus. 


. 1) Der ‚Beweis von M. G. SLOBODJANSEI [2] für den Fall der Larracz-Gleichung enthält 


einen Fehler. 
2) In den Paragraphen 96 A 97 geben wir fast ohne Änderung einige Abschnitte des Artikels _ 


[3] von W. N. FADDEsswa wieder. 


$ 96. Differentialgleichungen für die Gleichungen von Lartacz und Poısson 437 


Wir haben’ nach der Tayrorschen Formel 


duyt+h) , Pduy+h) 


uy+2h=üyt+h+h 


dy 2 dy? 
Pduy+h , Mduy-h , 
I  TM dyM Zu 
du(y+h) |, ®d@uy-+h) 
uy=uy+h—h- 1 Se Fe 
Pduyt+n  Mduyth 
6 dy® 24 day. " 
Daraus ergibt sich 
uy-+2h) — 2u(y+h)+ uly) 
dy(y-Hh) , MM dau(y+h) 
— h2 a 6 
=h dp ic dye + oO). BR (A) 
Nun ist jedoch 
@uy-+2h) _ duy-+h) a „FrWurh ee W.duy+h), 
dy? dy? day 2 dy! eT 
Fa) _Puyrh_„#uyrh 2 Rduy+h 


dy? dp dy? 2 dyt 


und demzufolge 


„Fuy+h _duy+2N „duy+n, ul) 
2 1 


di dye a dy? H O(h*). 


Setzt man diesen Wert für die vierte Ableitung in die Formel (1) ein, so erhält man 


Au=uy-+2h) —2u(y+h + uw) 


5 Bulyth)  Mduly-t2h)  Rdruly) , 
2 6 
ee Degen 2 


Diese Formel bildet den Ausgangspunkt für die weiteren Überlegungen.. 
Es werde gefordert, eine Funktion v(x, y) zu bestimmen, die der Gleichung 


Ru (2, y) ei ru (x, y) 
0x? y? 


0 (8) 


in einem Gebiet D genügt bei vorgegebenen Randbedingungen auf der dieses 
Gebiet begrenzenden Kurve. In bezug auf diese Kurve setzen wir voraus, daß 


Gleichung 
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sie hinreichend glatt ist und daß jede zur x-Achse parallele Gerade sie in zwei 
Punkten schneidet. . 
Wir ziehen im Abstand h voneinander die zur x- Acıss parallelen Geraden 


y- wy= Yo > Y — Ya: 
Wir führen a Bezeichnung 
u,(8) = u(®, Yr) 
ein. o. 
Jedes Funktionentripel u, (2), %(®),; Ugr (x) genügt offensichtlich der Be- 
ziehung (2), die wir in der Form 


er 5 ,0u(2,9) 
Ps DIRBEEh N 
Ur (2) — 2UplR) + Ur (X) G h ER 
MR ou (x, y) 2 u (x, y) 
BEE I O(h8 2) 
12 dy? YVayR-ı 12 9y? Y=YR+1 en 1) 
schreiben. 
Infolge der Gleichung (3) haben wir 
92u (w, Y) „ 
= — uf (x). - 3 

OP ver n = 


Wenn man die Werte für die Ableitungen aus Formel (3,) in (2,) einsetzt und 
die Glieder geringerer Ordnung als h$ beibehält, so erhält man das System 


5 „ 4 LG 
U + uhr) + hell 


1 | i 
+ 78 [ur (2) — 22) + woala)])=0, k=1,2,...,n. (4) 


Dieses System wurde von M. G. SLOBODJANSKI [1, 2] angegeben. 

Das System (4) ist ein System’ gewöhnlicher Differentialgleichungen, das zu- 
sammen mit den Randbedingungen die n unbekannten Funktionen u,(x) de- - 
finiert. Das System hängt nicht von der Form des Randes des Gebietes ab, für das 
die Lösung zu suchen ist. Die darin vorkommenden „Randfunktionen u,(z) - 
und 4,4, (x) sind ganz natürlich durch die Randbedingungen dann definiert, wenn 
der Rand des Gebietes zur x-Achse parallele Abschnitte enthält (Abb. 21). Im 


Fall einer gekrümmten Kurve erfordert die Frage der Bestimmung.der Funktionen 


ul) und un (x) ) besondere Untersuchungen. Analog hat man für die Poissonsche 
bei der Randbedingung u = 0 auf Grund der Gleichung (5) 
08 (x, y) 


= He, (6) 
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- wo fr(2) = x, y) ist. Deshalb hat das System zur na der Funktion 
4U.(x) die Form 


5 1 i 1 s - i 

rn K(®) + > BE ur+1() +5 5 W- 1) + Z [a4+1(8) — 2ug(®) + %-1(@)] 

Fer (®) — 2fr(®) + Fe-1(®) 
12 


Fr(®) =0, k=1,2,...,n 


oder, etwas umgeordnet, 


5 ; 


1 1 1 
5 ur (x x) + 15 %+1(®) + rc] ur-1(&) + 72 [Up+ı(8) — 2% (®) ee 
5 
6 fe@) wa + EM 0, #=1,2,..,n. (7) 


. Indem wir uns auf die Bestimmung der Funktionen u,(x) beschränken, d.h. 
auf die Bestimmung der Funktion «(y, x) nur auf einer Anzahl von zur x-Achse 
parallelen Geraden, erhalten wir zur angenäherten Berechnung dieser Funktionen 
ein System von n linearen Differentialgleichungen. 


Die Lösung dieses Systems liefert im allgemeinen wesentlich genauere Ergeb- _ 


nisse als die Lösung des Systems, das man mit der Methode endlicher Differenzen 
erhält. - 
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In diesem Paragraphen betrachten wir ausführlich die Anwendung der Geraden- 
methode auf die Integration der Poıssowschen Gleichung für den Fall, daß das 
Gebiet die in Abb. 21 dargestellte Form hat, d.h. daß der Rand des Gebietes aus 
den Abschnitten. AB und CD von zur 
x-Achse parallelen Geraden besteht, sowie 
“ aus den Bogen AC und BD, deren jeder 
von einer beliebigen Parallelen zur x-Achse 
in nicht mehr als einem Punkt geschnitten 
wird. 

Wir betrachten die Poissonsche Glei- 
chung 


0° ) , Pul®,y) 
tn) 


Abb. 21 


mit der Randbedingung u = 0. 
Wie wir bemerkt haben, ist in diesem Falle u,(z) = u+1(&) = w (x) = we 
= 0, und deshalb erhalten wir ein vollständig bestimmtes System zur Ermittlung 
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von u, (x) : 
5 e- E 1 Z 2 
7 Ur (x) 1 IP} [ur +1 (2) + ur-ı (x)] 
+ 


k=1,2,...,n 
mit | 
Fa) = pe + te, 


6) 
Das System (1) ist ein System linearer Differentialgleichungen mit konstanten, 
Koeffizienten. Wir transformieren es in ein System, in dem jede Gleichung nur 
eine unbekannte Funktion -enthält.!) 
Dazu betrachten wir die Vektoren 


en a 
® N = [F,(), Fa), ..., Fu (@)]- 
Mit A und M bezeichnen wir die Matrizen 
u 5 i 
0. Re We, 10..0 0 
ıi 51 
745 0 1 —-21..0 0 
A= ‚M= 
15 
7-00 U ) 00.1 0-2 
Dann kann man das System (1) in der Form 
AU +GU—-r=0 (4) 


schreiben. 
Um das System () in ein zerfallendes zu transformieren, müssen wir die 

Matrizen A und M mit Hilfe derselben orthogonalen Transformation auf Diagonal- 

form bringen, was möglich ist. 
Es ist nämlich 


A=B+5, (5) 


1) Die für das weitere nötibe Informationen aus der linearen Algebra kann man z. B. in dem 
Buch von W. N. FADpEszwA [4] finden. 
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wo E die Einheitsmatrix ist. Daraus ist ersichtlich, daß eine orthogonale Trans- 
formation einer Matrix auf Diagonalforn eine ebensolche Transformation auch der 
anderen Matrix nach sich zieht. 

Es sei nämlich B eine orthogonale Transformation, die M in Diagonalform über- 
führt, d.h. es sei 


1a 0 ..0 

| = 04 
IBAMB= (Ada... im) Mit (Aydyree, An) = 2. 0 
00... 


Dann ist offensichtlich 
| BraB-(14 2,1 2 14 33)- 


12 12 
Wir bestimmen jetzt die orthogonale Transformation B= |d;,|| und die Zahlen 
Ays Ay #225 Ay: 
Wir haben 


MB= Bi}, Ag...,A). 
Daraus erhalten wir bei festem $S zur Bestimmung der Zahlen b,, das System 


De-a,s == 2b, st beri,s = busds; = bat =0 
oder \ 
sea. - DEE (6) 


Zur Bestimmung aller Elemente der Matrix B erhalten wir demnach » Systeme 
der Form (6). 

Damit diese Systeme nicht die Nullösung besitzen, ist es norendie daß ihre 
Determinanten gleich Null sind, d.h. ist-es notwendig, daß die Zahlen A, Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung sind: 


2-1 1 0 0..0 


1 —2—1 10 0 
Di 2282 Darlehen =. (7) 
0 0; 00..1 —2—1 
“Wir setzen 
—2—/4=2c089. (8) 


Dann schreibt sich die Determinante D, in der Form 
2 cos d 1 0...0 0 


1 2c089 1...0 0 
Di Zeil ai Be N a (9) 


0 0 0..:1 2eosd 
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und kann leicht berechnet werden. Es ist nämlich 


ER EIER 


sin # 


(10) 
Um Gleichung (10) zu beweisen, entwickeln wir D, nach den Elementen der 
ersten Spalte. Das liefert die Differenzengleichung 
D„ = 2 c0s 20 Dy-ı — Das: 
Durch direktes Ausrechnen erhält man 


_ sin 20 D sin 30 


’ > 7: 


sin 0 


Formel (10) entsteht jetzt durch den Übergang vonnzun +1. 
Die Forderung D,—=0 ergibt n Werte für 6; es gilt 


18 
De ) (11) 
und daher 
TS 
1.= -2(14000,",) (=1,2,...,n). (12) 


Die Zahlen 5,, stellen: die Komponenten des Eigenvektors der Matrix M für 
die charakteristische Zahl A, dar. Sie sind durch das System (6) bis’auf einen 
konstanten Faktor bestimmt, der. wiederum durch. eine Normierungsbedingung 
bestimmt ist. 

Als Lösung des Systems (6) kann man die Zahlen 


bi, = 4 (13) . 


nehmen, wo A}; das algebraische Komplement der ersten Zeile der %-ten Spalte . 
der Determinante D, ist, in der 9 = 0, gesetzt wurde. 

Setzt man nämlich 54, in die Gleichungen des Systems ein, so erhält man für 
alle Gleichungen mit Ausnahme der %k-ten auf der linken Seite Null als Summe der 
Produkte. der algebraischen Komplemente einer Zeile mit den Elementen einer 
anderen. Die linke Seite der %-ten Gleichung geht in D5, über, d.h. in die Deter- 
minante .D, mit A, anstelle von A und wird deshalb ebenfalls gleich Null. 

Das algebraische Komplement A} 1äßt sich leicht berechnen. 

Es sei nämlich A, das aleehraische Komplement der ersten Zeile der k-ten 
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Spalte der Determinante D,. Dann gilt 


k-—-1 n—k 

pr nn Verne 

12086 1 0.0050 00.0 0 

0 1 2c081..0 0 5 0 0 0..0 0 

6) 1) 1 2 cos 0 0) 0..0 0 
Aı=|0 0 o ıi 0 0..0 0 

0.0 0.0 0 :2cs88 1 0..0 0 

0.0 0 0..0 0 1 2c091...0 0 

0.0 0 0..0 0 0 0 0...1 2cos® 


Daraus erhält man, indem man 4, nach den Elementen der ersten Spalte 
(k — 1)-mal entwickelt, 


‚inm+1- 18 
sin 6 


= (VD, = (1 
Das ergibt 
‚aun+1-h D. 
sin 6, 


4; = (1) (14) 


Schließlich normieren wir die Elemente der Matrix .B nach den Spalten, d.h. 
wir r bestimmen c, derart, daß 


3 bi — a3 sin? en k) 6, 1 
gilt. Man kann leicht ausrechnen, daß 
| Zst 41-1) 0,- 
ist. Das ergibt = BEE 
Ze ) - sin 6, (15) 


Demnach sind die Elemente der Transformationsmatrix 


. 
Dis ee = jnm-+ en i 


2 sin Th 
n+1 n-+1' 


— (— 1jkıs (16) . 
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Daraus ist ersichtlich, daß die Matrix B symmetrisch ist, und da sie auch ortho- 
gonal ist, gilt 


. B= B* a In | | (—1y;+% Hr sın ze. (17) 


Demnach ist 


MeBA,., 


A4= sli+ 3, +), 


. und deshalb hat das System (4) die Form 


(+3- „1+ 15) BU" +5 iv. A) BU BR=0. 


Wir führen die Bezeichnungen 


BU = 12 — (%, U, ... %); 


(18) 
BF=6= (91; PRRER In) 
ein. Dann wird 
Ar „ 1 
It Re 1% +» A.) V-G=0. 
Die letzte Gleichung ist den n unabhängigen Gleichungen 
2 A er 
(1 | 5) oe) + Ele) =0, K=ln..n (1) 
gleichwertig. Wir führen die Bezeichnungen 
i 2 12(1 -+ cos 9 
TE - Ar u = — 608 5 = 
ARi1--— 
12 
und 
Hl) 694) 
9: (2) FR Ei (21) 
12 
ein. Dann kann man das System (19) in der Form 
te) — he) — Aula) = 0 (19) 


schreiben. 

Wir setzen der Einfachheit halber voraus, daß sowohl der Rand des Gebietes 
als auch die Randbedingungen in bezug auf die y-Achse symmetrisch sind. Die 
Lösung des Systems ist eine gerade Funktion von x und offensichtlich gilt 
% = O0, choy,x + %.(x), wo d,(x) eine gerade Partikulärlösung des Systems (19,) 
ist. 


s 
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Eine Partikulärlösung des Systems (19,) ermittelt man zweckmäßig unmittelbar 
dann, z.B. mit der Methode der unbestimmten Koeffizienten, wenn die Funk- 
tionen 9,(2) hinreichend einfache Form. haben. 

Man kann eine Partikulärlösung des Systems (19,) in der Form 


a " ) ua (22) 


darstellen. 
Geht man ungsEch zu den Funktionen uele) über, so erhält man auf Grund 

von (18) 

U=B"V=-BV 

oder ; 


eo) = 2 besds(R). ; (23) 
Daraus folgt 


U.(X) = = 33 LIROR ch ya + md 


n 2 sks 
= — 1)%+ sn ——— 
za 1) FIR Eu ji, rs i ch &,# 


— 1)8s Y2’sin en 
[2 ee ee De ee (24) 
&g 5 


Wir bemerken hier, daß die Tasuhe (24) in ihrer Form nicht von der Gestalt des 
Randes des Gebietes abhängt. Die Konstaten O,, C,, ..., C, werden aus dem 
algebraischen System bestimmt, das man aus (24) nach Einsetzung, der Rand- 
bedingungen erhält. 

Zur Vereinfachung der Rechnung setzt man zweckmäßig 


4A=6(,; Vz 7 Ch om, 


WO % die größte der Abszissen der Schnittpunkte der Geraden y = y, mit dem 
Band des Gebietes D ist. Dann schreibt sich die Lösung in der Form 


n ls ch &,x 
er 46 n T 3 
ur(X) =2( N) en 1" cha,0 
FA \; (— 1)%+8 sin En 
+ [ Y esse SE (8 — 8) ps(t) di. (25) 
0) 


} 
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Wir bemerken noch, daß man manchmal unmittelbar eine Partikulärlösung des 
Systems (1) finden kann. So hat z. B. im Falle des Torsionsproblems 


Rula,y) Pu, y) _ 


ern En 1 (26) 


mit u = 0 auf dem Rand des Gebietes das System (1) die Form 
1 u 1 
a) + 2; ln) ++ ne 2 tat, (27) 


und deshalb bilden die Zahlen o,, die man aus dem System 
%1—- 2%. tu +MR—0 (28) 
erhält, eine Partikulärlösung. Wie man leicht erkennt, ist 


kn+1-—k 


ae 5 2. (9) 


In diesem Falle werden die gesuchten Funktionen u,(x) nach der Formel 


siks A ch 2% a EN 


i k+s 
ar Le ee ee 2 


h2 (30) 


berechnet, und unsere Karsipe besteht nur noch in der Bestimmung der Kon- 
stanten A, aus dem linearen algebraischen System 


‚aks P ch 2% k(n--1-k) 


N 
__. 1\k+s 
Da er 3 


R=0, (31) 


das man dh Krfälkng der Randbedingungen in den Randpunkten mit den 
Ordinaten %, erhält. 


wın k) 


k 
Die Zahlen «,, 6%, = (—1)"* sin a = hängen nur von 


1 ’ 
der Anzahl der von uns gezogenen Geraden y = %ı ab In dem Artikel von 
W.N. FADDEJEWwA [3] sind Tabellen dieser Größen für die Werte n =8,5,7,11,15 
angegeben. 
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Die in der: Überschrift dieses Paragraphen genannten Gleichungen kann man 
sehr leicht erhalten, indem man von der bekannten Darstellung einer beliebigen 
biharmonischen Funktion (x, y) durch zwei harmonische Funktionen ve Y) 
und y(x, y) ausgeht: 


uz,y) = PR, y) + yy Yy). 1) 
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Wir erhalten das gewünschte Ergebnis, indem wir einfach die Gleichungen (4), 
$96 der Geradenmethode für die Funktionen $(z, y) und y(x, y) hinschreiben. 
Das liefert folgendes Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten: 
5 EB BE | 

rt + net le) — 2a) + Yan la)] = 
CV 


1 i 
73 YE(®) + n [rl + rl] + » [9-1 (2) — 2X) + Ye l@)] = 0; 
k=1,2,..,n 
Das System (2) enthält 2n Gleichungen mit den 2n + 4 Unbekannten 


Po Pr +++ Pn> Pn+13 Vo Pı> +++ In» Yan-1: 


Wir nehmen. an, daß das Gebiet die in Abb. 21 dargestellte Form hat, und es sei 
H = (n -- 1) h seine Höhe. Wir nehmen weiter an, daß auf dem Rand des Gebietes 
die Werte der Funktion u(x, y) selbst und ihrer Normalableitung gegeben sind. 
Dann - auf der Geraden AB die Größen 


[p(z, y) + yylz, Yly=o = 9%), (3) 
ö Ip 
2 orten) + vote Nm Ze + mie (4) 
gegeben, auf der Geraden. O.D die Größen en 
[pP (&, y) + yy(@, Wh=z = Pntı(®) + Hyaı(); (5) 
0 99 Oy 
‚ dy [P (z, Y) + yv (®, Y)ly=# =? dy eu 1 H dy vH } Vn+ı (2) ’ (6) 


Wir drücken die Größen er und die dazu analogen durch die Funktionen 
y=0 

%.(x) und y,(x) aus. Nach der Taynorschen Formel ist 

ro0rp L Rp 

2a 6 od 

wo O(£) eine von derselben N kleine Größe wie &£ bezeichnet. Wir setzen 

in (7) y= y,, ! = h. Dann erhalten wir 


0) h2 (0° hB [0° 
Pr = Pr(®) - 1 2) ' | 2) Hz (23) +0). (8) 
Y-Yr 73 Yly-yr 


Yayr)=pl, nr? ar +0M), (7) 


9% ay? la 
Nun ist @(x, y) eine harmonische Funktion, deshalb wird 
9° 02% urn [9° Y 8 [9° 092 (dp 
ne 
und folglich 


Be 
Iy Y=Yrk dx? dy y- ai 
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Setzt man das in (8) ein, so ergibt sich 


dp h2 73 02 (öp\ 
= ! 47 - 4 
ee) ee, + ©) 
Wir unterdrücken in (9) das Glied 
| m (dp 
6 day) 


und bestimmen aus der so gewonnenen Beziehung die Größe 


(3), Pe nn u an : p%(@) + O(R2). (10) 


Das setzen wir in das vierte Glied auf der rechten Seite von (9) ein. Wir lassen 
Glieder der Ordnung Ah* weg und erhalten jetzt 


(ee) _ Aue) — MR) 
dy Yy=%r h 


h h 
er PER) + 3 p (x) + O(hP). 


Für k = 0 erhalten wir daraus die Näherungsformel 


Ip 9a) pl) , % . 
(re Henn + zn an 
Wir setzen jetzt in (7) y = y„, = —h und kommen auf dem gleichen Wege zur 


Formel 

dp Br Pr(%) — Pr-1®) " h, = hn 
es De 

a für k =n-+1 


ar = n h „ 
2) Du hi a) ® (x) . on (&) 3 PnHrı (X) (12) 


ergibt. Die Gleichung (3) 3) bestimmt die Größe 9%, (X). Wenn man jetzt i in (4) und (6) 
die aus den Formeln (11) und (12) gewonnenen Ausdrücke 


nl (6) 
öy)u-o :\öyly-a \0yJy-u 


einsetzt, dann erhält man aus (4), (5) und (6) drei Differentialgleichungen, in 
denen die Unbekannten 9,(2), 92 (2), Pntı(2); Yol?); Yan (2), Ynr (2) vorkommen. 
Fügt man diese Gleichungen zu den Gleichungen (2) hinzu, so erhält man ein 
System von 2n + 3 Differentialgleichungen mit den Unbekannten 9,, ..., Pa41 
Yo Wr +++ Pur: Die Randbedingungen für dieses System erhält man, indem man 
die Randbedingungen des Problems in den Schnittpunkten des Bandes des 
Gebietes mit den Geraden y = y, ausnutzt. 


$ 98. Differentialgleichungen der Geradenmsthods für die biharmonische Gleichung 449 


Ein anderes Verfahren zur. Aufstellung der Gleichungen der Geradenmethode 
wird in dem Artikel [1] von A. LAnGENnBAcH angegeben; dieses Verfahren liefert 
ein System, dessen Lösung man sofort hinschreiben kann. Analog wie das in $ 96 
für die LarLacksche Gleichung gemacht wurde, kann man die biharmonische 
een angenähert durch das en 


u + — re ; At ug + =0, k=1,2,..,n (13) 


ersetzen, das von M. G. SLOBODJANSKI [1, 2] angegeben würde. Hier ist 
Arug = Up — 2Up + We, 
At = Uprg — Buy + 6U, — Lug + Un. 


Möge M. dieselbe Matrix wie in $ 97 bezeichnen. Das System (13) kann man in 
der Form : 


(# +-— sa) Ua) + — + +- 50) U" + ni MU=F (14) 


schreiben, wo E die Einheitsmatrix und U der aus den Funktionen u, (x), 4 (®), .. -, 
%n(x) bestehende Spaltenvektor ist; F' ist ein Vektor, der durch die gegebenen 
Randwerte und durch die vorläufig unbekannten Werte von u, und u, bestimmt 
ist. Wir setzen jetzt in F angenähert 


u(®) = 9(®) + hgaı(®), Un(&) = 912(%) + h922(®); 
wo 91 und 9, die gegebenen Werte der gesuchten biharmonischen Funktion 
u(x, y) auf den Geradenabschnitten AB und CD sind (Abb. 21), während gg 
und gg; die Werte der Normalableitungen der Funktion u (x, y) auf denselben 
Abschnitten bedeuten. Jetzt ist der Vektor F bekannt; wir setzen!) 
BU=V=(,0y..,%), BF=4@= (9 95 --- In); 


das liefert uns die n unabhängigen Gleichungen 


vo + 840% +BrYe = Ds k=1,2,...,n. (15) 
I+ ce 
Hier ist 
1 
PETE 13% 
Du Peer a Fr ur 


" Wir behalten die Bezeichnungen des $ 97 bei. 
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